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Blatt 1 Abgabe: Montag, 7.11.2005

_ —1\2
Aufgabe 1: Sei D = E. Zeigen Sie: (Z 1) bildet H — D konform &quivalent auf H ab.

z

Aufgabe 2: Zeigen Sie, dafl die folgenden Funktionen harmonisch sind und finden Sie
Konjugierte.

(a) 2 — > (b) sinh(z)sin(y) (c) tan'(¥).

Aufgabe 3: Sei u: C — C definiert durch
Im(272) 2z +#0,
u(z) =
0 z=20.
Zeigen Sie:
(a) Alle partiellen Ableitungen von u nach x bzw. y existieren auf ganz C.
(b) Au=0.

(¢) w ist nicht harmonisch.

Aufgabe 4: Zeigen Sie:
(a) In Polarkoordinaten hat die Gleichung Au = 0 die Form

Ou 10w 10% _,
orz " ror  r20p?
(b) log|z| ist auf C — {0} harmonisch.

(c) log|z| hat keine auf C — {0} definierte Konjugierte.

(d) u: C_ — R mit u(re®) := plog(r) definiert eine harmonische Funktion. Finden Sie
eine Konjugierte v und beschreiben Sie die holomorphe Funktion u + 7 v.
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Blatt 2 Abgabe: Montag, 14.11.2005

Aufgabe 1: Sei U C C ein einfach zusammenhéingendes Gebiet und u : U — R eine
harmonische Funktion. Zeigen Sie, dafl u eine konjugierte harmonische Funktion besitzt.

Aufgabe 2: Seien U C U’ C C einfach zusammenhéingende Gebiete und sei p € U.

(a) Es gibt genau ein konforme Aquivalenz f : U — E mit den Eigenschaften

fp)=0, f'(p) eRund f'(p) >0.
Die Zahl p(U;p) := f'(p)~! heifit der Abbildungsradius von U im Punkte p.

(b) Esist p(U;p) < p(U’;p). Gilt hierin die Gleichheit, so ist U = U".

Aufgabe 3: SeiE_ =ENC_.
(a) Konstruieren Sie ein konforme Aquivalenz f : E_ — E.

(b) Finden Sie eine Folge von Punkten z, € E_, die in C konvergiert, wihrend die Folge
der f(zy,) nicht konvergiert.

Aufgabe 4: Sei U C C ein Gebiet, so dafl zu jeder holomorphen Funktion f : U —
C — {0} eine holomorphe Funktion g auf U existiert mit g? = f. Zeigen Sie, da8 U einfach
zusammenhéngend ist.
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Blatt 3 Abgabe: Montag, 21.11.2005

Aufgabe 1: Sei I' C C ein Gitter und Rp := {A € C | AI' C I'}. Zeigen Sie:
(a) Rr ist ein kommutativer Ring.
(b) R ={A e C|A'=T} (wobei R} die Einheiten in R bezeichne).
(¢) ReNR = Z.

(d) Berechnen Sie Ry fir I'=Z-1+Z-iundI'=Z-1+7Z- e2mi/3

Aufgabe 2: (a) Seien ' =Z - w; +Z-wy und IV = Z - W} + Z - wh zwei Gitter. Zeigen
Sie: es ist I' = IV genau dann, wenn es eine Matrix (‘; b) € GLo(Z) gibt mit

a b wr\ (@
c d we) \wh)’
(b) SeiI"=Z-1+7Z-%. Dann ist I' = wy - .

Aufgabe 3: (a) Schreiben Sie p”(z) und ¢"””(2) als Polynome in p(z).

(b) Schreiben Sie p(2z) als rationale Funktion in p(z).

1
Aufgabe 4: FirT € HseiI'; = Z-1+Z-7 und fiir k > 1sei Gox(7) = Z m & )
m,ne”L
(m,n)#(0,0)
Zeigen Sie:

(a) Gax(7) konvergiert lokal gleichméBig auf H.

(b) SeiI' =Z - wy + Z - wy mit Im<w1) > 0. Dann gilt Z o wi 2k G2k<—).
wel—{0}

(c) Gan(T +1) = Gar(7).

(d) Go (L) = (e7 + d)* Gox(7) fiir (2Y) € SLy(Z).
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Blatt 4 Abgabe: Montag, 28.11.2005

Aufgabe 1: Geben Sie eine holomorphe Funktion auf E an, die sich in keinen Punkt von
C — E analytisch fortsetzen 1af3t.

Aufgabe 2: Diskutieren Sie das analytische Gebilde von /y/z — 1.

Aufgabe 3: Sei I' = Zwi 4+ Zwo ein Gitter,
=60-> L nd =140- L
92 = B g3 = 6
wel'—{0} wel'—{0}

Sei f(z) = 423 — gow — g3 fiir z € C, sei N die Nullstellenmenge von f in C und R das
analytische Gebilde von y/ f(z). Zeigen Sie:

(a) m(R) =C—WN.

(b) Es gibt eine Bijektion zwischen R und C/I" —{ag, a1, a2, az}, wobei die a; die Bilder

) w1 +wy .
in C/T" bezeichnen.

von 0, —, bzw

27 92



Bergische Universitdat Wuppertal
Fachbereich C - Mathematik und Naturwissenschaften

www.math.uni-wuppertal.de/~schuster/FT2/

Ubungen Funktionentheorie Il Wintersemester 2005,/2006

Blatt 5 Abgabe: Montag, 5.12.2005

Aufgabe 1: Sei IV C T ein Teilgitter vom Index n. Zeigen Sie: die induzierte Abbildung
C/I" — C/T ist unverzweigt vom Grad n.

Aufgabe 2: Sei I ein Gitter mit go = 0. Bestimmen Sie den Grad und die Verzweigungs-
ordnungen von ': C/T' — C.

Aufgabe 3: Losen Sie Aufgabe 2 fiir go # 0. (Hinweis: es sind mehrere Fille zu unter-
scheiden).
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Blatt 6 Abgabe: Montag, 12.12.05

Auf diesem Ubungsblatt sei M eine zusammenhingende Riemannsche Fliche und G eine
endliche Untergruppe von Aut(M), der Gruppe der biholomorphen Selbstabbildungen von
M. Fiir p € M bezeichne G), := {g € G | gp = g} die Isotropiegruppe von p.

Aufgabe 1: Sei g # 1. Dann ist M9 := {p € M | gp = p} eine diskrete Teilmenge von
M.

Aufgabe 2: Ist p € M9, g # 1, so existiert eine lokale Karte (z,U,V) um p, so dafl
f =zo0goz! eine Drehung ist.

Aufgabe 3: M/G hat in kanonischer Weise die Struktur einer Riemannschen Fléche, so
dafl die Projektion 7m: M — M /G holomorph ist.

Aufgabe 4: Der Grad von 7 ist die Ordnung von G.
Aufgabe 5: Ist M kompakt, so gilt fiir die totale Verzweigungsordnung von :

0r = (G| - 1).

peEM
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Blatt 7 Abgabe: Montag, 19.12.05

Aufgabe 1: Sei ¥ eine Garbe iiber M mit Projektion .
(a) Fiir N C M sei 9|y = 7 1(N). Zeigen Sie: ¢|y ist eine Garbe iiber N.
(b) Sei f: N — M stetig und
[ ={(x,9) e NxG | f(x) =m(9)}
Zeigen Sie: f*¥ ist eine Garbe iiber N.

(¢) Ist N C M und i: N — M die Inklusion, so gilt 4|y = i*¥9.

Aufgabe 2: Sei ¢ eine Garbe iiber M mit Projektion 7.
(a) Sei f: M — N stetig. Zeigen Sie:
Ur—T(f1(U);9)

ist eine vollstdndige Priagarbe iiber N. Die assoziierte Garbe wird mit f(¥) bezeich-
net und heifit das direkte Bild von ¢ unter f.

(b) Sei N C M und . eine Garbe iiber N. Zeigen Sie (i.9)|n = .

Aufgabe 3: Sei A C X lokal abgeschlossen (d.h. jeder Punkt p € A hat eine Umgebung
U in X, so daBl U N A abgeschlossen in U ist) und w: 5 — A eine Garbe auf A. Sei
G = U (X — A) x {0}. Definiere eine Topologie auf ¢4 wie folgt:

(i) Zu y = (p,z) € A existiert eine offene Umgebung V' C A und ein Schnitt s €
[(V, ) mit s(p) =y, sowie U C X mit UN A CV und UN A C A abgeschlossen.
Die Mengen der Form s(U N A) U (U — A) x {0} seien eine Umgebungsbasis von y.

(ii) Firy = (p,0) € (X — A) x {0} bestehe eine Umgebungsbasis aus Mengen der Form
U x {0}, wobei U Umgebung von p in X sei.

Sei 7: 4 — X die offensichtliche Projektion. Zeigen Sie:
(a) ¢ ist eine Garbe iiber X.

(b) ¢ ist die einzige Garbe, fiir die 9|4 = 5 und ¥|x_a = (X — A) x {0} gilt.
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Blatt 8 Abgabe: Montag, 9.1.2006

Aufgabe 1: Zeigen Sie: eine kurze exakte Sequenz von Kokettenkomplexen

induziert eine lange exakte Sequenz in Kohomologie.

Aufgabe 2: Sei [ eine gerichtete Indexmenge und C* ein Funktor von [ in die Kategorie
der Kokettenkomplexe. Zeigen Sie: es gibt kanonische Isomorphismen

H(colim C*(i)) = chiIm HY(C* (7)) .
1€

el

Aufgabe 3: Sei
0— C*— D*(0) — D*(1) — -+ — D*(n) — - -~
eine exakte Sequenz von Kokettenkomplexen. Sei H?(D*(n)) = 0 fiir ¢ > 0. Zeigen Sie:
(a) Sei K™ = H°(D*(n)). Dann ist
00— K Kl ... L K" _,...

ein Kokettenkomplex K*.

(b) HY(C*) = H1(K™) fiir jedes g.
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Blatt 9 Abgabe: Montag, 16.1.2006

Aufgabe 1: Sei M eine Mannigfaltigkeit, A C M abgeschlossen und .% eine Garbe auf
M. Sei 4 die Garbe mit

F, firx € A,
Y, =
0 sonst;

vgl. Blatt 7, Aufgabe 3. Zeigen Sie: Der Homomorphismus % — ¥ induziert einen
Isomorphismus
H*(M;9) = H*(A;.7|4).

[Hinweis: Ist U eine offene Uberdeckung von A, so gibt es eine offene Uberdeckung von
M, deren Schnitt mit A gerade U ist.]

Aufgabe 2: Sei M eine Mannigfaltigkeit, A;, Ao abgeschlossene Teilmengen mit M =
A1 U As und & eine Garbe auf M.

(a) Definiere Garben .%;, i = 0,1,2, auf M durch

Fy fiir.%'GAlﬂAQ,
Z).. =
(Fo)e {0 sonst;

(ﬂl) _ 9} fir x € Al,
‘ 0 sonst;

(ﬂ ) - 9} fir z € AQ,
9)y =
’ 0 sonst.

Zeigen Sie: es gibt Homomorphismen von Garben und eine kurze exakte Sequenz
von Garben
0 — % — F1dF— Fy—0.

(b) Folgern Sie: es gibt eine lange exakte Sequenz

. . _>Hq(M;§5) —)Hq(Al;y’Al)@Hq(AQ;ﬁ’AQ) HHq(AlﬂAg;y‘AlmAQ) — ..
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Blatt 10 Abgabe: Montag, 30.1.2006

Aufgabe 1: Sei M eine Riemannsche Fliche. Sei S eine diskrete Teilmenge von M und
Wg die durch
C firxzeld,

W pu—

Ws)e {0 fir o ¢ S

definierte Wolkenkratzergarbe mit Trager S. Zeigen Sie:
(a) Ws ist eine feine Garbe.

(b) Ist S endlich, so hat H°(M;Ws) die Dimension #9.

Aufgabe 2: Sei M eine Riemannsche Fliache, K C M abgeschlossen und F eine Garbe
auf M. Zeigen Sie: fiir jedes ¢ > 0 gilt

HIK;Flg) & coll]iqu(U; Flv)

wobei U die offenen Umgebungen von K in M durchlauft.

Aufgabe 3: Seien M, M;, My kompakte (glatte) Flichen, eventuell mit Rand.

2
X(M) := > (-1)! dim¢ H'(M;C)
=0

heifit die Eulercharakteristik von M. Zeigen Sie:

(a) x(M1U M)+ x(My N My) = x (M) + x(Ma).

(b) Ist M C C einfach zusammenhingend, so gilt x(M) = 1.

(c) x(S* = I)=0.

(d) Seien e;, 1 < j <, offene Kreisscheiben mit &; Ne; = fiir 4 # j. Dann gilt

X(52 —U_je)=2—-r.

(e) Fiir die orientierbare Fliche F; vom Geschlecht g gilt x(Fy) =2 — 2g.



