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Dieses Skript ist noch nicht in seiner endgiiltigen Gestalt.

Fiir Fehlermeldungen, Anmerkungen und Verbesserungsvorschlige wiére ich dankbar.

E. Ossa
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4 Differentialrechnung

4.1 Die Ableitung
4.1.A Definitionen

Im folgenden betrachten wir der Einfachheit halber nur reelle Funktionen f : I — R, die
auf einem Intervall I von positiver Linge definiert sind.

Definition 4.1.1: f : I — R heifit differenzierbar im Punkte x, € I, wenn der folgende
Grenzwert existiert:

o) — i T@ @)

Dieser Grenzwert wird dann als die Ableitung von f im Punkte x, bezeichnet.

Bemerkung: Oft schreibt man Af := f(z) — f(x,) und Az := x — z,. Den Grenzwert der

d
Differenzenquotienten As bezeichnet man dann als den Differentialquotienten d—f(x*) =

x x
f'(z4). Eine andere iibliche Bezeichnung ist Df(z.) = f’(x.). Man schreibt auch oft
f’(x) mf(x*+h)_f('r*)

= 1i
hl—>0 h

A
Mit Koordinaten &, n beschreibt die Gleichung n = f(z.) + A—f(f — z,) die Sekante des
x

Graphen von f durch die Punkte (2, f(x«)) und (z, f(z)). Im Grenzwert Az — 0 erhalten
wir n = f(z.) + f'(2.)(§ — z.) als Gleichung der Tangente im Punkte (z., f(z.)).

Eine weitere Notation ist ¢(t) := y(t), wobei die Variable ¢ als Zeit interpretiert wird. Fiir
eine Kurve (z(t),y(t)) ist v (t) := (&(t),5(t)) der Geschwindigkeitsvektor.

Definition 4.1.2: f : I — R heifst differenzierbar auf I, wenn f in jedem Punkt x, € I
differenzierbar ist. In diesem Fall bezeichnet man die Funktion ' : I — R mit z — f'(z)
als die Ableitung von f.

Satz 4.1.3: Sei f: I — R und x, € 1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. f ist differenzierbar in x.,
2. Es existiert eine lineare Funktion L(x) = mx + b, so daff gilt
f(x) = L(z) + (z — z.)r(z)

mit lim r(x) =0,
T—T %

3. Es ist
f(@) = f(z) + (z — zo)p(2) ,

fiir eine Funktion o(x), welche stetig in ., ist.

V18-19.12.
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In der dritten Beschreibung ist dann ¢(x.) = f/(24).

Satz 4.1.4: Sei f differenzierbar in x,.. Dann gibt es ein § > 0 und eine Konstante K > 0,
so daf gilt

|z — 2] <0=[f(2) = fa.)] < K[z — 2] .

Insbesondere ist f stetig im Punkt x,.

4.1.B Ableitungsregeln
Satz 4.1.5: Es gelten die folgenden Ableitungsregeln.:
1. Ist f(x) = ca™ (fir c € R und n € N), so ist f'(z) = nca" 1.
2. sin’(z) = cos(x) und cos’(z) = —sin(x).
3. exp’(z) = exp(z).
4. sinh’(x) = cosh(x) und cosh’(x) = sinh(x).
Satz 4.1.6: Seien f, g: I — R in x, € I differenzierbar. Dann gilt:
1. Summenregel: f + g ist in x. differenzierbar mit
(f +9) (@) = f'(z) + g () -
2. Produktregel: f - g ist in x. differenzierbar mit

(f - 9)'(22) = f'(s) - g(@a) + f(2s) - g () -

3. Quotientenregel: Ist g(x.) # 0, so ist f fir x € T mit |x — x| < & definiert und
g
differenzierbar in x, mit

(i) () fe)g(z,) = fz)g' (@)

g

Satz 4.1.7 (Kettenregel): Seien f : I - R, g : J — R mit f(I) C J. Sei f diffe-
renzierbar in x. und g differenzierbar in y. := f(x.). Dann ist g o f differenzierbar in .
mit

(o f)(z:) =g' () f'(z.) -
Bemerkung: Merkregel: Man schreibt y = f(z) und kiirzt in

dg df _ dg
dydr  dx

vermoge dy = df .
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Satz 4.1.8:

1. Rationale Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar.
2. tan’(z) = cos™%(z).
3. tanh’(x) = cosh™?(z).
Satz 4.1.9 (Ableitung der Umkehrfunktion): Sei f : I — R streng monoton. Sei

J = f(I). Sei f in x. differenzierbar mit f'(xz.) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion
g:=ft:J—=I iny. = f(x.) differenzierbar und es gilt

, 1

Beweis: Aus der strengen Monotonie und der Differenzierbarkeit folgt, dafl y. ein Haufungs-
punkt von J ist und dafl g im Punkt y, stetig ist. O

Satz 4.1.10:

1. log : Ry — R st differenzierbar mit
1
log'(y) = — .
W=7

2. Seir € R und f(y) :==vy" firy € Ry. Dann ist f differenzierbar und f'(y) = ry"—*.

Beweis: Die erste Behauptung folgt sofort aus dem Satz iiber die Ableitung der Umkehr-
funktion. Fiir die zweite verwende man y” = exp(rlog(y)). O

V19-21.12.
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4.2 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung -

Definition 4.2.1: Sei f: I - R und z, € I.
1. f hat in z. ein lokales Maximum, wenn es ein d > 0 gibt, so daf fir x € I gilt:
|z — 2] < 0= f(z) < flzy) .
2. f hat in x, ein lokales Minimum, wenn es ein 6 > 0 gibt, so daf fir x € I gilt:
|z — 2] < 0= f(z) > flas) .

3. f hat in x, ein lokales Extremum, wenn f in x, ein lokales Maximum oder ein lokales
Minimum hat.

Satz 4.2.2: f :]a,b[— R habe in z. €]a,b| ein lokales Extremum. Ist f in . differenzierbar,
so gilt

f(z.)=0.
Beispiel: Brechungsgesetz von Snellius (s. Konigsberger).

Satz 4.2.3 (Satz von Rolle): Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf |a,b[. Sei
f(a) = f(b). Dann gibt es ein x, €)a,b[ mit

f(z)=0.

Satz 4.2.4 (Mittelwertsatz): Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf]a,bl. Dann
gibt es ein x, €la,b[ mit

f(b) = f(a)

b—a

= f'(z.) .
Korollar 4.2.5: Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf |a,b|.

1. Ist f'(z) > 0 fir alle x €]a,b], so ist f streng monoton wachsend.
2. Ist f'(x) > 0 fiir alle x €]a,b[, so ist f monoton wachsend.

3. Ist f'(x) =0 fiir alle x €]a,b[, so ist f konstant.
Beispiel: f:[—1,1] — R mit f(z) = 2® ist streng monoton wachsend.

Satz 4.2.6 (Verallgemeinerter MWS): Seien f, g : [a,b] — R stetig und differenzierbar
aufla,b[. Sei ¢'(x) # 0 fiir alle x €]a,b[. Dann ist g(b) # g(a) und es gibt ein x, €|a,b] mit
1) - fla) _ f(a.)
g(b) —g(a)  g'(zs)
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Satz 4.2.7 (Regel von de I’Hospital): Seien f, g :|a,b[— R differenzierbar. Sei g'(x) #
0 fiir alle x €]a,b]. Ferner sei eine der folgenden Voraussetzungen erfillt:

1. lim f(x) =0 und lim g(x) =0,
lim f(o) lim ()

2. lim f(x) = oo und lim g(x) = oco.
z\af( ) m\ag( )

Dann ist g(x) # 0 fir © in einer geeigneten Umgebung von a, und
!
lim M = lim f/(:z:) .
N\ a g(x) z\a g (l‘)

sobald der rechts stehende Grenzwert existiert.

Beispiele (fiir z \, 0):

L sin(x)
x
2. zlog(x)
1 1

" wsin(z)  a?

Beweis: (von Satz (4.2.7))
Fall 1. folgt (mit f(a) := 0 =: g(a)) sofort aus dem verallgemeinerten MWS.

Unter Voraussetzung 2. schlieen wir wie folgt: Zunéchst gibt es ein §; > 0, so da f(z) #

l
0 # g(z) ist fir a < x < a+ ;. Sei A := liin ]gc/((i)) Zu e > 0 gibt es dann ein J; mit

0 < dy < 67 und

—A’<sfﬁra<t<a+62.

Wir kénnen schreiben

9(y)

@) fly) = fl@) 1-gw

g(@) ~ gly) —glz) 1- % ’

1 9@
lim ;Ez; =1
el =g
gibt es ein d3 mit 0 < d3 < J2 so daf
1— 9()
glz)
1— f(y) lj<e
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ist fiir a < < a + d3. Dann ist

)
@—A _ f(y)_f(x)_A 1_%
9(@) <g(y)—g(:v) ) 1- 1
1_951/)
g(z
A (1_f(y) 1)
F(@)

dem Betrag nach < g(1 +¢) + |Ale.
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4.3 Die Taylorformel

Satz 4.3.1: Sei f(z) = > .° cn(z — a)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Sei g(x) = 3" g cny1(n + 1)(z — a)™ die durch Differenzieren der Summanden erhaltene
Potenzreihe. Dann hat g(x) ebenfalls den Konvergenzradius R, die Funktion

f:la—R,a+R[— R
ist differenzierbar, und es ist

fl(@) =g(z) .

Beweis: Die Behauptung iiber den Konvergenzradius folgt aus der Formel von Cauchy-
Hadamard.

Sei 0.B.d.A.a=0. Sei0 <r <r; <R. Firz, h mit || <rund 0 < |h| < r; —r sind
f(z+ h) und f(x) absolut konvergent, so dafl wir ausrechnen kénnen

flz+ hf)L @) _§ (Z . <k + ; + 1> :ck) "y

j=0 \k=0

mit absoluter Konvergenz. Da diese Potenzreihe in h als Funktion von h (bei festem x) stetig
ist, kénnen wir den Grenziibergang h — 0 durch Einsetzen von h = 0 in die Potenzreihe
durchfiihren. ]

Definition 4.3.2: Sei I C R ein Intervall positiver Lange. FEine Funktion f : I — R
heifit (n + 1)-mal differenzierbar mit (n + 1)-ter Ableitung f+tV, wenn f' : I — R n-mal
differenzierbar ist mit n-ter Ableitung

(7)) = e
f heift (n+ 1)-mal stetig differenzierbar, wenn zusdtzlich die Abbildung D) stetig ist.
Korollar 4.3.3: Sei f(z) = Y.~ jco(x—a)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Dann ist f : Ja — R,a+ R[ — R unendlich oft differenzierbar, und es gilt

1
— — ()
Cn = (a) .
Satz 4.3.4 (Identitétssatz fiir Potenzreihen): Seien f(z) = > 7 ¢, (z—a)™ und g(z) =
oo odn(x — @)™ Potenzreihen mit Konvergenzradius > R > 0. Sei (x) eine Folge mit
0 < |zg—al < R und klim xp = a, so daf f(zyr) = g(xx) ist fir alle k. Dann ist f(x) = g(x).

Definition 4.3.5: Sei f : I — R n-mal differenzierbar. Dann heifit

" k) (g
La(fa)@) =3 T e o (10)
k=0 )

das n-te Taylor-Polynom von f im Punkt a.
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Satz 4.3.6 (Taylor-Formel): Sei I C R ein offenes Intervall. Sei f : I — R (n+ 1)-mal
differenzierbar. Dann gilt (fir x, a in 1)

f(@) = Ta(f;0)(2) + Rnya(z;0) (11)
wobei
. — (n+1) (!L‘ - a)7l+1
ist fir ein & € I mit |€ —al < |z — a.
14.1.
Beweis: Setze F(t) =" 1_, f*(t) T Man rechnet leicht nach, daf
) = o

ist. Nach dem verallgemeinerten MWS gibt es zu einer differenzierbaren Funktion G, deren
Ableitung zwischen x und a keine Nullstelle hat, ein &, so daf} gilt

F(e) - Fla) _ F/(¢)

G(z) —Gla)  G'(¢)

Fiir G(t) = (x —t)"*! erhélt man die Formel (11) mit dem Restglied (12) von Lagrange. [J

Definition 4.3.7: Sei I ein offenes Intervall und f : I — R oco-oft differenzierbar. f heifit
analytisch im Punkt a € I, wenn die Taylorreihe von f um a

£k (g
7(f:0)w) = 3 D0 - a

k=0

in einer Umgebung von a gegen f(x) konvergiert.

Satz 4.3.8: Sei f : I — R analytisch in a € I und g : J — R analytisch in b := f(a) € J.
Dann ist go f analytisch in a.

Korollar 4.3.9: Sei g : J — R analytisch in b € J. Dann ist f analytisch in jedem Punkt
einer geeigneten Umgebung von b.

1
Korollar 4.3.10: Sei f : I — R analytisch in a € I und f(a) # 0. Dann ist ? analytisch

mn a.
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Beispiele:
I+ = ) <Z)xk fiir || < 1 (13)
k=0
oo
—1)*
log(1+z) = Y (k—i—)l oF L fir 2] < 1 (14)
k=0
— 1 (2k\ z?+!
arcsin(z) = Z 2k < p > 2£k—+1 fiir [z| <1 (15)
k=0
e $2k+1
arctan(z) = Z(—l)km€ 1 fir |z| < 1 (16)
k=0
— B
i = ZE 2 fiir |z < 27 (17)
e? —1 P k!
= —1 Bag ) m
tan(r) = Z(—l)k 1(2—]i>'22k(22k — D)a?* fir |z| < B (18)
k=0 '

Bemerkung: Gleichung (17) definiert die Bernoulli-Zahlen. Es ist B; = f% und Bopy1 =0
fir k£ > 0.

4.4 Kurvendiskussion

Definition 4.4.1: Eine Funktion f : [a,b] — R heifit konvex (auf [a,b]), wenn fir alle t,
x, y € la,b] mit x <t <y gilt
y—1 t—x

+ f(y)

y— y—x

f(@) < f(z) (19)

Sie heifit streng konvex, wenn in obiger Ungleichung niemals die Gleichheit gilt.
Eine Funktion [ heifit (streng) konkav, wenn die Funktion —f (streng) konvex ist.

Satz 4.4.2: Fine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann konvez, wenn fir alle z, y, t € [a,b]
mit x <t <y gilt

) = f@) _ fly) = @) (20)
t—x = y—t
Dann gilt sogar
0~ 1) _ fl) = S@) _ f) =~ 1) o)
t—x - Yy—x - y—t

Hilfssatz 4.4.3: Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Dann ist f genau dann konvex, wenn
1+ [a,b] = R monoton wachsend ist.
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Definition 4.4.4: Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R eine Funktion. f hat
in & € I einen Wendepunkt, wenn es ein § > 0 gibt, so daf fir Intervalle I, Iy mit
[§ —46,&+ 5] =hLULund ;NI = {5} gilt:

f st auf I; konvexr und auf Is konkav.

Satz 4.4.5: Sei I C R ein offenes Intervall. Sei f : I — R (n+1)-mal stetig differenzierbar,
und im Punkt a € I sei

™) =0 firl1 <k<n, aber f**(a) > 0.
Dann gilt firn > 1:
1. Ist n+ 1 gerade, so hat f im Punkt a ein strenges lokales Minimum.

2. Ist n+1 ungerade, so hat f im Punkt a einen Wendepunkt und ist in einer Umgebung
von a streng monoton wachsend.



