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Dieses Skript ist noch nicht in seiner endgiiltigen Gestalt.

Fiir Fehlermeldungen, Anmerkungen und Verbesserungsvorschlige wiére ich dankbar.

E. Ossa
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3 Stetige Funktionen

In diesem Kapitel kénnte D auch eine Teilmenge von C und f eine Abbildung f: D — C
sein. Wir interessieren uns aber insbesondere fiir den Fall D € R und f : D — R und
formulieren Definitionen und S#tze deshalb nur fiir diesen Fall.

3.1 Haufungspunkte und Grenzwerte

3.1.A Haiufungspunkte

Definition 3.1.1: Seia € R.

1. Sei § € Ry. Die §-Umgebung von a ist die Menge Us(a) := {x € R | |z — a|] < 6}.
Die punktierte 0-Umgebung von a ist U3 (a) := Us(a) — {a}.

2. FEine Teilmenge V. C R heifit Umgebung von a, wenn es ein 6 > 0 gibt, so dafs die
0-Umgebung Us(a) von a ganz in V enthalten ist. Dann heifst a auch innerer Punkt
von V.

3. Eine Teilmenge V C R heifit offen, wenn sie Umgebung aller ihrer Punkte ist.
Definition 3.1.2: Sei M C R eine Teilmenge und a € R.

1. a heifit Haufungspunkt von M, wenn jede Umgebung von a unendliche viele Punkte
von M enthdlt.

2. Ist a € M, so heifit a isolierter Punkt von M, wenn a kein Hdaufungspunkt von M ist.

3. M heifit abgeschlossen (in R.), wenn M alle seine Hiufungspunkte enthilt.
Beispiele.
Hilfssatz 3.1.3: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. a ist Hiufungspunkt von M,
2. Us(a) N M # 0 fir jedes § > 0,

3. es gibt eine Folge (x,) mit x, € M — {a} und limz, = a.

Hilfssatz 3.1.4: Sei M C R eine Teilmenge und a € R. Dann ist a genau dann kein
Héiufungspunkt von M, wenn es ein § > 0 gibt mit Us(a) N M C {a}.

Der Durchschnitt ist also entweder = () oder = {a}.
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Hilfssatz 3.1.5:

1. M ist genau dann abgeschlossen, wenn R — M offen ist.
2. Das offene Intervall ]c,d] ist offen.

3. Das abgeschlossene Intervall [c,d] ist abgeschlossen.

3.1.B Grenzwerte

Definition 3.1.6: Sei f : D — R eine Funktion und sei a € R ein Hdufungspunkt von D.
Sei w € R. Wir sagen, f habe in a den Grenzwert w, und schreiben

lim f(z) =w,

r—a

wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dafs fiir alle x € D — {a} gilt:

|zt —al <0 = |f(z) —w|<e.

Offenbar ist der Grenzwert w eindeutig bestimmt. Die obige e-6-Bedingung kénnen wir auch
kurz schreiben als

z € Us(a) = f(z) € Us(w) .

Ist E C D und g := f|g so schreibt man auch lim f(z) := lim g(z). Mit DT := {z €
ek e

T—a
zeDt

D|z>a}und D™ :={x € D | z < a} setzt man li{n f(z) := lim f(z) und li}n flx) =

lim f(z). Diese heilen rechtsseitiger bzw. linksseitiger Grenzwert von f im Punkt a.
r—a
rzeD™

Hilfssatz 3.1.7: Sei a Hiufungspunkt von D. Dann ist genau dann lim f(z) = w, wenn
Tr—a

fiir jede Folge (x,,) mit x, € D — {a} und limz, = a gilt: lim f(z,) = w.

Hilfssatz 3.1.8: Sei a Hiufungspunkt von D und w = lim f(z).

r—a
1. Ist § > 0 und f(z) > u fir x € Ug(a), so ist w > u.

2. Ist w > u, so gibt es ein 6 > 0, so daff f(x) > u ist fir x € Ug(a).
Definition 3.1.9: Seien f, g: D — R.

1. Die Funktion f + g: D — R ist definiert durch x — f(z) + g(x).
2. Die Funktion f-g: D — R ist definiert durch z — f(x) g(x).
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3. Sei D' :={x € D | g(x) # 0}. Die Funktion g : D' — R ist definiert durch x — @

9(x)
Hilfssatz 3.1.10: Sei a Hdaufungspunkt von D und seien f, g : D — R Funktionen mit
lim f(z) = v und lim g(z) = w.

r—a

1. Firs:=f+gundp:=f-g gilt lim s(z) =v+w und lim p(z) = v - w.

2. Ist w # 0, so gibt es ein 6 > 0, so daf$ q := g auf DNUQ(a) definiert ist, und es gilt
v
li =—.
zlfb Q(x) w

Korollar 3.1.11: Seien f € R[t] und g € R[t] Polynome.

1. Esist lim f(z) = f(a).

r—a

~

(a
a)’
Hilfssatz 3.1.12: Sei f(z) = Y. ap(x—x0)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.

k>0
Sei la — xo| < R. Dann ist lim f(z) = f(a).

~

2. Seig(a) #0 und q := g Dann ist lim g(z) =

r—a

)
—~

Beispiele.

3.2 Stetigkeit
3.2.A Grundlagen

Definition 3.2.1: Sei f : D — R eine Funktion und sei a € D. Dann heift f stetig im
Punkt a, wenn es zu jedem & > 0 ein 6 > 0 gibt, so daf fir alle x € D mit |v —a| < & gilt

[f(z) = fa)] <e.
Hilfssatz 3.2.2: Sei f: D — R eine Funktion und sei a € D.

1. Ist a Hiufungspunkt von D, so ist f genau dann stetig in a, wenn lim f(z) = f(a)

i Tr—a
18t.

2. Ist a isolierter Punkt von D, so ist f stetig in a.
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Satz 3.2.3: Sei f : D — R eine Abbildung und a € D. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. f ist stetig im Punkt a.
2. Fiir jede Folge (xy,) mit x,, € D und limx,, = a gilt: lim f(z,) = f(a).

Satz 3.2.4: Seien f, g: D — R. Sei D' :={x € D | g(x) #0}. Sind f, g stetig in a € D,
so auch f+g, g und, falls a € D' ist, f : D' — R.
g

Satz 3.2.5: Seien f: D — R und g : E — R Abbildungen. Sei F:={x € D | f(z) € E},
und sei a € D mit f(a) =b € E. Ist f stetig in a und g stetig in b, so ist go f: F — R
stetig in a.

Korollar 3.2.6: Ist f : D — R stetig im Punkt a € D, so ist auch |f| : D — R stetig im
Punkt a.

Definition 3.2.7: Fine Funktion f : D — R heif$t stetig auf D, wenn sie in jedem Punkt
a € D stetig ist.

Offenbar gelten dann die Analoga von Satz 3.2.4, Satz 3.2.5 und Korollar 3.2.6 auch fiir
globale Stetigkeit.

Satz 3.2.8: Seien f(t), g(t) € R[t] Polynome.

1. x — f(x) definiert eine stetige Funktion f : R — R.
2. Seig#0, N:={zeR | g(z) =0} und
N’ :={x € N | g verschwindet in x von héherer Ordnung als f} .

f(z)
g()

Dann definiert x — eine stetige Funktion f: R — N’ — R.

Satz 3.2.9: Sei f = > a,(x — xo)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann
definiert f eine stetige Funktion f :]zg — R,z0 + R[— R.
3.2.B Globale Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir erinnern an die folgende niitzliche Eigenschaft stetiger Funktionen:
Ist f: D — R stetigin £ € D und n € R mit f(£) > 7, so gibt es ein § > 0 mit

xe€Dund |z ¢ <d=f(x)>n.

Satz 3.2.10 (Zwischenwertsatz): Sei f : [a,b] — R stetig und n € R mit f(a) < n <
f(b). Dann gibt es ein & €]a,b] mit f(&) = .
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Beweis: Sei M := {z € [a,b] | f(x) > n} und seien z, € M mit limz, = £ := inf(M).
Wegen der Stetigkeit ist f(§) > 0, also £ > a, und wegen der obigen Vorbemerkung kann
nicht (&) > n sein. O

Der Spezialfall n = 0 wird manchmal Nullstellensatz oder auch Satz von Bolzano genannt.

Korollar 3.2.11: Sei f(t) € R[t] ein Polynom von ungeradem Grad. Dann hat f eine
Nullstelle in R.

Satz 3.2.12 (Satz vom Maximum): Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es ein & € [a, b]
mit f(&) > f(x) fir alle x € [a,b)].

Beweis: Sei M := {f(z) |z € [a,b]} und n := sup(M) € R U {oo}. Seien y, € M mit
limy, = n. Dann gibt es z,, € [a,b] mit f(x,) = y,. Sei (z,,) eine konvergente Teilfolge
und lim z,,, = &. Dann folgt f(£) = n; insbesondere ist also 7 < co und f(§) = sup(M). O

Korollar 3.2.13: Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist Bild(f) ein (endliches) abgeschlossenes
Intervall.

Satz 3.2.14 (Umkehrsatz): Sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Dann
18t

£+ 10,8 — [f(a), F5)] bijektiv
und die Umkehrabbildung
g=f"":f(a), f(b)] = [a,b]

1st stetig.

Beweis: Da f streng monoton ist, ist f injektiv und Bild(f) C [f(a), f(b)]. Aber nach dem
Zwischenwertsatz ist dann f : [a,b] — [f(a), f(b)] auch surjektiv.

Sei g := f~! und seien y, € [a,b] mit limy, = n. Sei y, = f(x,) und sei (z,,) eine
konvergente Teilfolge von (x,) mit limg_,o0 2, = & Es folgt f(§) = limy,, = n, also
¢ = g(n). Daher ist (x,) sogar konvergent und lim g(y,) = g(n). O
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3.3 Elementare Funktionen

3.3.A Polynome und rationale Funktionen

Satz 3.3.1 (Interpolationsformel): Seien xg,x1,... ,x, paarweise verschiedene Punkte
von R. Dann gibt es zu yo,y1,--- ,Yn € R genau ein Polynom f € R[t] vom Grad < n mit
f(z;) =y; firi=0,...,n, nimlich
n n T -
f@) =Y wll —
.7 L Ty — ‘/'Ej
=0 j=0
i

Satz 3.3.2 (Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen): Seien f, g € C[t] Poly-
nome und

T

g(t) = H(t_aj)nj ’

Jj=1

wobei o, . .. ,qp paarweise verschiedene komplexe Zahlen sind undny, ... ,n, positive natiirliche

Zahlen. Dann g¢ibt es eindeutig bestimmte komplexe Zahlen
ajy, firjg=1,...,rund 1 <v; <n;
und ein Polynom p(t) € C[t], so daf8 gilt:

() " aj.
t) )+ Z Z (t —joz; ©)

j=1 uJ_l

&H

)
—~~

Beispiel: Sei f(t) = t* —2t3 — 6t + 3 und g(t) = (¢t + 1)%(t — 1). In etwas iibersichtlicher
Notation soll
t4—2t3—6t+3_ ) + a n b n c
t+02t—1 PTG 0z el i1
sein fiir geeignete komplexe Zahlen a, b, c. Multiplizieren wir diese Gleichung mit (¢ + 1)2
erhalten wir

() 2 (t+1)
—= =(t+1 t b(t+1
1 (t+1)pt) +a+b(t+ )+c(t71)
Setzen wir hierin ¢ = —1 ein, so verschwinden auf der rechten Seite alle Terme aufler a; es
folgt a = f(_—;l) = —6. Aus der urspriinglichen Gleichung erhalten wir nun durch Einsetzen
von a:
3 —3t> +3t— 3 b c
T )+ — .
roe-n POt T

Nach Multiplikation mit (¢ + 1) und nochmaligem Einsetzen von ¢ = —1 folgt b = 5. Nach
Vereinfachen und Multiplikation mit (¢ — 1) erhalten wir schliefllich
f(t) 6 5 1

LACANEI - .
9(0) GrD2 il i-1
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3.3.B Exponentialfunktion und Logarithmus
Satz 3.3.3 (und Definition): exp definiert eine stetige streng monotone Bijektion
exp: R— Ry .
Die Umkehrfunktion
log: Ry — R
heifst der natirliche Logarithmus.
Bemerkung: Es ist log(z) = lim, o n( {/z — 1).
Satz 3.3.4:
1. Es gilt log(zy) = log(x) + log(y).
2. Seia € Ry — {1}. Die Umkehrfunktion von a® : R — Ry ist

_ log(x)
log(a)

log,(2) :

3.3.C Trigonometrische Funktionen

Definition 3.3.5: Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus sind definiert durch
die auf R absolut konvergenten Reihen

sin(z) = Z —(71)71 .xQ"H ,

cos(x)

Il
[~
—~| 7
o |
3|~
S— | N—
= 3
8
[ V]
3

Satz 3.3.6: Firxz € R gilt (miti=+/—1):
e = cos(x) + isin(z) ,
cos?(z) +sin’(z) =1,

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) ,

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) .
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Bemerkung: Fiir 0 < 2 < 2v/3 ist 1 — %x2 < cos(z) < 1-— %x2 + ix‘l. Insbesondere hat
cos(x) eine Nullstelle zy mit V2 < To < V6 — 2/3.

Definition 3.3.7: 7 sei die kleinste positive Nullstelle von sin(x).

Korollar 3.3.8: sin(x) und cos(x) haben die Periode 2w. Die Menge der Nullstellen von
(2k+1)m

sin(x) ist Zw = {kn | k € Z}, die Menge der Nullstellen von cos(z) ist g—I—Zﬂ' ={== ke
Z}.
Korollar 3.3.9: Es ist

e =-1.

Definition 3.3.10: Die Funktionen Tangens und Cotangens sind definiert durch

tan(z) = ::)I;((z)) fiir x & g +Zr
und
cot(z) := Z?jg)) fir x ¢ Zm

Ohne Beweis vermerken wir:

Satz 3.3.11: Die folgenden Abbildungen sind bijektiv:

sin(z) [—g,g} — [-1,1],
cos(z) [0,7] — [-1,1],
tan(z) : ]—g,g[—>R

nen:

arcsin(z) : [-1,1] — [_gv g]
arccos(z) : [-1,1] — [0, 7]
arctan(z) : R—]— gv g [

Genauer werden diese als die Hauptzweige der Arcus-Funktionen bezeichnet,
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3.3.D Hyperbelfunktionen

Definition 3.3.13: Die Hyperbel-Funktionen Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus
sind definiert durch

1
sinh(x) := i(e‘r —e ")
und
1 _
cosh(z) := g(ex +e 7).
Satz 3.3.14: Die Hyperbelfunktionen haben die folgenden FEigenschaften:

cosh?(z) — sinh?(z) =1 ,
cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y) ,

sinh(z + y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y) .

Definition 3.3.15: Der hyperbolische Tangens und Cotangens sind die Funktionen

tanh(z) := %((z)) :R—R
und
coth(z) := Z?;E((i)) :R-{0} =R

Satz 3.3.16: Die folgenden Abbildungen sind bijektiv:

sinh(z) R—R,
cosh(z) : [0,00[— [1,00],
tanh(z) : R —]—-1,1].

Ihre Umkehrfunktionen werden als die Area-Funktionen arsinh(z), arcosh(x), artanh(x) be-
zeichnet.

Definition 3.3.17: Die Area-Funktionen sind die Umkehrfunktionen der obigen Funktio-
nen:

arsinh(z) : R— R

arcosh(z) : [1l,00[— [0,00]

artanh(z) : |—1,1[— R



