Kapitel 1

Die Symmetriekonzepte der
Kristallographie und ihre
Beziehungen zur Algebra des
19. Jahrhunderts

Vorbemerkungen

Am Ende des 18. Jahrhunderts war die Kristallographie neben Botanik und
Zoologie ein Kerngebiet der beschreibenden Naturwissenschaften, der “Na-
turgeschichte”. Die in ihr beobachteten und phanomenologisch klassifizierten
Formen lieflen die auftretenden RegelméBigkeiten gegeniber denjenigen in
anderen Zweigen der Naturgeschichte so deutlich hervortreten, da die Kri-
stallographie einem Mathematisierungsversuch der zugrundeliegenden Form-
bildungsprinzipien als besonders offen erschien und innerhalb der zeitgendssi-
schen spekulativen Naturphilosophie sowie der romantischen Naturbetrach-
tung als ein vermittelnder Bereich zwischen der anorganischen und der organi-
schen und belebten Natur angesehen wurde. Das Zusammentreffen der beiden
zuletzt angedeuteten Stromungen pragte die kristallographischen Theoriebil-
dungen zu Beginn des 19. Jahrhunderts und brachte die fur die weitere Ent-
wicklung fundamentale Idee kristallographischer “Symmetriegesetze” hervor.
Diese fiihrte noch im ersten Drittel des 19. Jahrhunderts zur Herausbildung
der Konzepte der Kristallsysteme und Kristallklassen sowie deren vollstandi-
ger Klassifizierung. Die damit verbundene erste systematische Etablierung
von Symmetriegesichtspunkten innerhalb der Kristallographie ist Gegenstand
von §1.

Die Theoretiker der von der spekulativen Naturphilosophie beeinflufiten
Stromung der Kristallographie entwickelten in wenigen Jahrzehnten — mo-
tiviert durch die von ihnen vertretene Ontologie der kristallbildenden re-
gelmaBigen Kriftesysteme — beachtenswerte Mathematisierungen, die in
der Einfiihrung dreidimensionaler vektorieller Kalkiile und der vollstandi-
gen Klassifizierung der endlichen Punktsymmetriesysteme (und damit impli-
zit der endlichen orthogonalen Gruppen im dreidimensionalen euklidischen
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Raum) gipfelten (§2). Ihre Ergebnisse wurden etwa zur Jahrhundertmitte
bei der Neufassung der in Frankreich dominierenden atomistischen Kristall-
strukturtheorie durch A. Bravais zum Teil aufgenommen, zum Teil in leicht
veranderter Form neu hergeleitet und schlielich durch eine Erweiterung
des Symmetriebegriffs auf unendlich ausgedehnte raumliche Systeme (Mo-
lekiilgitter) erweitert. Dabei stiefl Bravais zu einer impliziten Charakterisie-
rung eines Teils der besonders einfach gebauten kristallographischen Raum-
gruppen (genauer: der semidirekten Produkte endlicher orthogonaler Grup-
pen mit Translationsgittern) vor (§3).

Erst gegen Ende der 1860er Jahre setzte ein intensiverer Austausch
zwischen der disziplindren Mathematik und der kristallographischen Theo-
rie ein. C. Jordan lieB sich von Bravais’ Arbeiten zur expliziten Ubertra-
gung des Gruppenbegriffs in die Geometrie anregen. Die Rolle des von ihm
im Jahre 1869 publizierten Mémoires bei der Herausbildung des (geometri-
schen) Transformationsgruppenbegriffs wird in §4 untersucht. Erst anschlie-
Bend an diese lange Vorgeschichte erfolgte die im weiteren so erfolgreiche
Theoretisierung des kristallographischen Symmetriekonzeptes im Sinne der
Gruppentheorie, die in der weithin bekannten Entdeckung der 230 kristal-
lographischen Raumgruppentypen durch Fedorov und Schoenflies (1890/91)
gipfelte. Dadurch wurden die kristallographische Theorie auf weitgehend neue
Grundlagen gestellt, die Beziehung zwischen Mathematik und Kristallogra-
phie vollig erneuert und die theoretischen Voraussetzungen fir die neuarti-
gen Entwicklungen der Kristallographie unseres Jahrhunderts geschaffen, die
durch die Entdeckung der Rontgenstrahlbeugungsmethode durch Max von
Laue moglich wurden (§5).
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§1 Von der phanomenologischen Kristallklassifikation
zur Einfihrung der Kristallsysteme und Kristallklassen

1.1 Kristallklassifikation im 18. Jahrhundert: Werner und Romé de 'Isle

Wohl geht die Beobachtung einzelner Kristallformen und die naturphilo-
sophische Spekulation iber Entstehung und Auftreten von Kristallen bis
weit in die Antike zuriick;! aus diesen beiden Quellen bildete sich jedoch
erst mit Renaissance und wissenschaftlicher Revolution des 16./17. Jahrhun-
derts ein eigener Zweig der beschreibenden Naturwissenschaften (“Natur-
geschichte”). Einschnitte im Konstitutionsproze8 waren die 1669 von Nils
Stensen veroffentlichte Entdeckung der Winkelkonstanz zwischen den Sei-
tenflichen des Bergkristalls,2 unabhangig von Grofie und Ausbildung der
Flachen [Marx 1825, 55f.; Groth 1926, 3f.], die Entdeckung der Doppelbre-
chung am islandischen Kalkspat® im Jahre 1670, die Christian Huygens zu
einem Erklarungsversuch durch die Hypothese eines Aufbaus der bekannten
Kristalle aus aneinanderliegenden ellipsoidformigen kleinsten Teilchen ver-
anlafite (Huygens 1690), sowie die entscheidende Verbindung von mikrosko-
pischer Beobachtung, graphischer Darstellung und beginnender phanomeno-
logischer Gestaltklassifikation. Auch die terminologische Verallgemeinerung
der Bezeichnung “Crystall” von Quarz/Bergkristall auf die gesamte Klasse
der regelmaflig geformten Mineralien entstand erst zu dieser Zeit.*

Wie die anderen Zweige der Naturwissenschaften gewann die Kristallo-
graphie wahrend des 18. Jahrhunderts an Breite und methodischer Prazision.
Hier ist nicht der Ort, diesen Proze8 im Detail zu untersuchen,® doch ist die
Art der Vorgehensweise bei der Gestaltklassifikation insofern von Belang, als
sie den Ausgangspunkt fir die beginnende Theoretisierung gegen Ende jenes
und zu Beginn des 19. Jahrhunderts bildete. In unserem Zusammenhang ist
dabei vor allem die Frage zu kldren, ob schon in dieser Phase der Kristallo-
graphie implizite Wurzeln von Symmetriekonzepten nachweisbar sind.

Wir werden uns dazu auf zwei, beziehungsweise drei Kristallographen des
18. Jahrhunderts beschranken. Das konnen wir deswegen, weil deren Arbei-
ten die Mineralogie/Kristallographie des 18. Jahrhunderts in herausragender
Weise pragten: Abraham Gottlieb Werner (1750-1817) im deutschsprachigen
Raum und Romé de l’Isle (1736-1790) sowie René Just Haiy (1743-1822) in
Frankreich. Haiiys Arbeiten sind dabei schon so stark durch mathematisch-
geometrische Hypothesenbildung zur Klarung der Kristallstruktur gepragt,
daf} sie als erster bedeutender Schritt einer mathematischen Theoretisierung
gewertet werden miissen, wie sie fiir die Entwicklung der Kristallographie
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des 19. Jahrhunderts charakteristisch wurde. Wir werden sie daher in einem
eigenen Unterabschnitt diskutieren (§1.2).

Die Kristallographen des spaten 18. Jahrhunderts versuchten, in die
beobachteten Kristallformen dadurch System zu bringen, dafl sie gewisse
einfache Kristallpolyeder als Grundgestalten hypostasierten, durch die in
schrittweiser Gestaltmodifikation die Vielfalt der beobachteten Kristallfor-
men gleichzeitig erzeugt wie klassifiziert werden sollte. Als Gestaltmodifika-
tionen wurden dabei vor allem Ecken- oder Kantenabstumpfungen (Stutzun-
gen) verwendet, dariiberhinaus aber auch metrische Deformationen.

Werner ging zunachst (1774) von finf “Grundgestalten” aus: Ikosaeder,
Oktaeder, Prisma, (Doppel-) Pyramide, “Tafel”. Spater ergénzte er diese
noch um den Wiirfel und die “Linse” (von zwei konvexen Flachen begrenz-
ter Korper). Dabei war etwa unter “Pyramide” die gesamte Klasse von n-
Pyramiden bzw. n-Doppelpyramiden zusammengefasst, die “Tafel” war ledig-
lich durch zwei grofle nahe aneinanderliegende Flachen ausgezeichnet. Anzahl
und relative Lage der Seitenflachen waren nicht weiter spezifiziert; ebensowe-
nig metrische Daten im allgemeinen. Die beiden ersten Grundformen waren
als kombinatorische — nicht notwendig reguldare — Polyeder verstanden. Bei
der Beschreibung der Kristallformen ging Werner von einer Grundform aus
und erklarte die betrachtete Form durch schrittweise Abanderung (Stutzen
von Ecken und Kanten) und durch qualitative (nicht-messende) Beschreibung
metrischer Eigenschaften wie “Zuspitzung” (auffallig kleine Flachen- oder
Kantenwinkel) und eine qualitative Skala der Gré8en (“auffallig grof”, “sehr
grof”, ..., “ganz klein”, “kaum sichtbar”). Obwohl sich seine Formbeschrei-
bung vor dem Hintergrund der theoretisch und quantitativ wohlbestimmten re-
gularen und halbreguliren Korper vollzog, blicben die von thm gegebenen Spe-
zifizierungen der Kristallformen also wesentlich phanomenologisch-deskriptiv
und ohne quantitative Prdazisierung. Auch war die Zuordnung eines Minerals
zu einer der Grundformen nicht eindeutig: die Modifikation durch Stutzung
von Ecken/Kanten erlaubte die Erzeugung ein- und derselben geometrischen
Form aus verschiedenen Grundformen. Die so entstehenden ‘Ubergangsrel—
hen” wurden sogar zu einem Thema der theoretischen Betrachtung der Kri-
stallformen im Wernerschen Programm. Fur die Einordnung von Kristallen
in eine Grundform mufiten Werner und seine Schiler héaufig zu ad-hoc Ent-

scheidungen greifen [Marx 1825, 110ff.].

Hohere mathematische Prazision erreichte die Kristallklassifikation von
Romé de ’Isle. Auch er begniigte sich in seinem Frithwerk (1772) zunachst
noch mit einer groben Intervallangabe fiir Winkel an Kristallpolyedern.® Im
Rahmen einer spateren umfassenden Bestandsaufnahme und Klassifikation
der bekannten Mineralien beauftragte er seinen Assistenten Carangeot mit
einer moglichst genauen Modellierung der beobachteten Kristallformen. Ca-
rangeot entwickelte dazu die Technik der Winkelmessung an Kristallen mit
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dem Anlegegoniometer und entdeckte die spater von Romé de 1'Isle publi-
zierte Winkelkonstanz beztiglich jeder Kristallart [Burke 1966, 69ff.].

Als Romé de l'Isle in (1783) auf diese Untersuchungen gestiitzt eine
detaillierte Beschreibung von tber 500 Kristallarten gab, die an Umfang
und Prazision alle vorherigen Klassifikationen weit tbertraf, versuchte er,
die beobachteten Kristallformen in ein geometrisches System einzuordnen.
Er griff auf die Wernersche Methode der Erzeugung geometrischer Formen
zurtick [Burke 1966, 62] und baute sein System dazu auf sechs “Grundformen
(formes primitives)” auf: Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, rhombisches Prisma,
Rhombendodekaeder, hexagonale Dipyramide. Aus diesen gewann er durch
Serien von Kanten- oder Eckenabstumpfungen sowie durch metrische Defor-
mation innerhalb eines gewissen Rahmens jeweils “abgeleitete Formen (for-
mes secondaires)”, die er als die zugehdrige “Modifikationsserie (suite des
modifications)” der betreffenden Grundform zusammenfafite. In Ausnahmen
verwendete er weitere Erzeugungsmodi durch Aufsetzen von Pyramiden auf
Flachen oder durch Umstulpen.

Romeé de I'Isle teilte die mechanistisch-materialistische (“atomistische”)
Auffassung eines Aufbaus der Kristalle aus aneinanderliegenden Molekiilen
[Hoykaas 1952]. Er fithrte die unterschiedlichen Grundformen auf hypothe-
tische “integrierende Molekile (molécules intégrantes)” derselben geometri-
schen Gestalt zuriick, die wiederum aus einfacheren Bausteinen, den “konsti-
tuserenden Molekilen (molécules constituantes)” aufgebaut sein sollten (1783,
1, 22f., 73f.). Waren die “Molekiile” auch nicht beobachtbar, so doch die aus
ihnen abgeleiteten Kristallformen, und diese waren der Ausgangspunkt seiner
Gestaltklassifikation. So gab es einen ersten Ansatz einer Verbindung natur-
philosophischer Erklarung des Kristallaufbaus und der von Romé de I'Isle
vorgeschlagenen Formbildungsprinzipien, die ihm gewissermafien als “Gram-
matik” einer ideellen Nachbildung der Kristallgestalten dienten. Die Erzeu-
gungsregeln waren dabei weder so weit mathematisch fixiert, daf sie eine
theoretische Deduktion aller méglichen Kristallformen gestattet hatten, noch
waren sie eine blofle — wenn auch vergleichsweise prazise — Beschreibung
der beobachteten Formen. Sie waren ausreichend theoretischer Natur, um
eine ideelle Erzeugung geometrischer Formen zu gestatten, und gleichzeitig
flexibel und offen genug, daf sie zielgerichtet auf die Nachbildung der durch
Beobachtung und Messung festgestellten Kristallformen eingestellt werden
konnten. Dies 1afit sie als einen aufschlu8ireichen Zwischenschritt von einer
lediglich beschreibenden Vorgehensweise der Naturgeschichte zu einer struk-
turellen Theoriebildung erscheinen.

Auch am MaBstab einer solch “weichen” Theoretisierung’ gemessen,
besafl Romés Programm problematische Stellen. Aufgrund der im Rahmen
der Erzeugungsregeln generierbaren Ubergange zwischen verschiedenen Mo-
difikationsserien war keine eindeutige Zuordnung der einzelnen Kristallform
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in diese moglich — ein vom Klassifikationsstandpunkt aus wenig erfreuli-
cher Tatbestand. Dartiberhinaus war die Auswahl der Grundformen schwer
begrindbar und enthielt eine gewisse Beliebigkeit; Romé de 'Isle griindete
sie anscheinend auf die Beobachtung und Abstraktion besonders haufiger,
aufféllig stark ausgebildeter einfacher Formen an den ihm bekannten Kri-
stallen — ein kaum intersubjektivierbarer Prozefi [Marx 1825, 123]. Jedoch
enthielt auch die gewahlte weiche Theoretisierung unter dem Gesichtspunkt
der Ausbildung von Symmetriekonzepten einige bemerkenswerte Ziige.

Romé respektierte namlich in einzelnen Modifikationsschritten Symme-
triesysteme des zu modifizierenden Polyeders. So fithrte er etwa in der Mo-
difikationsserie des Wiirfels neben dem gewohnlichen Wiirfel (Symmetrie 0*)
einen als Kristallisationsform des Pyrits® auftretenden gestreiften Wiirfel an,
dessen Streifung auf den Seitenflichen die Ordnung der Rotationsachsen
durch die Seitenmitten von 4 auf 2 reduziert (Symmetrie T},). Aus diesem
symmetriereduzierten Wirfel (einfache Form der Fliache 100 zur Kristall-
klasse T}, Fig. 1a) erzeugte er durch schiefe Kantenstutzung (langs Flachen
210) sukzessive die zusammengesetzten Formen von Fig. 1b, ¢ und schlielich
durch Verdrangung der Flachen des Ausgangswiirfels das Pyritoeder (Fig. 1d;
Fliache 210 zur Kristallklasse T}). Aus diesem gewann er wiederum durch
Eckenstutzung die zusammengesetzte Form von Fig. le (Flachen 210 und 111)
und schliefllich bei geeigneter Wahl des Abstands vom Ursprung das kombina-
torische (nicht-reguldre) Ikosaeder von Fig. 1f (zusammengesetzte Form der
Flachen 210 und 111 zur Kristallklasse T, ) (Romé de I'Isle 1783, t. 4, P1. II).

Er konstatierte die Abweichung der Figur 1d (bzw. 1f) vom regularen
Dodekaeder (bzw. Ikosaeder), fithrte aber auch die letzteren durch kleine
Veranderung der metrischen Parameter als Figuren der Modifikationsserie
des Wiirfels ein (1783, 4, Pl. 11, Fig. 25; 1783, 3, 232ff.). So deutete sich im
Resultat eine hohere Symmetrie als die des Wiirfels an.®

In derselben Serie erzeugte er an anderer Stelle durch Abplattung des
Wiirfels in einer der Achsenrichtungen bzw. durch Verlangerung in einer Ach-
senrichtung und Abplattung in einer anderen das gerade quadratische Prisma
bzw. den Quader (1783, 4, PL. II, Fig. 2, 3). Dabei nahm er stillschweigend
eine Symmetriereduktion von 0* auf D4, bzw. D, vor. Weitere Beispiele
reduzierten durch Stutzen lediglich zweier radumlich-diagonal gegeniiberlie-
gender Ecken die Symmetrie stillschweigend auf Ce = Cs; (ebda., Pl II,
Fig. 34).

Symmetrieerhéhungen und Symmetriereduktionen waren also in Romé
de I'Isles System natirlich auftretende Phanomene. Sein Klassifikationssy-
stem der Kristallpolyeder baute wesentlich auf eine Verbindung einer kom-
binatorischen Charakterisierung der Polyeder mit deren moéglicher Spezifi-
zierung und Veranderung durch Variation der metrischen Parameter auf.
Waihrend Stutzen den kombinatorischen Typ des Polyeders stets verdndert,
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Gestreifter Wiirfel Pyritoeder
Tx(100) Tx(100) N T,(210) Tx(210)
Kantenstutzung dito, tiefer dito, tiefer
la 1b lc 1d
Pyritoeder Tkosaeder
(nichtregular)
T, (210) Tx(111)
Stutzung dlto,
der Wiirfelecken tiefer
le 1f

Fig. 1 Romé de I'Isles Modifikationsserie des Wiirfels mit impliziter Symmetrie
Ty, (1728, Tafel II — Teilstick)

0*(100) D4(100) D, (100)
@ —_ i —
Abplattung Verlangerung
Tx(100) Cs(100) N Cs(211)

Cé = C3;

pyramidale Stutzung zweier
gegenuberliegender Ecken

Fig. 2 Symmetriereduktionen in der Modifikationsserie des Wiirfels bei Romé
de I’Isle (1723, Tafel II)
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wiesen de l'Isles Modifikationsserien daneben auch deutlich auf die qualitativ
verschiedenen Phanoméne hin, die durch Veranderung der metrischen Daten
eintreten konnen:

— blofle quantitative Verdnderung der Gestalt ohne qualitative Verande-

rung des kombinatorischen Typs oder der Symmetrie (Beispiel ijergang
16 — 1¢),

— quantitative Veranderung der Gestalt mit Umschlag des kombinatori-
schen Typs des Polyeders (Beispiel 1¢ — 1d),

- quantitative Verdnderung der Gestalt mit Veranderung des Symme-
trietyps des Polyeders aber ohne Verianderung des kombinatorischen

Typs (Symmetrierhohung am Ikosaeder 1f, Symmetriereduktionen in Fi-
gur 2 etc.).

Implizit bildeten bes Romé de ’Isles somit Symmetriegesichtspunkte ne-
ben den kombinatorischen eine zweite Ebene qualitativer Unterscheidungen
im Universum der Kristallpolyeder.'® Romé hatte jedoch anscheinend keinen
Anlaf}, diese qualitativen Unterscheidungen explizit zu charakterisieren. Fir
die Einteilung der Kristallfiguren in Systeme (Modifikationsserie des Wiirfels,
des Tetraeders, des Oktaeders usw.) spielten die Verbindungen zwischen ver-
schiedenen Typen von Polyedern, die durch Stutzen und Variation metrischer
Parameter hergestellt werden konnen, die entscheidende Rolle. Symmetrie-
gesichispunkte (auch in impliziter Form) spielten bei seiner Einteilung in
Serien hingegen lediglich eine auziliare Rolle. Sonst ware kaum zu verstehen,
dafl Symmetriereduktionen (O* auf Th, auf D4y, Dap, C3i usw.) und (Schein-)
Symmetrieerh6hungen (T}, auf I*) simtlich in der Serie des Wiirfels auftreten
konnten, ohne daf de I'Isle einen Grund sah, diese Phanomene zum Gegen-
stand einer weiterfiihrenden Diskussion zu machen.!?

1.2 Beginnende Mathematisierung im atomistischen Programm: R.J. Hatuy

Die in Romé de I’Isles Theoretisierungsansatz enthaltenen Grundideen der
Formbildung von Kristallen wurden um die Wende vom 18. zum 19. Jahr-
hundert von Ren€ Just Haty (1743-1822) aufgenommen, prazisiert und zu ei-
ner Theorie verbunden, in der die Korpuskularhypothese in eine solche Form
gebracht wurde, die die bis dahin offenen Erzeugungsregeln weitgehend zu
fixieren gestatteten.!?

Auch Haiiy ging von der Existenz gewisser Grundformen ( “formes pri-
mitives”) aus, die er allerdings sowohl empirisch als auch vom geometrischen
Resultat her anders bestimmte als de 1'Isle. So kritisierte er, dafl de I'Isle nur
den aufleren Aspekt der Kristalle beriicksichtigt habe, ohne ihre “Struktur”
in Betracht zu ziehen (“sans avoire égard a leur structure”) (Hatiy 1801, 1,
20). Fir ihn war die “Struktur” iibér Spaltungsversuche durch Auswertung
der auftretenden Spaltkerne und Streifungsmuster zu erschlielen. Dadurch
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wurde seine geometrische Abstraktion und die Auswahl der Grundformen
starker durch die Empirie gebunden, als das fiir Romés Vorgehensweise der
Fall gewesen war. So unterschied sich seine Liste von 5 Grundformen (Par-
allelepiped, Oktaeder, Tetraeder, gerades hexagonales Prisma, Rhombendo-
dekaeder) sichtlich von der Romé de I'Isles (Haiiy 1793; 1801, 1, 28; 1822,
1, 44).13

Eine Hypothese zur theoretischen Erklarung dieser Grundformen besafl
Haliy nicht; jedoch entwickelte er fir die Ableitung der Sekundargestalten
auf atomistische Vorstellungen gegrindete, mathematisch prizisierte Erzeu-
gungsregeln. Er ging davon aus, da8 die Kristallmaterie aus “integrierenden
Molekilen (molécules intégrantes)” aufgebaut war. Diese sollten jedoch an-
ders als bei Romé de 1'Isle mit den Grundbausteinen (Molekilen) im Sinne
der neuen zeitgenossischen Chemie Lavoisiers tibereinstimmen und von wohl-
bestimmter geometrischer Form sein (Tetraeder, Dreiecksprisma, Parallelepi-
ped). War ihre Form zwar nicht unmittelbar beobachtbar, so doch indirekt
dadurch, dal mehrere integrierende Molekile sich zur Grundform zusam-
menschlieffen und dariberhinaus wiederum in anderer Konstellation — mit
oder ohne Zwischenrdume — parallelepipedische Bausteine, die sogenannten
“subtraktiven Molekile (molécules soutractives)” bilden sollten. Haiiys Idee
war nun, dafl die von Werner und de 1'Isle verwendeten Modifikationen der
Grundformen dadurch erklért und gleichzeitig prazisiert werden konnen, daf
sich aus parallelepipedischen Bausteinen (subtraktiven Molekulen) gebildete
Schichten auf der Grundform aufbauen und dabei an Kanten, Ecken oder
Flichendiagonalen in wohldefinierter Art schrittweise zuricktreten (1822,

1, 511t.).

Dabei entdeckte er, daf3 es beim Prozefl des Aufschichtens haufig einfa-
cher war, von bestimmten sekundéren Gestalten auszugehen, die zwar streng
genommen nicht zu den Grundformen gehdrten (also nicht als Spaltungs-
kern auftraten), aber aus diesen wieder durch Aufschichtung zu gewinnen
waren und nun in einem zweiten Schritt von ihm als “hypothetische Kerne
(noyeauz hypothétiques)” eingefithrt wurden (1822, 1, XXf., 188ff.). Dadurch

wurde die Darstellung der Vielfalt der Kristallgestalten technisch wesentlich
vereinfacht.

Hauy verwendete 18 “elementare Kristallformen” (ebda., 9-22) in der
Funktion solcher hypothetischer Kerne:

Whrfel,

reg. Oktaeder,

reg. Tetraeder,
Rhombendodekaeder,
Rhomboeder, -
quadratische Dipyramide,
rechteckige Dipyramide,

NO Gk W0
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8. rhombische Dipyramide,

9. parallelogrammatische Dipyramide,
10. (gerades)'* quadratisches Prisma,
11. Rechteckprisma,

12. Rhombenprisma,

13. Parallelogrammprisma,

14. schiefes Rechteckprisma,

15. schiefes Rhombenprisma,

16. Parallelepiped,

17. hexagonales Prisma,

18. hexagonale Dipyramide
(Hauy 1822, 1, 263-270).

Diese Liste erwies sich — obwohl auf einer eigenartigen Mischung aus
Empirie und Pragmatik der Ableitungsvereinfachung beruhend — im Lichte
der spateren Untersuchungen als erstaunlich stabil: sie wurde mit geringen
Abinderungen (Reduktion von 18 auf 15, spater auf 14)!5 von Frankenheim
(1835) bestatigt und als Ausdruck der Symmetrietypen von Raumgittern in-
terpretiert — eine Beobachtung, die in Bravais’ Theorie der Kristallstruktur
(1850, 1851) schlieBlich ausgebaut und auf eine sichere theoretische Grund-
lage gestellt wurde (vgl. §§2.4, 3.3). Dabei wurde Hatliys Unterscheidung von
“Grundformen” im engeren Sinn und von “hypothetischen Kernen” fallenge-
lassen. .

Hally prazisierte die Idee der regelhaften Aufschichtung auf die Kerne
durch die Formulierung zweier Regeln:

(i) “Dekreszenzgesetz (loi de décrescence)”: Bei der sukzessiven Aufschich-
tung tritt jede folgende Schicht, beziehungsweise eine Stufe aus m Schich-
ten parallel einer Kante oder Flachendiagonale um eine feste Anzahl von
n = 1,2, 3,6 Reihen subtraktiver Molekiile zurick (1801, 1, 341F.).

(i1) “Symmetriegesetz (loi de symétrie)”: Die Abnahme (Dekreszenz) erfolgt
an solchen Teilen des Ausgangspolyeders (Kanten, Fliachendiagonalen,
Ecken) mit denselben Schrittmaflen n, m, die gemessen an der Aus-
gangsgestalt als “identische Teile (parties identiques)” erscheinen (Haily

1815; 1822, 1, 1961F.).

Sein theoretischer Entwurf war aus verschiedenen Grunden folgenreich
und erscheint als Vorform der bis weit in das 19. Jahrhundert reichenden
mathematischen Theoretisierung der Kristallstruktur: im Konzept der Auf-
schichtung parallelepipedischer Schichten aus “subtraktiven Molekiilen” lag
ein — nicht in aller Konsequenz (insbesondere die Gestaltung der Grundform
selber) durchgefiihrter — Ansatz eines smpliziten Konzepts translationsinva-
rianter Bausteine, der spater in der Form der Molekilgittertheorie weiter
ausgebaut wurde. Aus dem Dekreszenzgesetz, verbunden mit der Hypothese
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eines rationalen Verhaltnisses folgte eine Einschrankung der moglichen Form-
bildungen, die spater als Rationalitatsgesetz formuliert wurde (vgl. §§1.4,2.1).
Insbesondere war es unmoglich, das regulidre Dodekaeder als Sekundargestalt
des Wiirfels zu erzeugen (Halily 1822, 2, 25),1® wobei Haily selbstverstandlich
von einer kubischen Gestalt ausging.

In unserem Kontext 13t aber Hauys Formulierung und Verwendung des
Symmetriegesetzes von herausragender Bedeutung. Hally scheint in Auffas-
sung und Terminologie durch Legendres systematische Untersuchung der
Spiegelsymmetrie in seinen “Elements de Géométrie” (Legendre 1794) an-
geregt worden zu sein, die bei den Modifikationen von Kristallgestalten zu
beriicksichtigende GesetzmaBigkeit in dieser Weise zu préazisieren. Erfolgte in
seinen fritheren Arbeiten die Respektierung des Symmetrieprinzips bei der
Aufschichtung zunachst ahnlich wie die Abstumpfungen bei Romé de 1'Isle
unausgesprochen, so explizierte er seine Auffassung in (1815) ausfithrlich.!”
Schon vorher hatte er von der “Symmetrie” der Dekreszenzen gesprochen, al-
lerdings in einem vagen Hinweis auf die “Regularitat” des Kerns (der Grund-
form), die sich in der “Symmetrie der Dekreszenzen” niederschliige. Dabei
verwendete er “Symmetrie” noch in dem alten Wortsinn eines durch Gleich-
heit oder Proportionen definierbaren Ebenmafes.!® In (1815) prazisierte er:

“ .. Elle (la symétrie, E.S.) consiste en ce qu’une méme espéce de
décroissement se répéte sur toutes les parties du noyeau dont telle
est la ressemblance, que I’on peut substituer I'une a ’autre, en chan-
geant a I’égard de l'oeuil la position de ce noyeau, sans qu’il cesse
de se présenter sous le méme aspect. Je donne a ces parties le nom
d’identiques ...” (Hatliy 1815, 81).

Die Charakterisierung der als “identisch” zu betrachtenden Teile durch
raumliche Substitution, ohne dafl sich etwas fir das Auge andere, enthielt
einen ersten Ansatz 2u einer geometrisch operierenden Definition der Sym-
metrie. Halty versuchte, diese Definition durch “lokale” (d.h. nicht auf das
ganze Polyeder bezogene) Kongruenzbeziehungen zu prazisieren. So beschrieb
er “Identitat”

— von Seitenflachen durch Kongruenz,

— von Kanten durch Langengleichheit sowie Gleichheit der Winkel zwi-
schen den inzidierenden Seitenflachen,

~ und von Ecken durch Kongruenz der Raumwinkel einschliefllich paarwei-
ser Langengleichheit korrespondierender Kanten (1815, 82).

In dieser Prazisierung der Symmetrie war die Andeutung einer globalen
Kongruenzoperation des Polyeders, wie er im Verweis auf die anschauliche
“Substitution” noch enthalten war, zwar verloren gegangen, doch wirkte die
letztere anscheinend in kritischen Anwendungssituationen als Korrektiv auf
die unzureichende “lokale” Fassung zurtick.!®
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Die statische Charakterisierung der Symmetrie durch Angabe eines Sy-
stems metrischer Relationen entsprach einer bis in die antike Mathematik
zurickgehenden Auffassung der “Regularitit” (reguldre und halbregulare Po-
lygone und Polyeder), wie sie etwa auch von Kepler vertreten worden war
(Kepler 1619).2° Das schwachere Konzept der “Symmetrie” hatte vor Le-
gendre innerhalb der Mathematik keine Rolle gespielt, wohl aber in Kunst-
theorie, Bau- und Gartenarchitektur als Terminus fiir ein gefalliges Ebenmaf,
das durch metrische Relationen (Gleichheit und/oder Proportionen) zwischen
ausgewahlten charakteristischen Teilen gesichert werden sollte.?' Die quan-
titativ prazisierte Beschreibung und Systematisierung der Kristallformen gab
nun den Anleff und das Material zur Verallgemeinerung des Konzepts der
“Regularitat/Halbregularitit” zu dem der “Symmetrie” im mathematisch-
geometrischen Sinne.

Hatlys “Symmetriegesetz” enthielt eine implizite Charakterisierung der
Holoedrien der spateren Kristallsysteme und — ohne begriffliche Trennscharfe
— einiger untergeordneter Kristallklassen. Die mangelnde Trennscharfe au-
Berte sich schon in der Sprechweise von “dem Symmetriegesetz (le loi de
symétrie)” anstatt einer Vielheit von Symmetriegesetzen. So konnte etwa
in Haliyys Darstellung die Unterscheidung holoedrischer und hemiedrischer
Kristallsymmetrien, oder allgemeiner die Unterscheidung verschiedener Kri-
stallklassen desselben Systems bei der Regelung der Aufschichtung auf die
Grundform nicht herausgearbeitet werden.?? Auch konnte Haiiy ja die Sym-
metriesysteme nur indirekt tber den Verweis auf die jeweilige Grundform
angeben. Die vage Generalisierung in der Sprechweise von “dem Symmetrie-
gesetz” stand dabei wiederum der Entdeckung im Wege, da die Symme-
triesysteme gewisser Grundformen gleich sind (etwa bei Wiirfel, Oktaeder,
Rhombendodekaeder), wihrend sie sich bei Vergleich anderer Grundformen
durchaus signifikant voneinander unterscheiden kénnen. Dieser Sachverhalt
konnte bestenfalls als Ahnung am Wissenshorizont aufscheinen.

Die Beobachtung solcher Beschrankungen stellt natiirlich die Bedeutung
des Hatliyschen “Symmetriegesetzes” fiir die Entwicklung des modernen Sym-
metriebegriffs keineswegs in Frage; sie ist jedoch fir die Klarung der Ge-
nese eines Begriffs wichtig, dessen nachster Ausarbeitungsschritt durch eine
Gruppe von Forschern erfolgte, die auf Haliys Ergebnisse aufbauten, aber
gleichzeitig in den Grundsatzen erheblich von Haliy abwichen. Sie waren —
teils mehr, teils weniger stark — von der dynamistischen Naturphilosophie
beeinflult und richteten ihr Augenmerk auf allgemeinere Formbildungsprin-
zipien, als Haily in seiner geometrisch-atomistischen Philosophie hatte ins
Auge fassen konnen.
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1.3 Konstituierung eines alternativen Theoretisierungsprogramms
unter dem Einflufl der dynamistischen Philosophie

In der nachrevolutionaren Phase in Frankreich hatte es, gestiitzt auf die neu-
gegrindete Ecole Polytechnique und die erneuerte Académie des Sciences
beziehungsweise das Institut National, einen bedeutenden Schub empirisch
gestutzter Quantifizierung und Mathematisierung derjenigen Teile der Natur-
wissenschaften gegeben, in denen sich diese Methoden nicht schon im Gefolge
der wissenschaftlichen Revolution des 17. Jahrhunderts durchgesetzt hatten.
Die “baconischen” Naturwissenschaften (Chemie, Optik, Warme, Elektri-
zitatslehre, Magnetismus) beschleunigten ihren Wandel zu experimentellen
und mathematisierten Naturwissenschaften [Kuhn 1976]. Selbst in Teile der
ehemals beschreibenden Naturwissenschaften, der “Naturgeschichte”, insbe-
sondere die Mineralogie, drangen experimentelle Methoden und mathema-
tische Theoretisierung ein (Hatlly). So gab es Anzeichen einer Erneuerung
der bis dahin verschiedenartigen Gruppen von Naturwissenschaften mit ei-
ner Tendenz zur Vereinheitlichung nach dem Vorbild der Mechanik.

Den starksten, aber auch restriktivsten Ausdruck fand diese Tendenz im
Laplaceschen Programm der physikalischen Wissenschaften, das in Frankreich
etwa vom Beginn des 19. Jahrhunderts bis zum Sturz Napoleons intellek-
tuell und institutionell dominierte, bevor es von einem breiteren Spektrum
mathematisierender Forschungsprogramme abgelést wurde (Fourier, Fresnel,
Ampere/Arago, Dalton/Gay-Lussac u.a.) [Fox 1974]. Charakteristisch fir das
Laplacesche Programm sowie seine Vorlaufer in der Newtonschen Tradition
war ein atomistischer Standpunkt, der als ontologische Grundannahme in die
Theoriekonstruktion einging.?® Alle physikalischen Wirkungen sollten durch
einen Aufbau der (ponderablen oder imponderablen) Materie aus kleinsten
Teilen (Molekiile/ Atome) und zwischen ihnen wirkenden Zentralkraften nach
Vorbild der Himmelsmechanik erklart werden.: Wenn auch Hailiys theoretische
Kristallographie nicht unmittelbarer Teil des Laplaceschen Programms war,
so ordnete sie sich diesem doch in naher Verwandtschaft zu [Fox 1974, 99].24

Im deutschsprachigen Raum stiefl das Laplacesche Programm und —
allgemeiner — der ihm zugrundeliegende Atomismus nicht auf ungeteilte Zu-
stimmung. In Philosophie, Literatur, in Naturgeschichte und Teilen der ex-
perimentellen Naturwissenschaften verbreitete sich als Gegenbewegung zur
messend-experimentellen, atomistischen und mathematisierenden Stromung
der franzosischen Naturwissenschaften eine literarisierend-romantische sowie
eine auf dynamistische Vorstellungen gegriindete naturphilosophische und na-
turforschende Stromung [v. Engelhardt 1978, 1981; Hermann 1976, 1977;
Snelders 1970]. Die dynamistische Auffassung stellte dem Atomismus die
Vorstellung entgegen, dafl Natur und Materie aus polaren Kraftesystemen
konstituiert werden, die standiger Veranderung unterliegen, aber in dieser
Veranderung relativ bestandige Muster bilden. Wurden diese auch als Anlaf
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fir die Hypothesenbildung des Atomismus akzeptiert, so erschien die These
eines Materieaufbaus aus kleinsten Teilen von Standpunkt der dynamisti-
schen Auffassung gewissermaflen als eine konzeptionelle Verdinglichung von
Kraftemustern.

Die dynamistische Denkweise ging auf Leibniz, Boskowitsch und Kants
“Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwissenschaft” (1786) zurtick und
wurde von der dialektischen Philosophie des deutschen Idealismus, nament-
lich Fichte, Schelling und Hegel in ihrem jeweiligen Gesamtsystem in ver-
schiedener Betonung aufgenommen und ausgebaut. Auf diesem Weg nahm
sie wahrend der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts Einflufl auf das intellek-
tuelle Leben in Deutschland.

Der Einflul der dialektischen und dynamistischen Philosophie auf die
Naturwissenschaften war auflerst widerspruchlich und ist in seiner Bedeutung
bis heute historisch nicht endgiltig ausgewertet;*jedoch ist ihre positive heu-
ristische Rolle in Elektrochemie (Ritter) und Elektromagnetismus (Oersted,
eventuell Faraday) unumstritten [v. Engelhardt 1981, Knight 1970, Snelders
1970]. In unserem Zusammenhang spielt diese Philosophie als Hintergrund
eines im deutschsprachigen Raum wéahrend des ersten Jahrhundertdrittels
verfolgten Theoretisierungsprogramms der Kristallographie eine Rolle, das
in erster Linie auf C.S. Weif} zuruckgeht.

Christian Samuel Weif (1780-1856) hatte seit 1796 in Leipzig studiert
und sein Studium 1801 mit einer Dissertation iiber die Begriffe des festen und
des fliissigen Aggregatzustandes abgeschlossen. In dieser Zeit befand sich auch
Schelling teils in Leipzig, teils im nicht sehr weit entfernten Jena;?® gleich-
zeitig fand eine heftige Kontroverse um die Philosophie Fichtes statt, die des
“Atheismus” gescholten wurde. C.S. Weifl wurde dadurch zur Auseinander-
setzung mit Fichtes dialektischer Philosophie des Ich und dessen Religions-
philosophie gebracht und bezog in seiner personlichen Korrespondenz mit
seinem (dlteren) Bruder Christian sehr klar Stellung fir Fichtes Position.2®
Vermutlich lernte Weif} in dieser Zeit auch die gerade entstehende Schelling-
sche Naturphilosophie kennen und damit einen auflerst pointierten Ausdruck
der dynamistischen Auffassung.

Zentrales Thema der Naturphilosophie des deutschen Idealismus bilde-
ten die Ideen der Polaritat und der Einheit der Naturkrafte, die sich in
den Formbildungen der unbelebten und belebten Natur zur Geltung brin-
gen sollten. Die Kristalle wurden dabei als hochster Ausdruck der Formbil-
dung der unbelebten Natur angesehen, die in Pflanzen und tierischem Wachs-
tum ihre Fortsetzung finde.?” Haliys geometrische Strukturtheorie der Kri-
stalle, die aus Grundgestalten tber integrierende und subtraktive Molekile
die Sekundarformen ableitete, erschien von diesem Standpunkt aus als me-
chanistisch und gewollt. In der Tat wurde sie von Schelling, der sich in der
Frithphase intensiv mit den verschiedensten aktuellen Theorien der Natur-
wissenschaften auseinandersetzte, als ein blofl hypothetisches “scharfsinniges
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Spiel” kritisiert, das allein seiner mathematischen Ableitungsmoglichkeiten
wegen eingefiihrt worden sei (Schelling 1798, 577). Dies war ein Motiv, das in
variierter Form bei den Kristallographen dynamistischer Ausrichtung auftrat
— bis hin zu Frankenheim, der selber eine sehr gemafigte und offene Haltung
gegeniiber dem Atomismus einnahm (vgl. §2.5).

Weifl wurde nun zwar von der dynamistischen Philosophie beeinflufit,
wandte sich aber einem intensiven Studium der Chemie, Physik und Mine-
ralogie zu, weil ihn die blof spekulative Entwicklung dynamistischer Prinzi-
pien nach Art der Naturphilosophie nicht befriedigen konnte.?® Im Winter
1801/1802 lernte er bei D. Karsten in Berlin, im Sommer 1802 bei G.A.
Werner in Freiberg Mineralogie. Er begann — auf Karstens Anregung —
mit einer Ubersetzung von Haiiys “Traité de Minéralogie” (Haily 1801) ins
Deutsche, nicht ohne einen kritischen Kommentar zu dessen Grundprinzipien
in Anmerkungen und einen lingeren Anhang unter dem Titel “Dynamische
Ansicht der Krystallisation” (Weifl 1804) zu verfassen. So war er schon ein
Experte in Haliys Kristalltheorie, bevor er in zwei Pariser Aufenthalten (1807,
1808) mit Haiiy und seiner Schule in personlichen Kontakt trat.

Im Laufe dieser Zeit distanzierte er sich weiter von der reinen Natur-
philosophie, ohne jedoch die dynamistische Grundauffassung und seine Nahe
zu anderen dynamistischen Naturforschern, etwa Ritter, aufzugeben [Schuster
1922a, 911f.]. Gegen Ende 1808 wurde Weif} als Nachfolger Karl Friedrich Hin-
denburgs (1741-1808) nach Leipzig berufen und von dort bei der Griindung
der Berliner Universitat 1810 als Mineraloge und Leiter des koniglichen Mine-
ralienkabinetts nach Berlin geholt. Dort wurde er 1815 Mitglied der Akademie
der Wissenschaften und verfafite seine bedeutendsten Arbeiten [Holser 1976;
Fischer 1962, 1963; Schuster 1922a).

Die ausgepragte Neigung zur naturphilosophisch-dynamistischen Auf-
fassung in Verbindung mit seinem detaillierten Wissen innerhalb der Mi-
neralogie lieen C.S. Weif zum Begrinder eines alternativen theoretischen
Programms der Kristallographie gegeniber der Haiyschen Theorie werden.
Schon in seinen Kommentaren zur Haiiy-Ubersetzung kritisierte Wei}, daf
Haliy seinen Grundgestalten und Molekiilen Realitatscharakter beimaf und
sie nicht nur als blofle hypothetische Konstruktionen ansah, die bei tieferem
Verstandnis der Kristallbildung dynamistischen Prinzipien zu weichen hatten
(Weil 1804). Die Kristallisation deutete er als Resultat der Uberlagerung ab-
stoBender Krafte (“chemische Repulsion”),

. bei welcher es nicht zum vollstandigen Auseinandertreten, zur
Absonderung der Produkte voneinander gekommen ist, sondern wo

die chemische Trennungskraft noch gehemmt ist, ohne ihr Ziel zu
erreichen” (Weifl 1804, 371).
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Er erhob nun zum Programm, die RegelmaBigkeit der erscheinenden Kri-
stallformen aus einer zu erschlielenden Gesetzmafigkeit des Systems der zu-
grundeliegenden Krafte zu erkliren.?® Dabei war seine Idee, dal das Krafte-
system durch zwei, spater drei, Grundkréafte dominiert wird, aus denen sich
die anderen ableiten. Das fithrte ihn zur Annahme des Aufbaus des gesamten
Kraftesystems aus “Hauptabstofungen”, aus denen sich die anderen Krafte
zusammensetzen [Fischer 1962, 250).

Da nach dynamistischer Auffassung die Begrenzungsflachen von Kri-
stallpolyedern als Orthogonalflichen zugehoriger Krafte des kristallbildenden
Kraftesystems auftreten, war die Struktur des Kraftesystems duch Auswer-
tung der auftretenden Flachenbildungen (Begrenzungsflichen oder Blatter-
durchgénge im Inneren) grundsatzlich zuganglich. Eine solche Analyse fithrte
Weifl zunachst zur Charakterisierung der Achsen eines Kristalls als wesent-
lichem Element zur Fixierung der Struktur eines kristallbildenden Krafte-
systems (Weifl 1809); spéater baute er darauf eine Einteilung der Kristall-
formen in 4 “Abtheilungen” und 8 “Unterabtheilungen” — die 7 Kristallsy-
steme — auf (Weifl 1815). Die darin verwendete Idee der Charakterisierung
von Kristallsystemen durch ihre Achsenkonstellationen und die zugehorigen
Symmetriesysteme wurde zum Ausgangspunkt einer Richtung innerhalb der
Kristallographie, die von dynamistischen Vorstellungen ausging und in der
die Symmetriekonzepte von der Haiiyschen morphologischen Bindung an die
Grundgestalten gelost und weiter ausgebaut wurden.

Weifl war nicht der alleinige Initiator einer dynamistischen Forschungs-
richtung in der Kristallographie. Noch bevor seine erste Arbeit iiber die Klas-
sifikation in 7 Kristallsysteme erschien (Weif8 1815), hatte der Werner-Schiiler
Friedrich Mohs (1773-1839) die Kristalle in @hnlicher Weise wie Weifl aber
unabhéngig von diesem in zunéchst 4, spater 7 Systeme eingeteilt (vgl. §1.4).
Unter unserem Gesichtspunkt der Entwicklung von Symmetriekonzepten wa-
ren allerdings drei andere, spéatere Vertreter der dynamistischen Richtung von
besonderer Bedeutung: M.L. Frankenheim, J.G. Grafimann und J.F. Hessel.
Auf diese wird sich — neben C.S. Weil — unsere Untersuchung im weiteren
hauptsachlich richten.

1.4 Charakterisierung der Kristallsysteme durch C. S. Weif}

Entscheidend fiir die Transformation der Weiischen philosophischen Kritik
an Hailly in ein mit dynamistischen Konzepten vertragliches kristallographi-
sches Forschungsprogramm war die Ausarbeitung eines Konzeptes zur Fixie-
rung und Auswertung der hypothetischen Struktur kristallbildender Krafte-
systeme. Das gelang Weifl mittels Charakterisierung der Krafte durch ein
Achsensystem. Die Grundidee der Achsen eines Kristalls formulierte er in

seiner Antrittsvorlesung als Ordinarius fiir Physik am 8. Marz 1809 in Leip-
zig (Weifl 1809).
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Er entwickelte dort zunachst sein schon {iber fiinf Jahre altes Programm
einer Auffassung, in der die aulere Gestalt als Ausdruck eines Systems innerer
Kréfte verstanden werden sollte.?® Daran schloB er die Idee an, das Kriftesy-
stem iiber eine Analyse der Konfigurationen besonders auffalliger Richtungen
der Kristallfigur, der Achsen, mathematisch beschreibbar zu machen:

“Eine Achse aber ist tatsachlich eine die ganze Figur beherrschende
Gerade, um die herum alles gleichméBig verteilt ist. (Axis vero linea
est omnis figurae dominatrix, circa quam omnia aequabiliter sunt

disposita.)” (Weil 1809).

Diese Forderung einer “gleichmaBigen Verteilung” enthielt andeutungs-
weise die Idee einer Charakterisierung der Symmetrie des Kristalls durch die
Achsen als Symmetrieelemente, wie sie in der nachsten Phase der Ausar-
beitung des kristallographischen Symmetriebegriffs tiblich wurde (etwa bei
Hessel oder Bravais), ohne dafl jedoch von Weifl schon die verschiedenen
moglichen Arten von Symmetrieelementen weiter verfolgt worden waren.3!
Im Jahre 1809 unterschied er zunichst nach der geometrischen Konstella-
tion der Achsen 4 grole “Abtheilungen” der Kristallformen (Weif$ 1823, 106).
Doch dauerte es weitere sechs Jahre, bis Weifl das Ergebnis seiner Analyse der
in den Kristallformen auftretenden Achsen in einen Vorschlag fassen konnte,
die Kristalle in 4 “Abtheilungen” und 3 “Unterabtheilungen”, insgesamt also
7 Systeme einzuteilen (Weif 1815).32

Zu den einzelnen Systemen gab Weifl metrische Eigenschaften des Ach-
sensystems, Andeutung moglicher Vertauschungen der Achsen untereinander,
Hochstzahl der Flachen einer zugehdrigen einfachen Gestalt und die einfa-
chen Gestalten selber an. Im Falle des isometrischen Systems erginzte er
dies durch eine Diskussion méglicher halbflichiger Gestalten und darin einer
impliziten Andeutung dreier hemiedrischer Kristallklassen (s.u.). Das iso-
metrische System (Weil “1. Abtheilung” — ohne “Unterabtheilung”) selber
charakterisierte er durch die Bestimmung

“... Drei Dimensionen gleich und rechtwinklig unter sich; oder mehr
physikalisch ausgesprochen: Gleichheit des Gestaltungsactes in die-
sen drei Dimensionen” (Weif§ 1815, 291).

Mit “Dimensionen” bezeichnete er die Achseneinheiten a, b, ¢ (vektoriell
interpretiert die Basisvektoren a, b, ¢ mit kristallographischer Normierung
a = |a|, b = |b], ¢ = |¢|); also war seine Formulierung

a=b=c, a=f=9= mit «a:= <(c,b),

K

B:=<(c,a), v:= < (a,b).
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Er selbst schloff auf die Flidchenzahl 48 der einfachen Gestalt im generi-
schen Fall und gab dafur die Begrundung

“ .. dass gegen drei gegebene, unter sich gleiche und rechtwinklige
Dimensionen die Lage einer Ebene von gegebenem Verhaltnis gegen
sie, um der Gleichheit der Dimensionen willen, im allgemeinen 48
mal abgedndert werden kann” (ebda., 294).

Dies war eine der weitestgehenden Formulierungen Weilens fur die in
(1815) implizit bleibende Symmetriebeschreibung (O* = 83 ®2Z5), die aus den
Eigenschaften der Achsensysteme zu entnehmen war. Das Prinzip war klar; er
wertete es aber im folgenden nur in seinen Konsequenzen aus. Eine Moglich-
keit der expliziten Angabe von Symmetrierelationen oder gar -operationen
(samt Entwicklung einer angepafiten Symbolik) deutete er zwei Jahre spater
an (Weif 1817); die Ausfilhrung tiberlief8 er aber spateren Arbeiten, die das
von ihm begrindete Forschungsprogramm ausfiillten.

Weif} fithrte die einfachen Formen des kubischen Systems komplett auf:

Whrfel,

Oktaeder,

Rhombendodekaeder (“Granatoeder”),
Trapezoeder (“Leucitkorper”),
Tetrakishexaeder (“Pyramidenwiirfel”),
Trisoktaeder (“Pyramidenoktaeder”),

Hexakisoktaeder (“Pyramidengranatoeder”);
(Weif 1815, 291-294) (vgl. Fig. 3).

Er verstand das Hexakisoktaeder als generisches Polyeder des Systems®3 und
diskutierte an ithm als weitere Konsequenz der Symmetrie des kubischen Sy-
stems, dafl es je “dre: Arten” von Kanten und Ecken (drei Orbits unter der
Operation 0*), jedoch nur “eine Art” Seitenflichen gibt, die aus “ungleich-
seitigen” (generischen) Dreiecken bestehen (ebda., 294ff.).

Analog ging er bei den anderen Systemen vor. Dabei charakterisierte
er die Systeme einer “Abtheilung” stets durch dasselbe Achsensystem und
schrankte fir die “Unterabtheilungen” die zugehérigen zugelassenen Symme-
trien ein. Die “2. Abtheilung”, mit

a=b#c, a=f=y=7n/2

besaB wiederum keine “Unterabtheilung”, und enthielt nur das “viergliedrige”
(tetragonale) System mit voller Symmetrie (also der Diedergruppe Dgg).

In der “3. Abtheilung”, a, b, ¢ paarweise verschieden,
a=p=mn/2

faBite er drei “Unterabtheilungen” zusammen:
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Fig. 3 Einfache holoedrische Formen des isometrischen Systems bei C.S5. Wei§
(1815)

- das “zwei- und zweigliedrige” (orthorhombische) System mit voller Sym-
metrie (Symmetriegruppe Dy} ) (ebda.,306ff.),

— das “zwei- und eingliedrige” (monokline) System mit reduzierter Sym-
metrie (“halbflichiges System”), ausgezeichnet durch “Zuriicktreten der
drei gleichwerthigen Paare”, die im “zwei- und zweigliedrigen System”
auftreten (Unterdriicken der Diederachsen von Dy, Resultat Cyp)
(ebda., 315ff.),
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— das “ein- und eingliedrige” (trikline) System wiederum als “halbflachiges
System des zwei- und eingliedrigen”.

Beim letzten scheinen, wie Weif3 sich ausdriickte, “die Regeln vom Zusam-
mengehoren einer Mehrzahl von Gliedern” zu verschwinden, “... abgesehen
von dem Gesetz, dass je zwei Flachen unter sich parallel und gleichen Werthes
bleiben” (ebda., 321). Das war eine fir den Entwicklungsstand des Symme-
triebegriffs bemerkenswerte Angabe der Punktsymmetrie des Systems (Sym-
metrie C; — Punktinversion).

Bei der “4. Abtheilung” mit zwei “Unterabtheilungen” verwendete Weif3
4 Achsen mit Einheiten q, b, e, ¢, davon die ersten drei koplanar, die vierte
dazu orthogonal mit a = b = e und betrachtete darin:

— das “sechsgliedrige” (hezagonale) System mit voller Symmetrie und di-

hexagonaler Dipyramide als generischer Form (Symmetrie Dgy) (ebda.,
323fT.)

— und das “drei- und dreigliedrige” (trigonale) System als zugehoriges
“halbflachiges System”mit generischer Form ditrigonales Skalenoeder
(Symmetrie D3g) (ebda., 331).

Weif hatte in dieser Form durch die Angabe der Achsen — sowie in der
dritten und vierten Abteilung durch symmetrieeinschrankende Zusatze —
eine verbale Charakterisierung von 7 Punktsymmetriesystemen gegeben, die
in impliziter Form den Gruppen 0*, D4y, D2y, Cop, Ci, Den, D34 entsprachen.
Die — aus unserer Sicht eigenwillige — Zusammenfassung des orthorhombi-
schen, des monoklinen und des triklinen Systems zu einer “Abtheilung” war
durch die Auffassung bedingt, nur fir den hexagonal/trigonalen Fall von
orthogonalen Achsensystemen abzugehen. Bezogen auf ein solches Achsensy-
stem war dann bei monoklinen oder triklinen Kristallformen die Symmetrie
gegenuber der des Achsensystems entsprechend einzuschranken (von Dyy auf
C2h beziehungsweise C;). Dadurch erschienen sie konsequenterweise als “Un-
terabtheilungen” des orthorhombischen Falls.

Die Dreistufigkeit der theoretischen Konstruktion (erscheinende Kristall-
gestalt — kristallbildendes Kraftesystem als zugrundeliegende agierende
Struktur — Achsensystem als wesentliches Charakteristikum der kristallbil-
denden Krifte) erwies sich als hichst bedeutsam fir die Herausarbeitung ei-
ner allgemeinen Fassung der Kristallsymmetrie. Das Konzept des “Achsensy-
stems” erlaubte es, ein System von Symmetrien zu fizieren, ohne den Symme-
triebegriff etwa durch Kongruenzoperationen zu ezplizieren. Die Symmetrie-
eigenschaften des Achsensystems wurden in der physikalischen Interpretation
der Weiflschen Theorie durch das kristallbildende Kraftesystem auf die aufere
Gestalt tibertragen. So wurden deren Konsequenzen fur die Flachen einer zu-
gehorigen Kristallgestalt greifbar, ohne dafl Weifl an Symmetrieoperationen
auf den Flachen denken mufite.3
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Diese Auffassung erlaubte Weifl sogar eine andeutungsweise Behand-
lung von Symmetriereduktionen auf hemiedrische Kristallklassen. Seine Ar-
gumentation erfolgte dabei allerdings im Wernerschen Sinne noch ganz mor-
phologisch. Das heifit, Weif8 diskutierte die Moglichkeit des Auftretens von
Kristallgestalten, die gewissermafien “zu wenig” Flachen besitzen (Flachen-
orbits von Untergruppen der Holoedrie des Systems). Dabei erkannte er,
daf die Flachenreduktion wohlbestimmten Regeln unterliegt, die er jedoch
zunachst nur fallweise und gestaltorientiert angeben konnte. Er diskutierte
dabei die Entstehung zulassiger “halbflichiger Formen” (Flachenorbits zu
Untergruppen von Index 2) aus vollflichigen einfachen Formen durch “Her-
vortreten/Dominanz” gewisser Flichen und “Verdringung/Verschwinden”
anderer (Fig. 4). Die von ihm diskutierten Ubergénge von Voll- auf Halbflach-
ner sind in Tab. 1 zusammengestellt. :

Die verwendeten “Auswahlregeln” fir wegzulassende beziehungsweise
dominant werdende Flachen entsprachen einer impliziten morphologischen
Berticksichtigung der drei hemiedrischen Kristallklassen T}, T; und O. Je-
doch gab Weif} keinen Hinweis darauf, dafl beziehungsweise welche Achsen-
symmetrien bei den Ubergangen zu den Halbflachnern unterdriickt werden —
was eine bei seinem in (1815) erreichten Stand der impliziten Symmetriear-
gumentation anwendbare Ausdrucksweise gewesen ware. Er verwies in viel

vagerer Andeutung lediglich darauf, dafl bei der Bildung der Halbflichner

“... der Wechsel dieses Hervortretens der einen (Flachen, E.S.) und
Zurlicktretens der anderen, (...) einem eben so bestimmten, sich
gleichbleibenden, durchgreifenden Gesetz unterworfen (ist)” (1815,
296).

Einen Versuch, dieses “Gesetz” zu formulieren, machte er in (1817);
in (1815) verwies er zundchst nur andeutungsweise auf Ubereinstimmungen
bei den Auswahlregeln zur Erzeugung des Trisoktaeders und des Tetraeders
(1815, 297£.), sowie des Trapezoeders und des Pyritoeders (“gebrochenes Pen-
tagondodekaeder”) (1815, 301). Das reichte ihm jedoch schon als Grundlage
des induktiven Schlusses, dafl die bis dahin beobachteten halbflachigen For-
men des kubischen Systems zu neuen ad-hoc postulierten Unterabteilungen,
dem “tetraedrischen” beziehungsweise “pentagon-dodekaedrischen System?”,
gehoren (d.h. zu den hemiedrischen Kristallklassen Ty, Th; ebda., 304f.). Vom
Gyroid (“gedrehten Leucitkorper”, Kristallklasse O) merkte er die Existenz
zweier spiegelbildlicher Varianten an, stellte jedoch auch fest, dal Kristall-

formen dieses Typs noch nicht beobachtet worden waren (ebda., 304).%°

Um die Vorteilhaftigkeit der Kristallcharakterisierung durch seine Ach-
sensysteme nachzuweisen, arbeitete Weif} in den folgenden Jahren insbeson-
dere an detaillierterer metrischer Erfassung der Eigenschaften von Kristallfor-
men und erganzte seine Methode um symbolische Reprasentation der auftre-
tenden Flichen und ihrer Symmetrien. Haufig fihrte er dabei entscheidende
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Tabelle 1
Symmetriereduktion auf Halbflachner bei Weif3

Vollflachner I"Jbergang durch Implizite | Resultierender

Dominanz Verschwinden | Auswahl- | Halbflachner

von von regel
Oktaeder 111 111 T, Tetraeder
Trapezoeder 112 112 Ty Tristetraeder
Trisoktaeder 221 221 T, Deltoeder
Hexakisoktaeder 321 321 T, Hexakistetraeder
Tetrahexaeder 210 201 Ty Pyritoeder
Hexakisoktaeder 321 312 T Trapezoeder/
Diploid

Hexakisoktaeder 321 321 O Gyroid

neue Ideen oder Methoden beim Studium einzelner Kristallarten exempla-
risch ein, das heifit mit explizitem oder indirektem Hinweis auf ihre allgemeine
Bedeutung.

So betrachtete er in einer Arbeit {iber den Feldspat (Orthoklas)®® (Weif
1817) die auftretenden Hauptflachenrichtungen und schlof sich Romé de
I'Isle an, der als Grundform des Orthoklas das rhombische Prisma mit ei-
nem 120°/60°-Rhombus ausgemacht hatte. Weifl pafite sein Achsensystem in
das Zentrum der Saule ein, mit zwei Achsen in den Diagonalen des Rhom-
bus. Wegen der am Orthoklas auftretenden weiteren Flichenbildungen ord-
nete er diesen in das “zwei- und eingliedrige” (monokline) System ein; we-
gen der angenommenen Winkel des Rhombus standen die waagerechten Ach-
senlangen im Verhaltnis 1 : /3. Dazu glaubte Weif8 die vertikale Achsen-
richtung im Verhaltnis 1 : v/13 angeben zu konnen; insgesamt erhielt er also
a:b:c=1:/3:/13.

Diese Gelegenheit niitzte er zur Formulierung des allgemeingiiltigen
Prinzips, da die Verhaltnisse der Achsenlingen den Verhdltnissen aus Qua-
dratwurzeln (kleiner) natiirlicher Zahlen gleich seien. Er stiitzte dies durch
Verweis auf die Erfahrung (!), durch eine entsprechende Vorgehensweise
Haiiys und durch die zentrale Rolle einfacher quadratischer Irrationalitaten
unter den metrischen Beziehungen an Polyedern des kubischen Systems.3”
Die Flichen am Feldspat stellte-er im Fall von Achsenabschnitten ma, nb,
pc mit ganzen Zahlen m, n, p — in Ausnahmen rationale Zahlen mit kleinen
Nennern — durch das Symbol [ma : nb : pc] dar ( “Weifische Parameter”).
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11

Oktaeder
0*(111) = T4(111) N Ty(111)

0*(321) = T4(321) N T4(321)

N>

NN

Tetrahexaeder .

0*(210) = T,(210) N Tx(201)

0*(321) = 0(321) N O(321)

111 dominant
111

>

111 verschwindet

O =Ty
Tetraeder
Tq(111)

321 dominant

321 verschwindet
O - Ty

Hexakistetraeder

T4(321)
AR
—

Pyritoeder

210 dominant

201 verschwindet

O - Ty

321 dominant

Tx(210)
312 verschwindet. @
o — Ty

Trapezoeder/Diploeder
T, (321)
321 dominant
312 verschwindet
o*—0
Gyroid
0(321)

Fig. 4 Ableitung “halbflichiger” Gestalten des isometrischen Systems nach

C.S. Weis (1815)



40 Kapitel I: Die Symmetriekonzepte der Kristallographie ...

Einige Jahre spater fiihrte er weiter aus, wohin er mit seinem Verweis auf
die quadratischen Irrationalitdten an Polyedern des kubischen Systems zielte
(Weil 1819). Er analysierte dort die Verhaltnisse der Radien von Beriihr-
kugeln um das Symmetriezentrum an Flachen, Kanten oder Ecken “einer
Art” (also eines Orbits der Symmetriegruppe). Das fithrte ihn auf — teil-
weise schon in der Antike bekannte — Verhaltnisse quadratischer Irrationa-
litaten. Wei8 suchte nun nach Analogien zu harmonischen Verhaltnissen der
pythagoreischen Musiktheorie; und in der Tat liefen sich in einer Reihe von
Fallen entweder die Verhaltnisse der Radikanden der auftretenden Quadrat-
wurzeln oder deren Kehrwerte als Tonintervalle beziechungsweise Tonserien
und Akkorde interpretieren.?® Das erschien ihm als eine so bemerkenswerte
Beziehung,®® daB sie ihm — anscheinend in Anlehnung an Spekulationen
neoplatonischen Typs*? — die ausgezeichnete Rolle einfacher quadratischer
Irrationalitaten bei den Achsenverhéltnissen der Kristallographie zu stiitzen
schienen.

Kurz nach Abfassung seiner Arbeit iiber den Feldspat legte Wei§ dar,
wie die entsprechende Symbolik auf Flachen an beliebigen Kristallen zu iiber-
tragen ist (Weil 1817). Nach einer ausfiihrlichen Diskussion der Mangel an
Hatiys Methode der Symbolisierung von Kristallgestalten?! schlug er die An-
gabe einer Fliche an einem Kristall nach Wahl geeigneter metrischer Pa-
rameter a, b, ¢ des Achsensystems durch das Symbol [ma : nb : pc| vor,
wobeil m, n, p die ganzzahligen oder rationalen Achsenabschnitte der Flache
mit “kleinen” Nennern (einschlie8lich oo) sind (1817, 208ff.). Darin war —
zunachst stillschweigend als Voraussetzung — das Rationalititsprinzip der
Kristallographie enthalten, das Weifl spater auch explizit formulierte (ebda.,
309).42

Schwierigkeiten bereitete die Einhaltung dieses Prinzips unter Umstan-
den jedoch bei der Weiflschen Wahl der Achsensysteme bei Kristallen des
“zwei- und zweigliedrigen” oder “zwei- und eingliedrigen” (monoklinen bezie-
hungsweise triklinen) Systems, wenn die Winkel nicht so giinstig waren wie
im Fall des Feldspats. Diese Schwierigkeiten waren durch ﬁbergang zu ei-
nem der Kristallform angepafiten schiefwinkligen Achsensystem vermeidbar.
In diese Richtung argumentierte zuerst F. Mohs (1822) in einer insgesamt
jedoch recht unklaren Darstellung.

Mohs hatte das Konzept der Kristallysteme etwa gleichzeitig mit Weif§
und unabhéngig von ihm entwickelt. Nach seiner spéteren Darstellung (Mohs
1823) hatte er eine Unterteilung der Kristallformen in 4 Systeme — “rhom-
boedrisch, pyramidal, prismatisch und tessular”, entsprechend den Weifschen
4 “Abtheilungen” 6-gliedrig, 4-gliedrig, 2-gliedrig und reguldr — schon in den
Jahren 1812-1814 entwickelt und in Vorlesungen in Graz dargestellt. In den
folgenden zwei Jahren (1814-1816) arbeitete er an einem Manuskript, in dem
er die Liste auf 7 Systeme erweiterte. Dies machte spater wesentliche Teile
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seines Buches (1822) aus. Weiflens Arbeit (1815) lernte Mohs nach eigenen
Angaben erst am Ende des Jahres 1822, nach Drucklegung seines Manuskrip-
tes, kennen (Mohs 1823, 281).

Mohs lehnte die Unterteilung der Abteilungen in Systeme ab; er schlug
stattdessen vor, die Systeme als wesentliche Klassifizierungskategorie anzuse-
hen und — wo notig — neue Systeme einzufihren. Das ermdoglichte prinzipi-
ell, die Achsen des spateren monoklinen und des triklinen Systems als geneigt
anzunehmen. Allerdings gab Mohs lediglich Andeutungen in diese Richtung
(Mohs 1822, 56ft.; 1823, 286); erst sein Schiiler C. Naumann (1824) sowie
M.L. Frankenheim (1826) und J.G. GraSmann (1829) vollzogen diesen Uber-
gang endgiltig [Groth 1926, 84ff.]. Weif§ selber hielt dagegen zeitlebens am
“Orthogonalitatsdogma” der Kristallachsen fest. Die Ausbildung der 7 Kri-
stallsysteme war so schlieflich das Resultat einer Verbindung der Weifschen
mit den Mohsschen Gesichtspunkten (Wei8/Mohssche Kristallsysteme).

Weiflens Symbolik fiir kristallographische Flachen wurde zum Ausgangs-
punkt verschiedener weiterer Beobachtungen. Dazu gehorte etwa die For-
mulierung des “Zonengesetzes”, einer Einordnung der zugelassenen Flachen
in “Zonenverbande”.*3 Fir den Symmetriebegriff folgenreicher war jedoch
sein Versuch, die aus Symmetriegriinden des Achsensystems mit einer Flache
gleichzeitig auftretenden weiteren Flachen zu charakterisieren. Weifl beob-
achtete, dafl etwa bei einem Achsensystem mit Achsenlangen a, b, ¢ und
a = b die Fliche [ma : nb : pc| (in seiner Notation, s.0.) stets zusammen
mit [na : mb : pc] auftritt. Er begann so mit einer Charakterisierung der
Symmetrien am Achsensystem durch Permutationen der Flichenparameter.
Dazu trat die Symbolisierung von Spiegelungen in naheliegender Weise durch
Vorzeichenanderung — von Weifl durch Setzung eines Akzentes angedeutet
(m — m') (Weil 1817, 313f.). Damit hatte er diejenigen Bausteine zusam-
mengestellt, die fiir eine vollstandige symbolische Représentation der Sym-
metrie der Kristallsysteme erforderlich waren.

Zwar zog Weil daraus nicht den vollen moglichen Nutzen; er gab je-
doch sehr deutlich Hinweise darauf, wie die holoedrischen Symmetrien der
Achsensysteme seiner § Abteilungen symbolisch zu reprasentieren sind (und
damit implizit die holoedrischen Kristallklassen 0*, D4y, Dap, Der). Er ging
namlich davon aus, daf in jedem Achsensystem zu klaren ist, welche Flachen
einer gegebenen als “von gleicher Art” zuzuordnen sind. Im kubischen Sy-
stem bedeutete das bei Abkiirzung des Weifischen Symbols [mya : m2b : msc]
durch (mj, mg, m3) fir eine gegebene Fliche die Betrachtung der durch
Permutationen der Achsenabschnitte und Vorzeichenwechsel hervorgehenden
Gesamtheit ,
{(:tmal, tm,2, ima:&), | o€ 83} y

Fir das “sechsgliedrige”(hexagonale) System wihlte er eine Reprasen-
tation durch Achsenabschnitte beziiglich 3 Horizontalachsen im Winkel von
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jeweils 120° und gleicher Achsenlédnge a sowie eine Vertikalachse der Lange c
durch das Symbol

e 55

ma : na : pa

(1817, 318f.).44 Jedoch gab Weif keine explizite Liste des Orbits einer Fliche
in den einzelnen Systemen an; er begniigte sich mit der offen gehaltenen
Bemerkung, dafl das “Symbol einer Flache” [ma : nb : pc] beziehungsweise

nc
ma : na : pa

in zwei Bedeutungen gelesen werden kénne, namlich als Zeichen fiir eine ein-
zelne Flache oder dem einer Gesamtheit aller Flichen “derselben Art” (dem

Orbit unter der Symmetriegruppe), ohne diese Gesamtheit allgemein weiter
zu spezifizieren.5

Wenn auch offen bleiben muf}, ob Weif§ diese Andeutung in allen Fallen
hétte richtig konkretisieren konnen, so zeigt seine bruchstiickhafte Diskus-
sion der Einschrankung der Achsensymmetrien im “zwei- und eingliedrigen”
System (monoklin, Symmetrie Cy;) und bei den tetraedrischen und pyritoe-
drischen Halbflichnern des kubischen Systems (den hemiedrischen Kristall-
klassen Ty,T3),*® daB er die vage klingende allgemeine Beschreibung sehr
wohl zu prazisieren wufite (wenn auch nicht immer in vollig konsequenter
Verwendung der von ihm gewéhlten Symbolik).

Am vollstandigsten war er im Fall der “tetraedrischen Halbflichner”

durch die Angaben:
(*) Es treten stets die Flachen [a:b:¢c], [a' : ¥ :¢],[a' : b: ], [a: ¥ : '],
(**) nicht jedoch die Flachen [a' : ¥ : ¢'], [a' :b:¢c],[a: ¥ :¢c],[a:b: ) auf
(Weif 1817, 316).

Dies bedarf offenbar einer Erlduterung: Da im kubischen System a =
b = c gilt, ist hier zunéchst [a : b : ] besser als [mja : maa : m3a] oder
kiirzer (my, mz, m3) zu notieren. Beim zweiten Hinsehen ist das “Symbol”
[@a : b : c] offenbar nicht als einzelne Flache sondern als Gesamtheit von
Flachen zu verstehen, die durch die (am kubischen Achsensystem) zulassigen
Permutationen entstehen (also alle). [a: b : c] steht demnach hier fiir

{(mdla Mme2, mcr3) IO' € 83},
analog [a' : b : ¢] fiir
{("'mal, —Mg2, ma3)a !0' € 83}

und so weiter.
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Mit dieser (wohlwollenden) Interpretation, die im Einklang mit der son-
stigen Argumentation Weiflens steht, hatte dieser in () tatsachlich den Orbit
von Ty und in (**) dessen Komplement zum Orbit von O* angegeben.

Bei den anderen “halbflachigen” Fallen waren die Weiflschen Angaben
weniger vollstandig; er arbeitete dort nur mit den jeweils zu einer speziellen
Flache gehorenden Flachen “gleicher Art” und deren Komplement zum Orbit
der holoedrischen Symmetrie des Achsensystems.4’

Und doch anderte das nichts daran, daf} in seinem Ansatz die “hemiedri-
schen” (halbflichigen) Formen (Terminologie in Weifl 1823, 104) einen syste-
matischen Ort erhielten und ihre Symmetrieeigenschaften prinzipiell prazise
charakterisierbar wurden. Dies war ein wesentlicher und folgenreicher Unter-
schied zu Hatiys Theorie.

Trotz aller beobachteten Schwachen — nichteindeutige Notation, Un-
vollstandigkeit der expliziten Listen “gleichartiger Flachen”, bruchstiickhafte
Diskussion der reduzierten Symmetrien an den Achsensystemen — hatte
Weifl dennoch ohne Zweifel mehr geleistet als die blofle Einfiihrung einer
Symbolik zur Charakterisierung der Flachen; er hatte den Weg aufgezeigt,
auf dem es prinzipiell moglich war, die vollen und die reduzierten Symme-
trien in den einzelnen Kristallsystemen zu prazisieren und halbalgebraisch zu
beschreiben.*® Der nachste Schritt in der Analyse der Kristallsymmetrien in
dem von Weif§ eroffneten dynamistischen Programm der Kristallographie war
damit weitgehend vorgezeichnet.

1.5 M.L. Frankenheims Entdeckung der 32 Kristallklassen

Dieser Schritt wurde im Jahre 1826 durch den jungen Berliner Physiker Mo-
ritz Ludwig Frankenheim (1801-1869) vollzogen, der sich auf Kristallographie
zu spezialisieren begann, kurz bevor er 1827 als Professor der Physik nach
Breslau berufen wurde.*® Frankenheims Auffassung des Materieaufbaus war
stark vom Dynamismus beeinflufit; er sah aber keinen Grund, diesen einer
atomistischen Auffassung kontrar entgegenzustellen, sondern suchte nach ei-
ner geeigneten Verbindung der beiden gegensatzlichen Gesichtspunkte und
nahm ansatzweise die spatere Bravaissche Theorie der Kristallstruktur vor-
weg (vgl. §2.5). Die erste Arbeit Frankenheims zur Kristallstruktur (1826)
faite aber zunachst noch ganz im Sinne von Weif die Richtungsabhangigkeit
physikalischer Eigenschaften (Spaltbarkeit, Harte, Glanz, Polarisation etc.)
an Kristallen als Resultat richtungsabhéngiger Kohasionskrafte und als “Spur
des Wachsthums des Crystalls” auf (1826, 497f.).

Frankenheim schlofl auch an die Weiflsche Symbolik an, anderte sie al-
lerdings dadurch ab, daf8 er eine Flache nicht durch die Achsenabschnitte
sondern die Koeffizienten der linearen Gleichung (implizit also die Kompo-
nenten eines Normalenvektors) charakterisierte, also etwa die Flache

azr+by+cz=f
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durch [+a+b+c]. Ahnlich wie WeiB notierte er eine gewisse Anzahl der durch
Achsensymmetrien hieraus ableitbaren Flichen (eine “Flachengruppe”)
durch [a : b: ¢|. Zunachst war damit die durch die drei Spiegelungen an den
Koordinatenebenen des orthogonalen Achsensystems entstehende “Flachen-
gruppe” gemeint, in Frankenheims Symbolik also

[a:b:c]=[atbx] (1826, 504).

In seiner implizit vektoriellen Notation konnte Frankenheim das Rationa-
litatsgesetz folgendermaflen formulieren:

Ist an einem Kristall eine Flache durch [+a+ b+ c] gegeben, so l1aBt
sich jede andere darstellen als [+aa + b+ vc] mit a, 8,7 € Q.

Deren Gesamtheit nannte er die “Crystallreihe des Korpers” als seiner
Bezeichnung fir den implizit gebildeten dreidimensionalen rationalen Vek-
torraum.

Mit dieser Formulierung des Rationalitatsgesetzes ausgertstet, unter-
suchte er die Bedingungen, die zwei Flachen vom Typ

[@a:Bb:vc] und [d'a:p'b:4'c]

erfullen missen, damit sie kristallographisch “von gleicher Art” sein kénnen.
Er wandte zwei Kriterien an:

a) Winkel der Flachen zur z-Achse gleich.Das fihrte auf die Bedingung
(a? — o) a? = (8" — B2) B2 ;

d.h. die Flachen sind entweder aus derselben “Flachengruppe” im ange-
gebenen Sinn, oder es gilt b: a = /g mit ¢ € Q.

b) Flachen derselben Art schneiden die (z, y)-Ebene “...in einem reguléren,
oder doch in einem symmetrischen Polygon” (1826, 505).

Mit dieser Bedingung meinte er ein 2n-Polygon mit n-facher Rotations-
symmetrie; er prazisierte sie namlich durch die Aussage: Die Lote vom Ur-
sprung auf die Polygonseite (beziehungsweise die “Halfte” der Lote — jedes
zweite betrachtet) geben eine reguldre Teilung von 27. Da fir den Winkel
Y zwischen einem Lot der Form (faa,+Ab) und einem anderen der Form
(xa'a, £p5'b)

taa'a®? +  BP'H?

\/azaz + 52b2 \/al2a‘2 + (2p2

cosy =

gilt und der Nenner nach dem 1. Kriterium (a?a® + 82b?%) ist, gilt cosy € @,
also 1 = 0°, 60°, 90°, 120° usw., woraus folgt:
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“Die Durchschnitte der Seitenflichen der Pyramiden mit der Ebene
von = und y bilden daher entweder ein Quadrat oder ein Sechs- oder
Dreyeck” (Frankenheim 1826, 506).

Damit hatte Frankenheim die kristallographischen Rotationssymmetrien
auf die der Ordnung 6, 4, § oder — stillschweigend — 2 eingeschrankt und
damit die Annahme glaubwirdig gemacht, wenn auch nicht bewiesen, daf
samtliche méoglichen Kristallsymmetrien durch Untersuchung “teilflichiger
Systeme” der Symmetrien der vier Weifschen Abteilungen (kubisch, sechs-
gliedrig, viergliedrig, zweigliedrig) zu erhalten sind.

Zur Durchfiihrung einer solchen Untersuchung gab er in jeder Abteilung
die zugehorige vollstandige “Flachengruppe” an, formulierte also explizit, was
Weifl nur angedeutet hatte. In einem zweiten Schritt suchte er samtliche darin
enthaltenen teilflichigen Systeme und listete sie auf.

Im Fall des kubischen Systems charakterisierte er etwa die vollstandige
“Gruppe” ahnlich wie Weil durch [aa : fa : ya]. Damit meinte er nach
Umbenennung (@ = my, = m2,7 = mz und in vektorieller Notation) die
Gesamtheit der Flachen

{(:I:m,l, :f_mag, :i:ma;;), I o€ 83},

also alle 48 Flachen des O*-Orbits.

Zur Angabe der teilflachigen “Gruppen” fithrte er eine Notation fiir vier
Flachenuntersysteme der Ordnung 12 ein, etwa [+(aa : fa : ya)]®? fir

{(e1me1, €2mg2, €1€2m4e3), | o zyklisch, €,€2 = £1} =: Uy, 3!
entsprechend [—(aa : fa : ya)] fir

{—(e1mo1, €2mg2, €162my3), | o zyklisch, €1, =1} =: Uy,
sowie [+(aa : ya : fa)] fir

{(e1mo1, €2Myo, €1€2my3), |0 € 83, o nichtzyklisch} =: U,
und [—(aa : ya : Ba)] fir

{—(e1mo1, €2mqy2, €1€2m43), | o nichtzyklisch} =: Uy.
Damit konnte er die “Hélften” (Halbflichner) angeben zu
(i) [+(aa: Ba: ya)] [-(aa: Ba : va)], das heifit

T4 = Uy U U,, beziehungsweise genauer formuliert

Orbit T; = Td(ml,mz,ma) =U; UUy;
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(i1) [+(aa: Ba:va)] [+(aa : va : Ba)], das heit O = U; U Us;

(i) [+(aa: Pa: va)] [-(aa : va : fa)], das heifit
T, =U; UUy;

sowie das “Viertheil” durch

(iv) [+(aa: Ba: vya)], d.h.
T =U,; (Frankenheim 1826, 543f.).

Die anderen vollstandigen (“symmetrischen”) Flachengruppen gab Franken-
heim entsprechend an:

Im “viergliedrigen” (tetragonalen) System durch
[aa:fa:vc] fur {(xme1, Mg, £m3) |0 € B2} = Dyp;

im “zweigliedrigen” (orthorhombischen/monoklinen/triklinen) System durch
[£aa : £8b: £vc], dem entspricht {(£m1,Lm2, £m3)} fiir Dyp.

Im “sechsgliedrigen” (hezagonalen/trigonalen) System fihrte er wie Weifl
eine redundante Koordinate ein (z-, y-, t-Achsen alle mit Einheit a im 120°-
Winkel in einer Ebene, orthogonal dazu die z-Achse mit Einheit ¢, Angabe
von Punkten durch die Achsenabschnitte der Lote (!) auf die Achsen, Angabe
einer Fliache durch die linearen Koeffizienten a, g, €, v (beziehungsweise m;,
ma, ms, n)) und erklarte die “Flichengruppe” [+(aa : fa : ea) + 7yc] als
Symbol fir

{(£(mg1, Moz, Mmy3), n) |0 € B3 o zyklisch}.

Damit gab er die holoedrische “Flachengruppe” des Systems (und der
Abteilung) an durch

[£(aa: Ba:ea) £vc] [x(Ba: aa:ea)tyd
als seiner Notationsform von

{(:i:(m,,l, me2, ma3), :}:n) IJ € 83} fur Dﬁh-

Durch seine Analyse erhielt Frankenheim eine Liste der Kristallsymme-
trien, die die angegebenen 5 “Flachengruppen” in der kubischen, daruber-
hinaus 7 in der viergliedrigen, 8 in der zweigliedrigen und 12 in der sechs-
gliedrigen Abteilung umfafite. Zu jeder diskutierte er auftretende einfache
Kristallgestalten. So erhielt er eine gute, prazise und vollstandige Ubersicht
dber die 32 Kristallklassen (1826, 543-565).52
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Seine Arbeit enthielt fiir die Entwicklung des Symmetriekonzepts der
Kristallographie wesentliche Ergebnisse: die ‘Einschrankung auf 2-, 3-, 4-, 6-
zahlige Symmetrien, eine Liste der damit vertraglichen 32 Kristallklassen und
eine prazise, wenn auch im Satz nicht immer einwandfrei realisierte Symbolik.
Besondere Bedeutung hat in unserem Kontext die Angabe der Kristallsym-
metrien durch “Flachengruppen”, die Frankenheim durch Koeffizientenper-
mutationen und Vorzeichenwechsel erhielt. Diese hatten zwar selber nicht
unmittelbar die Bedeutung von Operationssystemen, aber waren Resultat
von im Symbol angedeuteten Operationen, die den zuladssigen Achsensymme-
trien entsprachen. Seine Auffassung und Sprechweise waren der in der zeit-
gendssischen Permutationslehre analog; dort waren ja “Gruppen von Permu-
tationen” die Ergebnisse ausgezeichneter Symbolumstellungen, bevor sie als
Operationssysteme selber (Gruppen von “Substitutionen”) betrachtet wur-
den [WuBing 1969, 80ff.]. Frankenheims Fortsetzung des Weilschen Ansatzes
stellte also schon eine grofle Nahe zu den Permutationen der zeitgenossischen
Algebra her. Seine Arbeit blieb jedoch weitgehend unbeachtet und, von Satz-
fehlern gerade im Bereich der neu vorgetragenen Symbolik entstellt, in Okens
naturphilosophischem Journal vergraben.53
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§2 Rationale Vektorrdume, Punktsymmetrien und
Raumgittertypen im dynamistischen Programm

2.1 J.G. GraBlmanns “Geometrische Combinationslehre”

Wahrend Frankenheims grundlegende Arbeit von 1826 unbeachtet blieb, wur-
den noch im Zeitraum der folgenden funf Jahre die beiden von ihm ent-
wickelten Ideen zur Prézisierung und Fortfiihrung des Weiflschen Programms
von zwel Wissenschaftlern neu formuliert und ausgearbeitet. Das geschah
unabhangig von Frankenheim und nahezu unabhéngig voneinander, in ver-
schiedenen Formen und in unterschiedlichen theoretischen Kontexten. J.G.
Grafmann machte die Annaherung eines neuen Typus von Algebra — von
ihm “Combinationslehre” genannt — an die kristallographische Gestalten-
lehre zum Thema zweier Arbeiten (GraBmann 1829, 1833); J.F.C. Hessel
klassifizierte in geometrischer Form die endlichen Punktsymmetriesysteme
im euklidischen Raum und hob aus ihnen die 32 Kristallklassen hervor (Hes-
sel 1830).

Justus Gunther Grafmann (1779 — 1852) war, wie spater sein Sohn Her-
mann, zeit seines Berufslebens Gymnasiallehrer mit Schwerpunktfach Ma-
thematik und beschaftigte sich in der zweiten Halfte der 1820er Jahre inten-
siv mit Kristallographie.! Dem Professionalisierungsanspruch dieser Periode
gemaf? zielte er — bei aller Einschrinkung der ihm zur Verfiigung stehen-
den Mittel — auf eigene Forschungsleistungen. Da ihm seine Bedingungen
keine bedeutende empirische Arbeit erlaubten, konzentrierte er sich auf theo-
retische Studien. Selbst diese stieBen auf die Einschrankung, da nicht alle
relevante Literatur in Stettin, GraBmanns Wohn- und Arbeitsort, zugénglich
war. So gelang es ihm nicht, die ihm nur indirekt bekannten Arbeiten von
Weif} einzusehen; er konnte sich lediglich auf die Arbeiten von Hatiy, Mohs,
Naumann und Marx stiitzen.® Das hinderte ihn jedoch nicht, die auch aus
den Arbeiten von Mohs, Naumann und der damals gerade erschienen Dar-
stellung von Marx [1825] hervorgehende Einteilung der Kristallgestalten in
Systeme nach Weifl/Mohs zu iibernehmen und einer mathematischen Analyse
zu unterwerfen. Dabei arbeitete er die die Prinzipien der Gestaltbildung und
der Symmetrien deutlicher heraus,als das in seinen Vorlagen der Fall war.

Er beschrieb die Fliachen durch ihre Normalen* (“Trdger der Fliche”)
und baute darauf einen symbolischen Kalkil auf, der ganzzahlige Linearkom-
binationen und geeignete Symmetrieoperationen handhabbar machte. Diesen
Kalkul bezeichnete er in terminologischer Anlehnung an die in Deutschland
zu Beginn des 19. Jahrhunderts populdre Hindenburgsche Richtung als “geo-
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metrische Combinationslehre”, grenzte sich aber gleichzeitig von derem Sche-
matismus ab (Gramann 1829, 174f.).

Die Grundstruktur der Graffimannschen “Combinationslehre” bestand
aus einem von drei Strecken b, ¢, d, den “Elementartrdigern”, im Sinne der
Streckenrechnung erzeugten Z-Modul. Diese sollten drei “raumlichen Dimen-
sionen” entsprechen, waren also reell linear unabhéngig. Gramann setzte die
Kommutativitat der Streckenkomposition — wegen der moglichen Interpreta-
tion als Zusammensetzung von Bewegungen mittels Parallelogrammregel von
ihm “phoronomische Combination” genannt (1829, 8ff.) — als selbstverstdnd-
lich voraus. Da er des weiteren eine multiplikative Notation verwendete, er-
schienen ihm die Koeffizienten 3, v, 6 der Linearkombination als “ Wieder-
holungsezponenten” einer “Complezion” bPc¥d®, d.h. des zusammengesetzten
Tragers.

Die Darstellung der Flichen einer Kristallart durch ihre Trager hatte
einen doppelten Vorteil. Sie brachte die dynamistische Idee, daf§ die Flachen
Ausdruck kristallbildender Kréfte sind, sowie den unterstellten systemischen
Zusammenhang der bei einer Kristallart auftretenden Krafte im Z-Modul
mathematisch unmittelbar zum Ausdruck; dariiberhinaus ermoglichte sie
GrafBmann eine Charakterisierung der Weifl/Mohsschen Kristallsysteme
durch die holoedrischen Symmetrien in ganz ahnlicher Weise wie Franken-
heim (1826).

Dazu wahlte er — aufler im trigonal /hexagonalen Fall (s.u.) — die “Ele-
mentartrager” b, ¢, d in den Achsen des betreffenden Systems und betrachtete
das volle System der Permutationen und Vorzeichenwechsel der Koeffizienten
B = mq, ¥y = mq, § = m3, das mit dem jeweils vorliegenden Achsensystem
vertraglich war:

— im isometrischen System (|b] = |¢| = |d|, b, ¢, d paarweise orthogonal)
zuldssige Operationen (my, mq, m3) = (£mgy, £Mge, £Mg3), 0 € 83
(GraBmann 1829, 671f.),

— im tetragonalen System (b, ¢, d paarweise orthogonal, |b| # |c| = |d|)
(my, me, m3) — (£mi, £mse, £me3), 0 € 82 (ebda., 110f.)

— im orthorhombischen System (b, ¢, d paarweise orthogonal, |b|, |c|, |d|
paarweise verschieden) (my, mg, m3) — (&my, £mgy, +m3) (ebda.,
104f.),

— im monoklinen System (b orthogonal Spann (¢, d), |b|, |c|, |d| paarweise
verschieden) (m;, mq, m3) — +£(£m,, mz, m3), (ebda., 110),

— im triklinen System (b, ¢, d beliebige Winkel, |b|, |c|, |d| paarweise ver-
schieden) (my, mg, m3) — £(m;, ms, m3) (ebda., 121).

Das trigonale (“rhomboedrische”) System charakterisierte Gramann

nach dem Mohsschen Vorbild durch 3 “Elementartrager” b, ¢, d, die ei-
ner dreizahligen Rotationssymmetrie gentigen (also lings der Kanten durch
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Spitze oder FuBlpunkt eines Rhomboeders angeordnet sind),
(b,¢) = <A(e, d) = =(d,b), [b| = |e| = |d],
mit den zulassigen Operationen
(my, mg, m3) —  X(me1, M2, Me3), o €&

(ebda., 113ff.).

Das entsprach gerade den Operationen von Dj4.° Die spezifisch hexa-
gonalen Symmetrien (Dgp, D¢, Cen, Coy, Ce) wurden bei dieser Darstellung
also reduziert — ein Mangel, den Frankenheim bei seiner Verwendung einer
redundanten Koordinate vermieden hatte, ohne auf kompliziertere Darstel-
lungsmittel als Permutationen und Vorzeichenwechsel der Koeffizienten, wie
etwa Matrizen, zuriickgreifen zu miissen.

Die symbolische Darstellung der Symmetrien ermoglichte prinzipiell die
Ableitung der einfachen Kristallgestalten als Gesamtheit der Trager aller der-
jenigen Flachen, die aus einer, etwa (my, mg, m3), durch samtliche Operatio-
nen des Systems hervorgehen (implizit also als Orbit von (m;, ma, m3) unter
der Symmetriegruppe). Fir die tatsachliche Ausfiihrung dieses Prinzips war
freilich noch zu klaren, welche kombinatorischen Typen von Polyedern bei Va-
riation der Parameter mi, ms, m3 liberhaupt auftreten koénnen. Grafimann
fihrte diese Diskussion nicht im einzelnen aus; er teilte jedoch das Resultat
fir einen vollstindigen Satz charakteristischer Werte von my, m,, m3 mit.
So gab er etwa fir das isometrische System die 7 einfachen Kristallgestalten
in moderner Notation an:

Wiirfel 100 oder 8 00,
Rhombendodekaeder 110 oder 53 0,

Oktaeder 111 oder 588,
Tetrakishexaeder 320, 210, 310, allgemein 340,
Trisoktaeder 221, 332, allgemein (37,
Trapezoeder 211, 311, allgemein Bvy~,

Hexakisoktaeder 321 etc., allgemein 6

(Grafmann 1829, 97f.), und ganz shnlich fiir die anderen Systeme.

Grafimann war sich der Analogie zwischen seiner Vorgehensweise sowie
Symbolik und den Permutationen der zeitgendssischen Algebra, mit denen
der frithe Gruppenbegriff am deutlichsten verbunden war, durchaus bewuft:

“Die (. ..) Darstellung mittels der Reihenfolge der Wiederholungsex-
ponenten und der Vertauschung der Accente (Vorzeichen, E.S.) an
denselben gab uns kiinstliche Systeme, welche ihren rechten Sinn
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aber nur durch die Lage im Raum erhalten, auf welche sie vermdge
der ihnen unterlegten Bedeutung sich beziehen, sie sind also eigent-
lich nichts als raumliche Permutationen” (Graimann 1829, 58).

Grafimann verband also in seiner “geometrischen Combinationslehre”
ein System dreidimensionaler “Complexionen”, d.h einen geometrisch inter-
pretierten dreidimensionalen Z-Modul im euklidischen Raum (ein Gitter),
mit einem System “raumlicher Permutationen”, also implizit einer endlichen
orthogonalen Gruppe. Er war davon {iberzeugt, dafl der eingeschlagene Weg
zu einer neuen Art (struktureller) Mathematik fithren wiirde, die sich von
der traditionellen “mathematischen Groflenlehre”, d.h. einer ausschliellich
auf Quantitaten und ihre funktionelle Abhangigkeiten gerichteten Mathema-
tik, in zweierlei Hinsicht vorteilhaft unterschieden wiirde. Er glaubte namlich,
dafl die “Combinationslehre”

“ .. ohne Zweifel dereinst fiir die Systematik einer jeden Wissen-
schaft uberhaupt und fir die Classifikation in der Naturgeschichte

insbesondere von der gréssten Wichtigkeit werden (wiirde) ...”
(1829, 171).

Dariiberhinaus hoffte er, da durch die “Combinationslehre” die mathe-
matische Bildung von einer allein von wenigen beherrschten Spezialbildung
zu einer wahren Allgemeinbildung werden konnte, weil die Mathematik

“... durch die wissenschaftlich entwickelte Combinationslehre der
Natur und dem Leben gendhert (wird), indem sie neue Gesichts-
punkte darbietet, die Constructionen der Natur und des Geistes
mehr in ihrem grossen Zusammenhange zu betrachten und dadurch
vollstandiger und leichter aufzufassen” (ebda.).

GrafBmann leugnete dabei nicht einen gewissen Einflul der gegen Ende
des 18. Jahrhunderts in Deutschland einflufireichen traditionellen Schule der
“Combinationslehre” die von Karl Friedrich Hindenburg (1741-1808)und an-
deren vertreten wurde, auf seine Auffassungen. Er kritisierte den traditionel-
len Standpunkt jedoch mit zwei Argumenten als zu eng, wegen der primar
quantitativen Betrachtung der “Combinationen” als Anzahl gewisser Klassen
von Elementen, sowie wegen Hindenburgs “schwerfalliger und zu willkiirlichen
Bezeichnung”:

“Hierdurch wurde die wahre und tiefere Bedeutung der combinato-
rischen Synthesis verdunkelt und diese in eine Einseitigkeit hinein-
gezogen, in welcher ihre volle und gesunde Gestalt nicht mehr zu
erkennen war” (ebda., 175).
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Dem stellte er eine strukturell-operative Auffassung der “Combinations-
lehre” gegenuber:

“Die Combinationslehre ist aber eben sowohl wie die Arithmetik
eine eigenthumliche, von jeder andren mathematischen Disziplin un-
abhangige Grundwissenschaft, welche auf eine organische Weise in
das grosse Ganze eintritt und wenn auch nicht als Wissenschaft ent-
wickelt, doch immer darin gewesen ist” (ebda., 175).

Die von Grafmann in diesem Zusammenhang verwendeten Metaphern
zeigén einen deutlichen romantisch-naturphilosophischen Einfluf8 auf sein
Denken. So verglich er die “geometrische Combinationslehre” mit dem “ver-
bindenden Glied der galvanischen Kette, deren Elemente Mathematik und
Naturkunde” sind, und er erhoffte sich von der Verbindung von alter und
neuer Mathematik (“Gréssenlehre” und “Combinationslehre”) mit der Na-
turkunde

“ .. die bewusste Darstellung der Uebereinstimmung von Natur und
Geist, die Versohnung und Einigung der beiden getrennten Spharen,
den Erlésungsprocess des menschlichen Geistes von der Folter leerer
Abstraction und roher Empirie ...” (ebda., 172).

Grafmann verband also mit seiner Entwicklung eines Sticks strukturell
orientierter Algebra, die den Beziehungen der Kristallographie nachgebildet
war, die Idee einer weitgehenden Erneverung der Mathematik einschlieflich
threr Stellung im System der Wissenschaften, die zu einer zumindest ideel-
len Erneuerung der Beziehung zwischen Menschen und Natur beitragen sollte.
Die emphatische Form, in der er sie vortrug, 188t sie eher als philosophisch ge-
wendete Hoffnung auf Erneuerung erscheinen, denn als eine programmatisch
prazisierbare Forschungsorientierung innerhalb der Mathematik. Doch besafl
sie merkliche Gemeinsamkeiten mit den naturphilosophischen Ideen des Dy-
namismus, die bei WeiBl und seinen Nachfolgern innerhalb der geometrischen
Kristallographie forschungsprogrammbildende Gestalt annahmen. Dariiber-
hinaus enthielt die “geometrische Combinationslehre” neben allen Spekula-
tionen und Hoffnungen einen guten Kern kristallographisch relevanter Er-
kenntnisse.

Grafimanns zweite Arbeit zur Kristallographie beschrankte sich auf eine
gestraffte Darstellung eben dieses geometrisch-algebraischen Kerns (1833).
Aber auch diese neue, dem disziplindren Verstandnis besser angepafite Ein-
fihrung in seine Theorie d&nderte nicht viel an der zogernden Aufnahme seiner
Vorschlage.

Ahnlich wie spater die Arbeiten seines Sohnes zur “Ausdehnungslehre”
im Ausland (Italien) eher bekannt wurden als im deutschsprachigen Raum,
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fand J.G. Grafmanns “geometrische Combinationslehre” zunéchst iiber die
Arbeiten W.H. Millers (1801-1880) eine partielle Aufnahme in die englisch-
sprachige Kristallographie (Miller 1839, iii). Miller beschrankte jedoch seine
Ubernahme Grafimannscher Konzepte auf die Permutationssymbolik fiir die
Darstellung &quivalenter Flachen in einem Kristallsystem; die vektorielle
Seite des GraBmannschen Kalkiils klammerte er dagegen vollstindig aus.
Auch in Deutschland wurden Grafmanns Vorschlage fast ausschliefflich iiber
den Umweg Miller bekannt,® obwohl Hessel in einem historischen Anhang
GraBmanns Ansatz schon als “classisch” hingestellt hatte (Hessel 1830, 2,
137). Nicht einmal Hessel hatte sich jedoch an Gramanns Methode ange-
schlossen und sie fiir seine Zwecke einzusetzen versucht. Es blieb daher bei
einer insgesamt auflerst schwachen, zunachst indirekten Resonanz auf die Ar-
beiten des Auflenseiters, des forschenden Gymnasialprofessors aus Stettin.

2.2 Rationale Vektorraume in der
Kristallographie gegen Ende der 1820er Jahre

Die dynamistische Auffassung ging davon aus, daf§ die Normale einer Kri-
stallflache mit der Richtung der Resultante aller an der Flachenbildung be-
teiligten Krafte iibereinstimmt. Diese Weilsche Idee nahm Franz Neumann
(1823) zum Anlaf, eine Flache auch geometrisch durch ihre “Flachenrich-
tung”, d.h. ihre Normale zu charakterisieren [Groth 1926, 79]. Die Kraftekom-
position nach dem Parallelogrammgesetz war fiir einzelne Krafte eine schon
seit dem 17. Jahrhundert Ubliche Konstruktion. Die Hypothese des Kristall-
aufbaus aus einem System konstituierender Krafte, das fur jede Kristallart
spezifische geometrische Eigenschaften aufweist, lenkte nun im dynamaisti-
schen Programm der geometrischen Kristallographie die Aufmerksamkeit auf
ganze Systeme von Kraften, die in weiter zu spezifizierender Weise aus drei
Grundkraften abzuleiten waren (die wiederum den Weilschen Achsen korre-
spondierten). Der angenommene systemische Charakter der Krafte im Kri-
stall fiihrte gegen Ende der 1820er Jahre zur Betrachtung von Gesamtheiten
gerichteter streckenartiger Objekte in der Kristallographie, die nichts anderes
waren als frihe Formen dreidimensionaler Vektorraume bzw. Z-Moduln.”

J.G. GraBBmann war nicht der einzige Autor, der den Charakter der Ge-
samtheiten potentieller “Trager” von Kristallflachen in dieser Weise mathe-
matisch ausarbeitete. Fast gleichzeitig, in der Publikation nur ein Jahr spater
als Grafimann, formulierte Johann Friedrich Hessel (1796-1872), Professor
der Mineralogie, Technologie und Naturgeschichte in Marburg, der sich schon
frih mit Haliys Symmetrieprinzip beschaftigt und dessen Arbeit von 1815
ins Deutsche Ubersetzt hatte (Hally 1815/1819), das Konzept eines “geren-
gesetzlichen Strahlenvereins”, d.h. in unserer Terminologie eines rationalen
Vektorraums. Das geschah in einem umfangreichen Artikel fir die Neuauflage
des “Gehlerschen Physikalischen Worterbuchs”, dessen Erstellung Hessel zum
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Anlaf} fir eine Grundlagenstudie der Symmetrietypen von Kristallen nahm.
In den besagten “Strahlenvereinen” fixierte er die Rahmenstruktur, in der die
“Trager” der Flachen einer Kristallart zu liegen haben; die Gesamtheit dieser
Flachen wurde ihm dadurch zu einem “gerengesetzlichen Flachenverein”.

Als “gerengesetzliche Verbindung” zweier oder dreier gerichteter Strahlen
oder “Pfeile”® A, B, C bezeichnete Hessel die Komposition nach der Paralle-
logrammregel (seine Notation fir A+ B + C war [4, B, C]). Diese Operation
verallgemeinerte er durch Zulassung ganz oder gebrochen rationaler Koef-
fizienten p, ¢, r. Das fuhrte ihn auf die “gerengesetzliche Verbindung mit
MaBzahlern” [pA, ¢B,rC], d.h. rationale Linearkombinationen. So erhielt er
je nach der Anzahl der Erzeugenden einen “gerengesetzlichen Strahlenverein
in zwei bzw. drei Dimensionen” (Hessel 1830, 2, 43ff.), als seiner Sprechweise
fur zwei- bzw. dreidimensionale Vektorraume.

Hessels Dimensionskonzept war allerdings ahnlich wie Gramanns geo-
metrisch, nicht linear algebraisch; d.h. er forderte etwa fiir die Dreidimensio-
nalitat eines “Strahlenvereins”, daf§ die drei erzeugenden Strahlen “nicht in
einerlei Ebene” fallen (ebda., 48f.). Durch diesen Riickgriff auf vorgeordnete
elementare Dimensionskonzepte der euklidischen Geometrie vermied er wie
Grafimann die Problematik héherdimensionaler rationaler Vektorraume in ei-
ner geometrischen Gerade bzw. Ebene. Auf das Konzept der geometrischen

Unabhéangigkeit gestiitzt, zeigte er dann immerhin eine schwache Form des
Basissatzes:

Je drei geometrisch unabhéngige Strahlen erzeugen den betrachteten
“Strahlenverein” durch “gerengesetzliche Verbindung” (ebda., 48).

Das erlaubte Hessel eine mathematisch befriedigende theoretische Fi-
xierung des Rationalitdtsgesetzes der Kristallographie. Das Weiflsche Prin-
zip der Achsenwahl im Kristall auf solche Weise, dafl die Kristallflachen
durch rationale Zahlen (aus “kleinen” ganzen Zahlen) parametrisiert werden,
war durch Mohs und Naumanns Korrektur der Achsenwahl auch auf trigo-
nale/hexagonale Kristalle anwendbar geworden. F. Neumann hatte in zwei
Arbeiten (1823, 1826) neben anderem nachgewiesen, daf die Rationalitat der
Parameter nicht so stark, wie vielleicht nach Weif’ Auffassung zu vermuten,
von der Achsenwahl abhangig ist, sondern dafl die Rationalitatsbedingung
der Parameter gewahrleistet ist, wenn nur die Achsen (samt Normierung)
in drei Kanten eines nichtregularen Tetraeders aus vier kristallographischen

Flachen gewahlt werden [Groth 1926, 771f.].

Hessels Formulierung des geometrischen Basissatzes in rationalen Vek-
torraumen (“gerengesetzlichen Strahlenvereinen”) erlaubte nun aufler einer
Vereinfachung der bei Neumann recht umfangreichen Rechnungen eine Auf-
deckung des strukturellen Hintergrunds dieser Beobachtung. So konstatierte
Hessel fir die Anwendung seines Konzepts in der Kristallographie, daf$ die
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“Vergleichung der bis jetzt bekannten Krystallgestalten” zur Annahme des
“Erfahrungssatzes”? fiihre:

“Die samtlichen Flachen an einem und demselben Krystalle gehoren
zu einem und demselben gerengesetzlichen Flachenvereine, so dass
also auch deren Trager zu einem gerengesetzlichen Strahlenvereine
gehoren und die Kanten des Krystalles parallel liegen mit Strahlen
eines gerengesetzlichen Vereins kantenthiimlicher Strahlen” (Hessel
1830, 2, 92).

Damit hatte Hessel eine mathematisch befriedigende strukturelle Fixie-
rung des Rationalitatsgesetzes als eines der beiden zentralen Grundprinzipien
der geometrischen Kristallographie des 19. Jahrhunderts angegeben. Trotz
dieser friith entdeckten Bedeutung des Vektorraumkonzepts fiir die Kristallo-
graphie, die auch bei der Entwicklung der Theorie der “Ausdehnungsgrofien”
des jingeren Grafmann einen gewissen Einflul hatte (Hermann Grafimann
1844) blieb die Vektorraumtheorie jedoch bekanntlich eine weitgehend pe-
riphere Erscheinung in der Mathematik des 19. Jahrhunderts. Ganz anders
verhielt es sich dagegen bei der anderen mathematischen Struktur, die der
auch von Hessel weitergefiihrten Analyse des kristallographischen Symme-
triegesetzes zugrundelag.

2.3 Hessels Klassifikation der
endlichen raumlichen Punktsymmetriesysteme

Hessel schickte der Analyse des kristallographischen Symmetriegesetzes eine
allgemeine Studie der Gestalten endlicher Polyeder voraus. Deren Ziel war die
Klassifizierung der endlichen konvexen Polyeder im euklidischen Raum unter
den sich gegenseitig erginzenden Gesichtspunkten der Symmetrie und des
kombinatorischen Typs eines Polyeders. Hessel leistete so einen Beitrag zu
einem von ihm als “Formen-” oder “Gestaltenlehre” bezeichneten Teilgebiet
der euklidischen Geometrie. Zur Entwicklung der “Gestaltenlehre” schien thm
eine Prazisierung des Verstandnisses der seit Hally in der Kristallographie
in steigendem Mafle beachteten Polyedersymmetrien und deren Systematik
als notwendig, die Hessel im Anschlufl an jene Tradition als “Lehre von der
Gleichwerthigkeit” bezeichnete:

“Ich habe gesucht, die Lehre von der Gleichwerthigkeit raumli-
cher Dinge auf rein mathematische Weise begriindet durchzufiihren
und die verschiedenen Arten dieses Gleichwerthigseins scharfer, als
(es) bisher geschah, zu untersuchen. ... Dass eine consequente
Durchfithrung dieser Lehren fiir die Wissenschaft unnéthig sei, wird
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niemand behaupten wollen, und daher wird auch niemand es ta-
deln konnen, dass nicht bloss die Gestaltensysteme, welche in der
Krystallenwelt vorkommen, sondern alle denkbaren Gestaltensy-
steme auf gebiihrende Weise sind berticksichtigt worden” (Hessel
1830, 1, 3).

Hessel begann seine Untersuchung mit der Analyse der moglichen Sym-
metrierelationen (“Axenarten”) im euklidischen Raum — eine neue Fragestel-
lung, die vor ihm auch von Mathematikern nicht bearbeitet worden war.
Darauf baute er das Studium der moglichen endlichen Systeme von Punkt-
symmetrien (“Strahlen- und Axensysteme”) und der zugehorigen einfachen
Gestalten auf, das er bis zu einer vollstandigen Liste der endlichen Punkt-
symmetriesysteme, also einer impliziten Klassifikation der endlichen orthogo-
nalen Gruppen im dreidimensionalen Raum fiihrte. Die allgemeine Theorie
rundete er durch Entwicklung einer eigenen algebraischen Symbolik fiir die
einfachen Gestalten ab, bevor er die Spezifizierung auf Kristallklassen und
deren einfache Gestalten vornahm.

Das Symmetriekonzept Hessels kannte dem zeitgenossischen Stand des
Kongruenzbegriffs in der Geometrie entsprechend keine globalen Kongruenz-
abbildungen (also Abbildungen des ganzen Raumes oder der Ebene). Es war
im traditionellen Sinne an vorgegebene Figuren (in der Regel kompakte Po-
lyeder) gebunden, allerdings im Unterschied zur bis in die Antike reichen-
den Tradition nicht mehr ausschlielich metrisch relational formuliert, son-
dern unter Verwendung von Bewegungen und Inversionen bzw. Spiegelungen
(“rdumlichen Substitutionen”) der beteiligten Figuren.

Hessels Symmetriebegriff war prima facie relational; das heifit er unter-
schied zunéchst fir Paare von Figuren (z.B. Polyeder) A, B:

— “ebenbildliche Gleichheit”, das heifit eigentliche Kongruenz, symbolisch
A= B,
— und “gegenbildliche Gleichheit”, das heifit uneigentliche Kongruenz,
symbolisch A | = | B.1°
Jedoch griff er bei der feineren Unterscheidung der Relationen ansatz-
weise zu einer operationalen Charakterisierung, ebenso wie bei der Be-

grindung der naheliegenden spezifischen Transitivitatseingeschaften dieser
Relationen.!?

Zur Fixierung der Verfeinerung der Symmetrierelationen griff Hessel auf
das Weiflsche Konzept der “Achse” zurick und abstrahierte daraus ein rein
geometrisches Konzept der Charakterisierung von Symmetriebeziehungen an
einer Figur. So startete er mit dem Konzept der “p-gliedrigen Aze” (1830,
1, 36) als einer Geraden, welche Deckrotationen oder Deckspiegelungen der
Ordnung p zulaft. Dies wurde durch zwei Gruppen voneinander unabhéngiger
weiterer Symmetriemerkmale erganzt:
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Tabelle 2
Hessels 7 Achsentypen

p-gliedrige Achse 1-fach 2-fach

ungleichendig C, Cpv
gleichstellig gleichendig Cph Dy
ebenbildlich gleichendig D, Dyq4
gerenstellig gleichendig Cop ¥ Dy

(i) = “2-fach p-gliedrige” Achse: zusatzlich zur Rotationssymmetrie gibt es
Spiegelungen an Ebenen durch die Achse (internationale kristallogra-
phische Notation pm (p ungerade) bzw. pmm (p gerade), Schoenflies
Notation Cj,). Hessel charakterisierte das allerdings verwickelter: der
“Gegenkorper” der Figur (d.h. deren punktinverses Bild beziiglich eines
Punktes der Achse) kann nach Rotation um 7 um eine zur Achse or-

thogonalen Gerade zur Deckung mit der Ausgangsfigur gebracht werden
(ebda., 371.).

— “1-fach p-gliedrige” Achse: sonst.
(ii) — “ebenbildlich gleichendige” Achse g: zusitzlich zur p-zihligen Rotati-
onssymmetrie gibt es eine 2-zahlige Rotationssymmetrie um eine zu g

orthogonale Gerade (internationale krist. Notation p2 (p ungerade), p22
(p gerade); Schoenflies D,);

— “gleichstellig gleichendige (bzw. zweiendige)’ Achse g: zusatzlich zur
Rotationssymmetrie Spiegelung an einer Orthogonalebene zu g (int.

krist. Not. p/m, Schoenflies Cpp) (ebda., 40f.);

— “gerenstellig gleichendige p-gliedrige” Achse: Drehspiegelung mit Win-
kel 27 /2p (int. krist. Not. 2p, Schoenflies Cy;), von Hessel durch die Be-
dingungen der “gegenbildlichen Gleichheit” der “oberen” und “unteren
Korperhalfte” beschrieben, ohne dafl jedoch “gleichstellige Gleichendig-
keit” vorliege (ebda., 43);

— “ungleichendige” Achse: falls keiner der in (ii) sonst vorliegenden Falle
zutrifft.

Da sich bei Kombinationen dieser verfeinerten Symmetriemerkmale be-
ziiglich einer “p-gliedrigen Axe” lediglich in zwei Fallen eine Uberschneidung
ergibt — jede “gerenstellig zwelendige 2-fache” Achse ist auch “ebenbildlich
zweiendig 2-fach” (ebda., 43)'? — erhielt Hessel 7 verschiedene Achsenarten
(Tab. 2)13.

Eine “Axe” war fur Hessel also Ausdruck eines transitiv abgeschlossenen
Systems von Symmetriebeziehungen einer Figur. Das gesamte Symmetriesy-
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stem einer (kompakten) Figur erschien Hessel konsequenterweise als “Azen-
system”. Dort treten endlich viele Achsen des oben angegebenen Typs in
solcher Art auf, dafl die Auswertung der Transitivitat von Symmetriebezie-
hungen wiederum auf eine ausgezeichnete Symmetrierelation fithrt. In dieser
Form arbeitete Hessel implizit mit Verkettungen und abgeschlossenen Syste-
men der zugrundeliegenden Symmetrierelationen, implizit also mit endlichen
(orthogonalen) Gruppen.

Diese Betrachtungsweise kam auch bei der Analyse der moglichen Kom-
binationen von Achsen in den Symmetrien (endlicher) Figuren deutlich zum
Ausdruck. Hessel suchte zunéchst samtliche (nichttrivialen) Achsen der Figur
auf und analysierte, welche von ihnen “gleichwerthig” sind, d.h. durch Sym-
metrien ineinander iibergehen. Bei Ubertragung der so definierten “Gleich-
werthigkeit” auf die den Achsen korrellierenden Achsensymmetrien (implizit
Untergruppen der vollen Symmetriegruppe vom Typ wie in Tab. 2) entpuppt
sich Hessels Charakterisierung als eine indirekte, implizite, dem Sachver-
halt aber sehr gut angepafite Charakterisierung der Konjugationsklassen der
Achsensymmetriegruppen in der vollen Symmetriegruppe. Bei Existenz einer
Achse ohne “gleichwerthige” zeichnete Hessel diese als “Hauptaze” aus (ebda.,
47)' und unterschied zwischen Symmetriesystemen mit und ohne Haupt-
achse. Aus gruppentheoretischer Sicht entspricht dem die Unterteilung der
endlichen orthogonalen Gruppen in solche mit bzw. ohne zyklisch/diedrischen
Normalteiler.

Seinem Symmetriebegriff entsprechend fixierte Hessel die Symmetriesy-
steme geometrisch-konfigurativ, also nicht etwa wie Frankenheim algebraisch-
symbolisch (vgl. §1.5) oder gar durch Systeme symbolisch reprisentierter
Operationen wie J.G. Gramann (vgl. §2.1). Er erreichte das durch Dis-
kussion des jeweils zugehorenden “Strahlensystems”, d.h. des Biindels von
Halbgeraden durch den “Mittelpunkt des Gleichwerths” (einem Fixpunkt des
Symmetriesystems).!®

Zur Charakterisierung eines “Strahlensystems” gab Hessel eine Uber-
sicht, welchem Achsentyp ein beliebiger Strahl zugehort (einschlielich “1-
fach 1-gliedriger ungleichendiger” d.h. trivialer Achse) und gab die Zahl
der “gleichwerthigen” Strahlen an. Das Resultat war eine vollstandige Be-
schreihung des Symmetriesystems von einem geometrisch-konfigurativen Ge-
sichtspunkt aus.!® Aus gruppentheoretischer Sicht war dies eine implizite
aber deutliche Beschreibung des Orbitdiagramms der Operation endlicher
orthogonaler Gruppen auf einer Sphére mit Angabe des Stabilisators je-
den Punktes und der Machtigkeiten des zugehorigen Orbits. Seinem Kon-
text gemaB (Studium der mdéglichen Gestalten endlicher konvexer Polyeder)
beschrankte sich Hessel auf “endliche Strahlensysteme”, d.h. solche, bei de-
nen nur endlich viele nichttriviale Strahlen (“k-fach p-gliedrige Strahlen” mit
k=1,2,p € IN, kp > 1) auftreten. In gruppentheoretischer Sprache bedeu-
tete dies die Einschrankung der zugelassenen Symmetriesysteme auf endliche
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orthogonale Gruppen (endliche Stabilisatoren/Standgruppen und nur endlich
viele nichttriviale Standgruppen, insbesondere endliche Orbits bei Operation
auf der Sphare).

Hessel erhielt in Verfeinerung der Weiflschen Symmetriebeschreibung
durch Achsensysteme eine reine, das heifit, anders etwa als Haty, eine von Po-
lyedergestalten absehende geometrisch-konfigurative Charakterisierung end-
licher Symmetriesysteme. So unterschied er ausdriicklich zwischen der (Poly-
eder-) Gestalt und dem der Gestalt zugeordneten Symmetriesystem (“Strah-
lensystem”). Lediglich in einem ersten Schritt wurde

“ .. die Gestalt als das Gegebene betrachtet und fur sie dasjenige
koérperliche (d.h. rdumliche, E.S.) Strahlensystem aufgesucht, wel-
ches ihr entspricht, wenn man alles was an ihr moglicher Weise als
gleichwerthig betrachtet werden kann, wirklich als gleichwerthig be-
trachtet” (1830, 1, 68).

War andererseits ein “Strahlensystem” vorgegeben, so erhielt Hessel um-
gekehrt in einer ganz dhnlichen Vorgehensweise, wie sie vom Standpunkt der
Gruppendenkweise aus zu erwarten ware (Flachennormalen als Orbit eines
Normalenvektors), eine zugehorige einfache Gestalt:

“Man erhéalt (...) Gestalten, die einem gegebenen Strahlensysteme
entsprechen, wenn man Ebenen so um -den Mittelpunkt desselben
herumlegt, dass, wenn eine solche Ebene einem bestimmten Strahl in
einer bestimmten Entfernung vom Strahlenmittelpunkte so schnei-
det, dass sie auf diesem Strahl senkrecht ist, auch jeder andere, dem
erwahnten gleichwerthige, Strahl eben so durch eine Ebene geschnit-
ten wird” (Hessel 1830, 1, 69).

Entsprechend sah Hessel Polyeder, die durch Systeme von Fliachen “ver-
schiedenen Werths” berandet werden, als “zusammengesetzte Gestalten” an.
Jedes System von Flachen “gleichen Werths” definiert dabei eine der einfa-
chen Gestalten, aus der die betrachtete Gestalt zusammengesetzt ist (ebda.,
70).

Dariiberhinaus konnte Hessel das vorher lediglich vage wahrnehmbare
Phanomen der Scheinsymmetrie bei Polyedern vorgegebenen Symmetrietyps
klar charakterisieren. Er verwies darauf, daf} eine zugehorige Polyedergestalt
“an sich” durchaus ein grofileres Symmetriesystem besitzen kann, als es vom
zugrundegelegten “Strahlensystem” her eigentlich zu erwarten ware:

“ .. denn es ist hier (d.h. bei zugrundegelegtem Symmetriesystem,
E.S.) nun nicht mehr bloss die Rede von der Gleichwerthigkeit der
Theile eines Korpers an sich, sondern von dieser Gleichwerthigkeit
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in Beziehung zu dem bestimmten gegebenen Strahlensysteme, welch
letztere Gleichwerthigkeit die erste bei den betreffenden Theilen vor-
aussetzt, wahrend nicht umgekehrt Theile eines Korpers, die an sich
gleichwerthig sind, auch sich als gleichwerthig verhalten miissen in
Beziehung zu dem gegebenen Strahlensysteme” (ebda., 68f.).

Hessel traf also anders als seine Vorganger eine sehr klare Unterscheidung
zwischen Symmetrietyp (“Strahlensystem”) eines Polyeders als Struktureigen-
schaft (gegebenfalls kontextbedingt wie etwa bei Vorgabe der Kristallklasse
eines Minerals) und als lediglich zufillig erscheinender Formeigenschaft der
Polyedergestalt . Die geometrisch-konfigurative Charakterisierung des Sym-
metrietyps erwies sich dieser Art der Fragestellung als sehr gut angepafit und
war Frankenheims bzw. Gramanns stirker algebraisierenden Ansétzen in
keinerlet Weise unterlegen.

Was nun die Klassifikation der “Strahlen-” bzw. “Axensysteme” angeht,
so unterschied Hessel zunachst “hauptazige” und “hauptazenlose”. Da fiir die
Symmetriesysteme mit Hauptachse weitere Achsen hochstens 2-zahlig sind
und die letzteren orthogonal zur Hauptachse verlaufen, reduzierte sich die
Klassifikation der “hauptaxigen Strahlensysteme” auf eine Diskussion der zu
den 7 in Tab. 2 genannten Achsentypen gehorenden Strahlensysteme (Hessels
Charakterisierung der Symmetrien der erweiterten zyklischen und diedrischen

Gruppen C,, Cph, Cpvy Dy, Dpp, Dpa, Cop) (Hessel 1830, 1, 48fF.).

Fiir den hauptachsenlosen Fall entwickelte Hessel schrittweise einschran-
kende Bedingungen, die sich in folgenden Aussagen zusammenfassen lassen:

Lemma 1 (Hessel 1830, 1, 100-105):

In jedem “hauptaxenlosen Strahlensystem” gibt es dreigliedrige Achsen,
dartiberhinaus jedoch p-gliedrige Achsen hochstens fir p = 4,5. Alle tref-
fen sich in einem Punkt.

In die Begrindung ging Hessels Annahme der Endlichkeit der Strah-
lensysteme natiirlich entscheidend ein. Er betrachtete fiir ein angenommenes
p > 6 zwei p-gliedrige Strahlen kleinstmoglichen Winkelabstandes o« > 0
und zeigte, dafl aus der Transitivitdtsforderung der Symmetriebeziehungen
die Existenz p-gliedriger Strahlen mit Winkelabstand o' < «a folgt. So er-
hielt er p < 5 (ebda., 101ff.). Daran schlo8 er eine Analyse der moglichen
Anordnungen von 3-, 4-, 5-gliedrigen Strahlen an und erhielt
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Lemma 2 (Hessel, ebda., 105 — 108):

(i) Um einen 4-gliedrigen Strahl ordnen sich vier “ebenbildlich gleiche” 3-
gliedrige Strahlen in symmetrischer Lage. 5-gliedrige Strahlen treten in
diesem Fall nicht auf.

(i1) Analog ist ein 5-gliedriger Strahl von fiinf 3-gliedrigen Strahlen umgeben
(4-gliedrige Strahlen treten hier wiederum nicht auf).

(ii1) Existieren keine 4- oder 5-gliedrigen Strahlen, so gibt es vier “ebenbild-
lich gleiche” 3-gliedrige Strahlen in einer symmetrischen Raumwinkel-
konfiguration.

Damit hatte Hessel gezeigt, daf} alle hauptachsenlosen Systeme 3-gliedri-
ge Strahlen enthalten und nach deren Konstellation in 3 Typen zerfallen, die
mit der Achsenkonfiguration von Oktaeder, Ikosaeder bzw. Tetraeder tiber-
einstimmen. In einer Verfeinerung der Analyse erhielt er weiter

Lemma 3 (Hessel 1830, 1, 121-131):
Es gibt genau 7 “hauptaxenlose Strahlensysteme”, die sich durch die Kon-
stellation ihrer 3-gliedrigen Achsen voneinander leicht unterscheiden lassen:

— 2-fach 3-gliedrig 8-strahliges System (erweiterte Oktaedergruppe O*),
— 1-fach 3-gliedrig 8-strahliges System (Oktaedergruppe 0),

2-fach 3-gliedrig 4-strahliges System (erweiterte Tetraedergruppe Tj),

1-fach 3-gliedrig 2 x4-strahliges System (erweiterte Tetraedergruppe T}),
— 1-fach 3-gliedrig 4-strahliges System (Tetraedergruppe T'),

2-fach 3-gliedrig 20-strahliges System (erweiterte Ikosaedergruppe I*),
— 1-fach 3-gliedrig 20-strahliges System (Ikosaedergruppe I).

Zusammen mit seiner Liste der “hauptaxigen Strahlensysteme” war Hes-
sel damit vom Resultat her eine vollstandige Klassifikation endlicher Punkt-
symmetriesysteme gelungen, die sich zusammenfassen 1afit in

Theorem 1 (Hessel 1830):
Jedes endliche Punktsymmetriesystem entspricht

~ entweder einem aus den 7 Serien “hauptaxiger Strahlensysteme” von

Tabelle 2.

— oder einem der 7 “hauptaxenlosen Strahlensystemen” von Lemma 3.
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Die Begriindung fiir diese Aussage war weitgehend schlissig gefiihrt; sie
lie8 hochstens insofern etwas zu wiinschen tbrig, als die Begriindung dafiir,
dafl wirklich nur diese und keine weiteren Symmetriesysteme existieren, nicht
gerade sehr klar herausgearbeitet war. Insbesondere war fir den Fall mit
Hauptachsen das Argument positiv in Hinsicht auf konstruktive Darstellung
des Achsentyps gefiihrt, nicht negativ hinsichtlich des Ausschlusses eventuell
angenommener weiterer Falle. Jedoch wurde durch Hessels Argumentation
nahegelegt, dafl es sich bei seiner Liste um eine vollstandige Klassifikation
der endlichen Punktsymmetriesysteme handelte — eine Auffassung, die sich
spater mit gruppentheoretischen Mitteln bestatigen liefl.

Hessels Analyse blieb allerdings bei dieser Bestimmung der endlichen
Punktsymmetriesysteme nicht stehen; letztere bildeten in seinem Programm
der “Formenlehre” — auch quantitativ — lediglich einen ersten Schritt (1830,
1, 32-65, 99-131). Darauf aufbauend diskutierte Hessel ausfiihrlich die zu-
gehorigen einfachen Gestalten der “hauptaxigen Strahlensysteme” (ebda.,
66-98), sowie die “hauptaxenlosen Gestalten” (ebda., 131-185), verbunden
mit der Entwicklung einer Fachterminologie, die sich jedoch nicht durchsetzen
konnte. In einem dritten Schritt analysierte er schliellich die charakteristi-
schen GrofSenverhiltnisse an den eingefiithrten einfachen Gestalten (1830, 2,
3-42), bevor er durch Einfithrung des Rationalitatspostulats die spezifisch
kristallographischen Symmetriesysteme und Gestalten auszeichnen konnte

(1830, 2, 43-127).

2.4 Hessels Bestimmung der Kristallklassen

Hessels Arbeit blieb ein gutes halbes Jahrhundert wenig beachtet. Selbst
als in den 1880er Jahren nach Herausbildung des geometrischen Gruppen-
begriffs begonnen wurde, diesen explizit in die Kristallographie einzufithren
(vgl. §5.1), blieb Hessel zunéchst unerwéihnt.}” Zwar hatte sich bis dahin das
Konzept der Kristallklassen in der Kristallographie breit durchgesetzt, dies je-
doch aufgrund der Arbeiten von Bravais (1849a, b, 1851) und Gadolin (1871),
die beide anscheinend jeweils ohne Kenntnis der Arbeiten ihrer Vorganger die
Klassifikation neu ausfithrten (vgl. §§3.2, 5.1). Erst durch L. Sohncke (1891)
wurde Hessels Arbeit wieder breiter bekannt gemacht. Bis dahin waren die
Kristallklassen vier- bis finfmal “entdeckt” worden (Frankenheim 1826, Hes-

sel 1830, Bravais 1849-51, Gadolin 1871, Minnigerode 1887).

Hessel baute in seiner Ableitung der Kristallklassen auf das allgemeine
Symmetriestudium in seiner “Gestaltenlehre” auf und sortierte mit Hilfe des
Rationalitdtsgesetzes diejenigen Punktsymmetriesysteme aus, die “mit dem
Gerenstrahlgesetz vereinbar” sind, das heifit ein “geometrisch dreidimensio-
nales” injektives Bild von @3 in E® invariant lassen.

Hierzu fiihrte er zunachst eine charakteristische Anzahl m der “Querds-
mensionsazen” einer p-gliedrigen Achse ¢ ein. Dies war im wesentlichen die
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kleinste Méachtigkeit eines Orbits aus orthogonalen Geraden zu ¢ in der Or-
thogonalebene durch den “Mittelpunkt” des Systems (1830, 1, 61ff., 167ff.);
d.h. m = 2p im Fall einer Achse vom Typ C3, oder D,4 und in allen anderen
Fallen
p fir ungerade p
"= { E  fiir gerade p

Die Vertraglichkeit eines Symmetriesystems mit dem Rationalitétsgesetz ist
fir m = 1,2 offensichtlich. Zur Uberpriifung der Vertraglichkeit fir m >
2 legte er zwei Basisvektoren a, b in zwei “Querdimensionsaxen”, die den
Winkel 27/m einschlieflen. Da in der Winkelhalbierenden noch eine weitere
“Querdimensionsaxe” liegt (also eine Gerade desselben Orbits), andererseits
bei der naheliegenden Normierung der Basisvektoren |a| = |b| =1

|a—|—b|=¢2(1+cosgl>,
m

verlangt Vertraglichkeit “mit dem Gerenstrahlgesetz”:

0
la +b| € @, 1-+-c032—7r = { oder
m 22k+1, ke Z
So erhielt Hessel
T 1
cos—=1,-1,—-, bzw. m=1,2,3
m 2

und damit

Lemma 4 (Hessel 1830, 2, 52f.):

Ist eine Achse mit m “Querdimensionsaxen” kristallographisch zulassig, so
gilt m = 1,2 oder 3. Umgekehrt sind Punktsymmetriesysteme mit Haupt-
achse und m = 1,2 oder 3 kristallographisch zulassig (d.h. mit dem Rationa-
litdtsgesetz vereinbar).

Bei den “hauptaxenlosen Strahlensystemen” wurden die beiden Ikosa-
edersymmetrietypen (“3-gliedrig 20-strahlige Systeme”) ausgeschlossen, weil
dort Achsen mit m = 5 auftreten. Fiir die anderen Falle konnte Hessel hin-
gegen nachweisen:
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Lemma 5 (Hessel 1830, 2, 53):

Bei geeigneter Normierung bilden die “hauptaxigen 8-strahligen und 4-strah-
ligen Systeme” (d.h. die O*, O, Ty, T}, T entsprechenden Punktsymmetrie-
systeme) jeweils “gerengesetzliche Strahlenvereine”. Im Fall der “8-strahligen

Systeme” z.B. bei Normierung der 4-gliedrigen, 3-gliedrigen und 2-gliedrigen
Strahlen im Verhaltnis v/3 : 1: 1/3/2.

Damit erhielt Hessel die schon von Frankenheim aufgestellte Liste der 32

Kristallklassen wieder,!® die sich seinem Zugang gemif nun folgendermafen
aufgliederte:

Theorem 2 (Hessel 1830, 2, 95-98):
Es gibt 32 kristallographische “Strahlensysteme”, die sich wie folgt aufteilen:

(i) 5 hauptachsenlose (Kristallklassen des isometrischen Systems),

(ii) auflerdem 27 weitere mit Hauptachse und m “Querdimensionsaxen”
a) 12 mit m = 3 (Kristallklassen des trigonal/hexagonalen Systems),
b) 7 mit m = 2 (tetragonales System),

c¢) 8 mit m =1 (orthorhombisches, monoklines und triklines System).

Damit hatte Hessel gezeigt, dafl seine allgemeine Symmetrie- und Ge-
staltenlehre mit grofler Schliissigkeit zu einer Fundierung der geometrischen
Kristallographie fithrte. Eine Gegentiberstellung der theoretisch abgeleiteten
Formen mit den empirisch beobachteten Kristallformen lie8 ihn 17 der 32
Klassen mit Sicherheit in der Natur identifizieren, bei weiteren 4 schien eine
Identifizierung zwar wahrscheinlich, aber nicht endgiiltig sicher. Die iibrigen
11 blieben zunéchst rein theoretischer Art.

Seine Ableitung erwies sich damit unter zweierlei Gesichtspunkten als
fruchtbar: sie war empirisch gehaltvoll, erschopfte sich aber nicht in einer ex-
post Ableitung schon vorher bekannter Formen; sie griff umgekehrt iiber den
Rahmen des Beobachteten hinaus, war aber nicht zu weit von diesem entfernt,
um weiteren empirischen Studien als geeigneter theoretischer Rahmen dienen
zu konnen.

Wenn Hessels Resultate dennoch kaum rezipiert wurden und schnell
in Vergessenheit gerieten, bis sie durch Sohncke wieder in Erinnerung ge-
rufen wurden, so kann dies nicht auf eine eventuelle Unfruchtbarkeit des
Ansatzes zurtickgefiihrt werden. Diese Schwierigkeiten weisen eher auf eine
in den 1830er Jahren noch unzureichende wissenschaftliche Kommunikation,
schwachen Bekanntheitsgrad des von Hessel gewahlten Publikationsmediums
(“Gehlers Physikalisches Worterbuch”) und eine wenig ansprechende Dar-
stellungsform hin, die mit einer weitgehend neu erfundenen, daher esoterisch
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anmutenden Terminologie und einer Unmenge technischer Details uberfrach-
tet erschien.®

Daran anderten auch spatere Bemthungen Hessels, die Grundziige sei-
ner “Gestaltenlehre” publik zu machen, nichts wesentliches. In (Hessel 1853)
filhrte er eine erneute Ableitung der Punktsymmetrietypen (hier sogar un-
ter Einschluf} einiger Typen mit kontinuierlichen Drehachsen) und eine neue
symbolische Notation vor. Wiederum fast zehn Jahre spater ntitzte er die Ge-
legenheit des 50-jihrigen Doktorjubildums von C.L. Gerling fiir eine erneute
Diskussion der Symmetrieklassifikation von “Raumdingen” (wiederum un-
ter Einschlu kontinuierlicher Drehachsen) (Hessel 1862) [Burckhardt 1988,
45ff.]. Obwohl Hessel Bravais’ Arbeiten sehr bald nach threm Erscheinen zur
Kenntnis nahm (Hessel 1853, 29) und zugestehen mufte, dafl seine eigene
Terminologie “besonders fiir Ausldnder schwierig zu verstehen” sei (1862, 4),
blieb er auch in den spateren Arbeiten bei seiner Terminologie und Nota-
tionsweise. In Verbindung mit den gewdhlten Publikationsmedien (1853 Se-
paratdruck bei T. Fischer Verlag, Kassel; 1862 Marburger Festschrift) trug
dies nicht gerade zum Erfolg seiner Bemtuhungen um die weitere Verbreitung
seines Ansatzes und seiner Ergebnisse bei.

2.5 Frankenheims Interpretation der “Grundformen”
als Ausdruck der Symmetrie von Kristallgittern

Die 1830er Dekade, mit Uberschreitungen um einige Jahre nach vorn und
hinten, war trotz der relativen Isolation der beteiligten Naturforscher fur das
von Weif} konstituierte Forschungsprogramm eine fruchtbare Phase. Franken-
heim hatte etwa ein halbes Jahrzehnt vor den theoretisch einschneidenden,
wenn auch disziplinar wenig erfolgreichen Arbeiten Gramanns und Hessels
seine Entdeckung der 32 Kristallklassen gemacht und publiziert — aller-
dings ohne jede unmittelbare Wirkung. Ein halbes Jahrzehnt spater schlug
er eine Verbindung dieses Gesichtspunktes mit dem einer Neuinterpretation
der Hatliyschen “Grundformen” vor (1835). Wieder einige Jahre spater (1842)
drang er im Rahmen einer umfangreichen Studie, gestiitzt auf eigene Beob-
achtungen und detaillierte Sichtung der Literatur, zu einer systematischen
Verbindung der Gliederungsprinzipien der Weifi/ Mohgschen Kristallsysteme
sowie den von ihm selber eingefiihrten Kristallklassen mit den neugefaften
“Grundformen” vor und baute darauf ein methodisch pragnantes, materialrei-
ches “System der Krystalle” (Titel der Arbeit) auf. Diese Studie erreichte im
Unterschied zu den anderen nicht nur Bekanntheit unter den deutschsprachi-
gen Kristallographen, sondern fand auch in Frankreich Beachtung und diente
etwa A. Bravais als Anregung bei der von ihm durchgefiihrten Modernisie-
rung des atomistischen Programms (vgl. §3).

Frankenheim nahm bei aller Neigung zur dynamistischen Theorie des
Materieaufbaus?® eine insgesamt eher vorsichtige, “ausgewogene” Stellung im
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Atomismus-Dynamismus-Streit ein. Die zeitgenossische atomistische Theo-
rie, deren Hauptvertreter in Frankreich arbeiteten, war in den 1830er Jahren
durch die Ablésung des Laplaceschen Programms durch ein komplexeres Netz
der entstehenden mathematischen Physik des 19. Jahrhunderts gekennzeich-
net [Fox 1970, 1974]. Frankenheim beurteilte dementsprechend die Atomistik
als ein System komplizierter Hypothesen, durch die die Phinomene der Gra-
vitation, der Elektrizitat, des Lichts und der Warme nur zum Teil und nicht
immer uberzeugend erklart wurden (1835, 2f.). Doch erkannte er ihre weit-
reichende und vielfaltige Mathematisierung im Rahmen der zeitgenossischen
rationalen Mechanik, insbesondere der Elastizitatstheorie (vgl. [Fox 1970,
1974; Arnold 1983/84]), umstandslos als Entwicklungsvorsprung gegeniiber
dem dynamistischen Ansatz an. Er hoffte zwar, selber in gewissem Mafle zu ei-
ner Mathematisierung innerhalb des vom Dynamismus gepragten Programms
beitragen zu koénnen (Kristallklassen), glaubte aber realistischerweise nicht
daran, die klaffende Liicke im Handstreich iiberwinden zu kénnen, und sah

daher die Notwendigkeit eines Einbezugs auch atomistischer Konzeptionen in
die Theoriebildung.

In seiner Physik der festen Korper akzeptierte er den Erfolg — obwohl
nicht die Wahrheit — der atomistischen Hypothese, setzte aber an die Stelle
der Haliyschen Auffassung sich beriihrender polyedrischer Molekiile, an La-
place und Poisson anschlieBend, die Annahme von Zwischenraumen zwischen
den Teilchen. Diese sollten gitterférmig angeordnet sein und durch eine Kom-
bination anziehender und abstofilender Kréfte gebunden werden. Fiir die geo-
metrische Konfiguration prazisierte er:

“In den krystallisierten Korpern liegen die Theilchen vollig symme-
trisch neben einander, d.h. wenn man von zwei Theilchen im Innern
des Krystalls parallele Linien zieht, so wird, wenn von dem einen
ein Theilchen getroffen wird, auch von dem andern ein Theilchen
nach einem gleichen Intervall getroffen werden” (1835, 311).

In dieser Weise gab er eine konfigurative Beschreibung eines Kristallgit-
ters, das implizit auf die Translationsinvarianz der Kristallstruktur hinwies.

Diese Idee Frankenheims war nicht vollig neu. Schon gute zehn Jahre
vorher hatte der Physiker und Mathematiker, L.A. Seeber, ein Gau8-Schiiler,
diese Konzeption als einen Beitrag zur Modernisierung der “alten” (Haiiy-
schen) Auffassung der atomistischen Kristallstrukturtheorie vorgestellt (See-
ber 1824). Auch Gaup selber dachte ganz in diesem Sinne, wie seine Be-
sprechung einer Arbeit Seebers mit anderem Thema, namlich aus der Zah-
lentheorie, zeigt. Seeber hatte in einer Abhandlung uber Reduktionstheorie
ternarer, positiv definiter quadratischer Formen (1831) den Gaufischen An-
satz aus den “Disquisitiones Arithmeticae” fortgesetzt; und Gau8 wies in
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seiner Besprechung (Gaufl 1831) aufler auf das zahlentheoretische Verdienst
der Arbeit auf eine — damals — erstaunliche Beziehung zwischen Zahlen-
theorie und Kristallographie hin, die durch die geometrische Interpretation
emner Klasse quadratischer Formen als ein Gitter (mit verschiedenen Basis-
darstellungen) eroffnet wurde. Im Gauinachla8 finden sich Notizen, in denen
diese Idee insbesondere unter dem Gesichtspunkt des Rationalititsgesetzes
ein Stiick weiter verfolgt wird. Wie so viele andere der Gauflschen Ideen
blieb jedoch auch diese ohne merklichen EinfluBl auf die weitere Entwicklung
der Kristallographie des 19. Jahrhunderts [Groth 1926, 891F.].

Wahrend Gaufl und Seeber dem atomistischen Programm verbunden
gewesen zu sein scheinen, strebte Frankenheim eine Verbindung der dynami-
stischen mit der atomistischen Theorie des Kristallaufbaus an. Den Schliissel
fiir eine solche Verbindung sah er in der Fortentwicklung der Symmetrie-
konzepte, die ja in beiden Ansitzen schon eine Rolle spielten. Frankenheim
hoffte, die Verbindung durch die Annahme herstellen zu konnen, dafl die je-
des Teilchen in gleicher Weise umgebenden Kréftesysteme eine Symmetrie
aufweisen, die im Sinne des (erweiterten) Weifilschen Programms zu verste-
hen waren. Konsequenterweise ging er davon aus, daf§ diese Symmetrie die
aulere Gestalt sowie die optischen und elektrischen Eigenschaften des Kri-
stalls determinieren (1835, 293).

Auf der anderen Seite stellte er die Hypothese auf, daf§ die Spaltungsei-
genschaften durch die Symmetrie des Gitters bestimmt werden. Diese Hy-
pothese bezog ihre Plausibilitat aus der Beobachtung, daf die maxima-
len Punktsymmetriesysteme der Haliyschen Grundformen — bis auf zwei
Ausnahmen— mit einer der holoedrischen Symmetrien der Wei/Mohsschen
Kristallsysteme libereinstimmen, sodafl sie sich in naturlicher Weise den 7
Kristallsystemen?! einordnen lassen. Ausnahmen bildeten dabei lediglich das -
Tetraeder und das schiefe Rechteckprisma (Nr. 3, 14 in der Liste von §1.2);
das erste wegen “zu kleiner”, lediglich hemiedrischer Symmetrie, das letztere,
weil es die Symmetrie des Parallelepipeds aufweist und daher bei Einnahme
eines Symmetriegesichtspunktes lediglich als nichtgenerische Form des Par-
allelepipeds erscheint.

Den Grund fiir diese Ubereinstimmung suchte Frankenheim in den Sym-
metrieeigenschaften der zugrundeliegenden Kristallgitter. In seiner spateren
Arbeit formulierte er das folgendermafien:

“Man findet aber neben jener bloss auf die Gesetze der Symmetrie
gegrindeten FEintheilung (in Kristallsysteme/-klassen; E.S.), dass
die Theilchen der Krystalle auf fiinfzehn verschiedene Arten geord-
net sein koénnen, und diese fiinfzehn Arten stimmen in allen Bezie-
hungen mit den fiinfzehn Grundformen tberein, deren Anzahl also
durch die Theorie als nothwendig begriindet wird. Diese und andere
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Resultate ergeben sich aus der einfachen Voraussetzung, dass die
Theilchen im Krystall symmetrisch gelagert sind.” (Frankenheim
1842, 483)

Seiner Auffassung nach wirkt sich die Symmetrie des Teilchengitters in
der mechanischen “Structur”, d.h. den Elastizitats- und Kohasionseigenschaf-
ten des Kristalls aus (1835, 292, 296). Daher konnte er die Ergebnisse der
Haliyschen Spaltungsversuche als empirischen Hinweis auf die Symmetrie der
Raumgitter interpretieren. Aus dieser Beziehung — anscheinend nicht aus ei-
ner systematischen Untersuchung der Symmetrietypen von Raumgittern —
begriindete er die Vermutung, daf sich die Gitter in 15 “Ordnungen”?? un-
terteilen, die in direkter Weise den “Grundformen” korrespondieren sollten.

Frankenheim erschien die Ausfihrung einer theoretischen Begriindung
dieser Vermutung nicht als Prioritat, weil er die atomistische Auffassung nicht
als “Wahrheit” sondern lediglich als Gedankenmodell anerkannte. Er zeigte
sich jedoch tiberzeugt davon, dafl Anhanger der atomistischen Theorie die von
ihm nur angedeuteten Zusammenhange in nicht zu ferner Zukunft ausfihren
wiirden.?? Und in der Tat bestatigte Bravais’ Analyse keine zwei Jahrzehnte
spater Frankenheims Vermutung?? im wesentlichen; Bravais stellte lediglich
die Identitat zweier der 15 “Ordnungen/Grundformen” unter dem Symme-
triegesichtspunkt fest (schiefes Rhombenprisma und parallelogrammatische
Dipyramide) und reduzierte so die Frankenheimschen “Ordnungen” auf die 14
nach ihm benannten Raumgittertypen (Bravais 1850, 97, Anm. — vgl. §3.3).
Eine Zusammenstellung der Frankenheimschen “Ordnungen/Grundformen”
und ihre Beziehung zu den “Grundformen” Hatys, sowie zur Bravaisschen
und modernen Charakterisierung der Raumgittertypen findet sich in Tab. 3.

Frankenheim war sich dariiber im klaren, daf} die Einteilung in “Grund-
formen/Ordnungen” (Raumgittertypen) und in Kristallklassen nicht in ei-
ner linearen Klassifikationshierarchie zu erreichen war. Das fihrte thn zwi-
schenzeitlich dazu (1835), die Kristallklassen als sekundares Merkmal anzuse-
hen und die Auszeichnung von Grundform und Kristallsystem hervorzuheben.
Diesen Standpunkt differenzierte er jedoch spater und entwickelte in seiner
umfangreichen Studie (1842) eine finfgliedrige Einteilung in Kristallfamilien
(bei Frankenheim (1842) “Classe” oder “System”), Gittertypen (bei Franken-
heim: “Ordnungen” bzw. “Grundformen”), Kristallklassen (bei Frankenheim
“Familien”), eine rein geometrisch bestimmte Verfeinerung von Gittertypen
und Kristallklassen, die er als “Gattungen” bezeichnete. Die “Gattungen”
waren nun nach Frankenheim wiederum je nach der chemischen Zusammen-
setzung (entsprechend der Summenformel) in “Arten” zu unterteilen. Fran-
kenheim ging also, anders etwa als Hally und Werner nicht mehr davon aus,
dafB aus der Identitat der Kristallformen auf die chemische Identitat der Mi-
neralsubstanzen zu schlieflen sei.?® Diese Ausdifferenzierung der morphologi-
schen und der chemischen Konzepte war entscheidend durch E. Mitscherlich
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6 “Classen/Systeme”
(Kristallsysteme, -familien)

32 “Familien” 15 “Ordnungen/Grundformen”
(Kristallklassen) (Raumgittertypen)

“Gattungen” Gittertyp, Kristallklasse,

(arithmetische metrische Parameter in

Kristallklassen) kleinen Intervallen

“Arten” dito., zuséatzlich

chemische Zusammensetzung

“Varietaten” dito., zusatzlich

Ausbildung der Flachen

Fig. 5 Kristallklassifikation bei Frankenheim

gepragt worden, der ab 1819 den “Isomorphismus” von Mineralien, d.h. das
Auftreten chemisch verschiedener Substanzen in kristallographisch aquivalen-
ten Formen, aus dem Bereich der Anomalien herausgehoben hatte. Mitscher-
lich sah dies ganz im Gegenteil als ein gesetzmafBig reguliertes Phanomen an
und begann, es zur Gewinnung in Einsichten Giber chemisch analoge Substan-
zen und Verbindungen zu verwenden [Melhado 1980, Schiitt 1984, 138ff.].

Zusatzlich zur “Kristallart” hatte Frankenheim dariiberhinaus in (1835)
noch die “Kristallvarietat” betrachtet, bei der auer den Angaben zur “Art”
(Gittertyp, Kristallklasse, metrische Parameter, chemische Zusammenset-
zung) die am starksten ausgebildeten Flichen (einfache/zusammengesetzte
Kristallgestalt) anzugeben waren (1835, 295) (vgl. Fig. 5).

Bei der obersten Einteilung in 6 Kristallfamilien (“Classen/Systeme”)
verwendete Frankenheim in leichter Modifikation die Weilschen Achsensy-
steme (Frankenheim 1842, 480, 485).2% Er faBte dabei das trigonale und das
hexagonale System mit den 12 Kristallklassen Dgn, D¢, Csn, Cov, Co, D3n,
Csh, D34, Csy, Cs = Cs3;, D3, C3 und den zwei “Grundformen” hexagonales
Prisma und Rhomboeder (entsprechend den Raumgittertypen 3P und 3R) in
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seiner “hexagonalen Classe” zusammen (ebda., 517-545). Dal — im Unter-
schied zu den anderen 5 Kristallfamilien (bzw. Systemen) — hier nicht jede
Kristallklasse mit beiden (allen) “Grundformen” sondern nur mit den spezi-
fisch trigonalen (D34 und deren Untergruppen) zu kombinieren ist, erwahnte
er nur beilaufig in der Form, dafl das Rhomboeder

“... auch als Hemiedrie des hexagonalen Systems aufgefasst werden
(kann)” (1840, 518).

Dafl in diesem Gesichtspunkt ein zum gewohnlichen Konzept der He-
miedrien querliegender Aspekt eingefiihrt wurde, der spater die Unterschei-
dung von Kristallsystemen und Bravaisystemen gerade fiir die Abgrenzung
des hexagonalen Falls vom trigonalen notwendig werden lie8, scheint Fran-
kenheim nicht als ausdrickliches Problem interessiert zu haben. Seine Zu-
sammenfassung des hexagonalen und des trigonalen Systems war eine seinem
Prazisierungsniveau der zugrundeliegenden Strukturen adaquate Verarbei-
tung des Problems, das spater zur Zusammenfassung der unterschiedlichen

Einteilung der 7 Kristallsysteme und 7 Bravaisysteme in 6 Kristallfamilien
fihrte (Neubiiser e.a. 1981) (vgl. Anhang 1).

Nach Frankenheim wurde eine “Kristallgattung” nun im wesentlichen
durch die Angabe von “Familie” (heute Kristallklasse) und “Grundform”
(heute Raumgittertyp) bestimmt. Dartiberhinaus forderte er noch die Angabe
der durch Kristallklasse und Grundform noch nicht determinierten metri-
schen Parameter im Rahmen kleiner Intervalle (Temperaturschwankungen!)
(1840, 485). So besa$ seine Klassifikation zunachst, d.h. noch vor der Unter-
scheidung durch freie metrische Parameter, 69 theoretisch mogliche, wesent-
lich verschiedene “Gattungen”, von denen nur eine Teil durch empirisch beob-
achtete Mineralien besetzt wurde. Stellt man die Redundanz seiner “Grund-
formen” im monoklinen System in Rechnung (vgl. Tab. 3), so reduziert sich
die Anzahl auf 69 — 3 = 66. Frankenheims Angabe der “Kristallgattungen”
stellte bis auf diese kleine Unkorrektheit eine hochst bewundernswerte und
konsequente Vorform der Einteilung dar, die im modernen Sinne durch die
arithmetischen Kristallklassen erzielt wird (vgl. Anhang, insbesondere Tab.
11). Natiirlich geschah das ohne Bezug auf die arithmetische Aquivalenz von
Raumgruppentypen — gab es fir Frankenheim ja nicht einmal einen Anklang
an die Idee der Raumgruppentypen — sondern als Ergebnis der Einteilung
aller denkbaren Kristallformen und -strukturen nach dem Doppelkriterium
der Punktsymmetrie (Kristallklasse) und der Grundform (Raumgittertyp).

Der Entwurf eines Konzepts des Raumsymmetriesystems, das beide
Aspekte zu integrieren imstande gewesen ware, wie wenig spater etwa bei Bra-
vais (vgl. §3.4), lag nicht in Frankenheims Reichweite. Und dennoch erreichte
er eine erste, suggestive Verbindung der Klassifikationsprinzipien der dynami-
stischen (deutschen) mit denen der atomistischen (franzésischen) Strémung
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der Kristallographie. Seine Vision, auch auf theoretischer Ebene durch das
Symmetriekonzept eine Integration zu erreichen, blieb allerdings zunachst
unbewiesen und als uneingeholtes Ziel der weiteren Erforschung tberlassen.

2.6 Zur Rolle des dynamistischen Programms bei der Ausarbeitung
elementarer Symmetriekonzepte und des Vektorraumbegriffs

Die Entwicklung des vom Dynamismus beeinflufiten Forschungsprogramms
der Kristallographie von Wei bis Frankenheim bestatigt und erweitert die
in der jingsten Wissenschaftshistoriographie mehr und mehr anerkannte Be-
obachtung, dafl diese philosophische Stromung in ihrer Hauptwirkungsphase
zu Beginn des 19. Jahrhunderts keineswegs einen bloB retardierenden Ein-
fluB auf die Entfaltung naturwissenschaftlicher Forschung gehabt hat. Dies
wurde insbesondere fur Elektrochemie, Elektromagnetismus und Teile der
Biologie von verschiedenen Autoren nachgewiesen;?” fiir die Kristallographie
anerkennt Burke [1966] generell einen (positiven) Einflufl der Schellingschen
Philosophie auf Weif, wahrend Fischer [1962, 1963 zwar anhand der Bezie-
hung Fichte-Weif} die weltanschauliche Aufgeschlossenheit des jungen Weifl
demonstriert, jedoch die Starke des Mineralogen Weif in dessen spaterer re-
lativer Distanzierung von der Naturphilosophie begriindet sieht.

Soweit das moglicherweise fir die empirische Seite von dessen Arbei-
ten gelten mag, sowenig wird eine solche Bewertung den theoretisch orien-
tierten Forschungsbeitragen von WeiB), insbesondere in Richtung Symmetrie
und vektorieller Charakterisierung der Kréftesysteme, gerecht. Zwar wurde
das “Symmetriegesetz” noch von Haliy in die Geometrie der atomistischen
Kristalltheorie eingefihrt, es besal dort aber durch die morphologische Bin-
dung an die Polyedergestalten der “Kerne” kaum die Moglichkeit fiir eine ei-
genstandige Entfaltung zu einem geometrisch-mathematischen Grundbegriff
der Kristallstruktur. Eine Anderung erfolgte mit der von der dynamistischen
Auffassung gepragten Einfilhrung der Achsensysteme in die Kristallographie
durch Wei}. Diese wurden zum Schlisselkonzept bei der Ausarbeitung der
strukturellen Charakterisierung der Kristallformen sowohl vom Standpunkt
der Punktsymmetrie aus (Kristallsysteme, Kristallklassen) als auch von dem
des Rationalitdtsprinzips (rationale Vektorrdume). Die dynamistische Philo-
sophie hatte demnach einen bedeutenden Ewnfluf auf die Herausbildung derje-
nigen Hintergrundkonzepte und Fragestellungen der Kristallographie, die die
Klirung des (Punkt-) Symmetriegesichtspunkts und des Rationalitdtsprinzips
maglich machten. Sie wurde so zu einer wesentlichen Bedingung fiir die Ausar-
beitung der Konzepte der Kristallsysteme (Weif8), der Kristallklassen (Fran-
kenheim, Hessel), einem ersten Ansatz der Algebraisierung der Kristallsym-
metrien (Frankenheim, J.G. Gramann), der allgemeinen endlichen Punkt-
symmetriesysteme (Hessel) und des rationalen Vektorraums (J.G. Graimann,
Hessel) also einer ganzen Reihe geometrisch-struktureller Konzepte, die sich
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auf langere Sicht als von besonderer mathematischer Bedeutung erweisen
sollten.

Die Bedeutung der dynamistischen Philosophie blieb aber nicht auf diese
unmittelbare Wirkung auf eines der beiden miteinander konkurrierenden For-
schungsprogramme der Kristallographie beschrankt. Ahnlich wie das atomi-
stische Programm auf Konstituierung und Weiterentwicklung des dynami-
stischen EinfluB nahm — besonders deutlich bei Weifl und Frankenheim —
blieben die im letzteren ausgearbeiteten Konzepte, insbesondere die Verfei-
nerung des Symmetriebegriffs, nicht ohne Einwirkung auf das erstere (vgl.
83). Die so bewirkte Vertiefung des Symmetriestudiums in der Kristallogra-
phie forderte dann wiederum die explizite Einfiihrung des Gruppenkonzepts
in die Geometrie (vgl. §4). Insofern stellt sich der weiterwirkende Einflul der
dynamistischen Naturphilosophie auf die Konzeptbildung der geometrischen
Kristallographie als Vermittlungsglied einer indirekten Wirkung auch auf die
Mathematik dar.

Auch bei der Herausbildung des Vektorraumkonzeptes wurde der Ein-
flufl der dynamistischen Kristallographie auf die Mathematik mehrfach gebro-
chen. Selbst wenn wir annehmen diirfen, dafl die “geometrische Combinati-
onslehre” des Justus Giinther Grafimann neben seinen aufleren Produkten im
euklidischen Raum ein wesentlicher Ausgangspunkt fiir Hermann Grafimanns
“Ausdehnungslehre” war, so blieb bekanntlich sogar die Rezeption der letz-
teren wahrend des 19. Jahrhunderts dulerst schwach. Die Ubernahme in den
Kernbestand der Mathematik erfolgte erst nach einer breiteren Aufnahme
in weitere Zweige der Naturwissenschaften (Elektromagnetismus, Mechanik),
als sich im ersten Drittel des 20. Jahrhunderts aktive mathematische For-
schungszweige, insbesondere die Funktionalanalysis, herausbildeten, die sich
dieses Konzept fruchtbringend aneignen konnten. Das fithrt auf eine andere
Geschichte, die an dieser Stelle nicht weiter verfolgt werden kann;?® fest-
zuhalten bleibt hier jedoch, dafl die vektoriellen Ideen der dynamistischen
Kristallographie lediglich indirekt, zeitlich verzogert und abgeschwacht in die
Mathematik hineinwirkten.
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§3 Punkt- und Raumgittersymmetrien im
atomistischen Programm der Jahrhundertmitte (A. Bravais)

3.1 Modernisierung des atomistischen Programms

Bis um die Jahrhundertmitte stand die franzosische Kristallographie unter
dem dominierenden Einflul der korpuskularen Theorie Hatliys. Die Neigung
der deutschen Kristallographen zu dynamistischen Hypothesen und die damit
verbundene Kritik an Haily wurde mehrere Jahrzehnte lang als unklar und
wenig serios angesehen. Besondere Kritik richtete sich dabei naturlich auf
C. S. Wei.! Die iiberwaltigende Dominanz Haiys fithrte nach dessem Tode
bis zu Beginn der 1840er Jahre zu einer relativen Stagnation der theoreti-
schen Kristallographie in Frankreich, also gerade wéhrend jener Zeit, in der
im deutschsprachigen Raum unter dem Einflufl dynamistischer Vorstellungen
vektorielle und Punktsymmetriekonzepte erarbeitet wurden.? Ab etwa 1820
bis zu Beginn der 1840er Jahre verdnderten sich unter dem Einflu8 der Che-
mie auch die Auffassungen des Molekularaufbaus der kristallinen Materie,
sodaf schliellich eine Anpassung der Haliyschen Theorie an die neueren Er-
kenntnisse der Chemie und der geometrischen Kristallographie erforderlich
wurde [Melhado 1980; Mauskopf 1976; Schiitt 1984].

Ein wichtiger Vertreter dieser Modernisierungsbestrebungen war G. De-
lafosse (1796-1878).2 In einem der Académie des Sciences vorgelegten Bericht
schloB er sich zwar der Haliyschen Vorgehensweise an, von der aufleren Ge-
stalt und den einschlagigen physikalischen Eigenschaften der Kristalle auf
die innere Struktur des molekularen Aufbaus zuriickzuschlielen, aber er hielt
Haliys Annahme der “molécules intégrantes” fur eine “falsche Hypothese”
(Delafosse 1840, 395), da sie ihm mit den zeitgenossischen chemischen Er-
kenntnissen tiber die Zusammensetzung der Molekiile aus Atomen unver-
einbar erschien. Delafosse schlug stattdessen die abstrakte Konzeption einer
gitterformigen Anordnung der Molekille vor, wie vor ihm schon Gauf und
Frankenheim. Die Haiiyschen “molécules soutractives” reprasentierten seiner
Ansicht nach lediglich die parallelepipedischen Konfigurationen, aus denen
die Kristallgitter aufgebaut sind (1840, 397; 1843, 649f.), die Grundformen
Haiiys die verschiedenen Typen von Gitterkonfigurationen (ebda., 396f.).

Da Haiiys “Symmetriegesetz” durch Bezug auf die Grundformen (bzw.
die “hypothetischen Kerne”) formuliert war und deren volle Symmetrie mit
den Holoedrien der Weil/Mohsschen Kristallsysteme tbereinstimmten (vgl.
§2.5 und §3.2), mufiten die im Weifischen Programm als “Halb-” oder “Vier-
telflachner” identifizierten Kristalle im Haliyschen Programm als Anomalien
erscheinen: sie stellten gegeniiber dem allgemeinen Gesetz Ausnahmen mit
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reduzierter Symmetrie dar. Delafosse wies auf ebensolche “Anomalien” (in
dieser Bezeichnungsweise) etwa anlafilich der Beispiele Pyrit, Borazit, Tur-
malin und Quarz hin (Kristallklassen T}, Ty, Cs,, D3) (1840, 3971L.).

Delafosse stellte sich also ausdriicklich dem Problem der Hemiedrien,
mit dem sich die dynamistischen Kristallographen in den vergangenen Jahr-
zehnten so erfolgreich beschaftigt hatten. Thm erschien jedoch die dynami-
stische Konzeption, wie sie insbesondere von Weifl vertreten worden war,
so unverstandlich, dafl er schlichtweg behauptete, die “deutschen Theorien
(théories allemandes)” handelten nur von den &uleren Formen der Kristalle
und enthielten keine Strukturtheorie (Delafosse 1843, 645, 659).° Er war da-
gegen davon iiberzeugt, dafl die atomistische Theorie so iberarbeitet werden
konnte, daf sie den scheinbaren Anomalien Rechnung tragt. Man miisse dazu
nur das Haliysche “Symmetriegesetz” verfeinern, indem kongruente Teile der
geometrischen Struktur des Kristallbaus (“parties, déja semblables de forme”)
als nicht notwendig physikalisch dquivalent (“physiquement identiques”) an-
gesehen werden (ebda., 653f.). Diese Annahme flihrte ihn zur Hypothese eines
Aufbaus der “integrierenden Molekiile” Haiiys aus “physikalischen Molekiilen
(molécules physiques)”, die der Gesamtkonfiguration eine Symmetriereduk-
tion aufpragen konnen.

So versuchte er aus den erscheinenden Kristallformen einer Kristallart
und ihren physikalischen Eigenschaften auf die “Symmetrie der ihr Molekul
konstituierenden Gruppe von Atomen (symétrie du groupe atomique qui con-
stitue sa molécule)” zu schlieBen (ebda., 399). Diese determiniere umgekehrt
die Symmetrie der erscheinenden Gestalten, sowie — bei entsprechender Kon-
stellation — die der physikalischen Eigenschaften des Kristalls, wie etwa die
Pyroelektrizitat.

Bei der Anwendung diese Prinzips einer gegenseitigen Erganzung von
Gitterkonfiguration und Molekiillsymmetrie bei der Erklarung der verschiede-
nen Kristalleigenschaften (Spaltungsformen einerseits, erscheinende Kristall-
formen, elektrische und optische Eigenschaften andererseits) scheute er vor
der Bildung pragnanter ad-hoc Hypothesen nicht zuruck. So erklarte er etwa
die sich in der “polaren” Eigenschaft der Pyroelektrizitat auflernde “Anoma-
lie” des Borazits (Kristallklasse T;) dadurch, daf3 die physikalischen Molekiile
regulire Tetraeder mit gleicher Ausrichtung von Basis zu Spitze bilden (1840,
400); beim Quarz (Kristallklasse D3) habe das rhomboedrische Molekiil eine
Verformung quer zu seiner Achse erlitten (“a subi une sorte de distorsion ...
perpendiculairement & son axe”; ebda.) usw.

Bei aller Neigung zur ad-hoc Hypostasierung konkreter Polyederkonfi-
gurationen fiir die physikalischen Molekiile enthielt Delafosses Beitrag einen
sehr fruchtbaren Ansatz fiir eine Fortentwicklung der atomistischen Kristall-
theorie iiber Haiiy hinaus, ohne sich von diesem prinzipiell zu distanzieren.
Er enthielt Ideen fiir eine Behebung der Anomalien des Hatiyschen Symme-
triegesetzes und pafite die Grundkonzepte der atomistischen Theorie an den
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Stand der zeitgendssischen Chemie an. Fiir eine konsequentere Durchfiihrung
der von Delafosse vorgeschlagenen Modernisierung des atomistischen Pro-
gramms, die eine allzu schnelle Bindung an Hypothesen tiber die konkreten
Atomkonfigurationen in den physikalischen Molekiilen vermied, war aller-
dings die Klarung dreier grundlegender Problematiken notwendig;:

— die Prazisierung der iberhaupt moglichen Symmetrietypen der Molekiile
ohne Bindung an spezielle Polyederkonfigurationen (also die Klassifika-
tion der Punktsymmetriesysteme),

— eine genauere Analyse des Zusammenhangs zwischen Gitterkonfiguratio-
nen und zugehorigen Grundformen

— und schlielich die Herausarbeitung der Prinzipien, nach denen Mo-
lekiilsymmetrien und Gitterkonfigurationen bei der Bildung der Kristall-
struktur zusammenwirken.

Alle drei Fragenkomplexe wurden von A. Bravais in drei aufeinander
aufbauenden Arbeiten behandelt (1849b, 1850, 1851).

Auguste Bravais (1811-1863) studierte an der Ecole Polytechnique, wur-
de danach Marineoffizier, Teilnehmer an verschiedenen geographischen Ex-
peditionen, Astronomiedozent und ab 1845 schliellich Professor der Physik
an der Ecole Polytechnique [Birembaut 1970]. Gegen Ende der 1840er Jahre
befaf8te er sich mit Kristallographie und studierte dazu auch die zeitgenossi-
schen deutsch- und englischsprachigen Arbeiten. Er kannte und zitierte Er-
gebnisse u.a. von Weif}; Miller und Frankenheim.” Das unterschied ihn von
Delafosse, der den Arbeiten der dynamistischen Stréomung, insbesondere de-
nen von Weif} selbst, mit grofler Skepsis und deutlicher Ablehnung gegentiber-
stand und diese bestenfalls von ihren phanomenologischen Ergebnissen her
zu akzeptieren bereit war (Delafosse 1843, 644f., 659). Bravais konnte so we-
sentliche Impulse aus dem Symmetriestudium der dynamistischen Richtung
aufnehmen und erfolgreich in der Modernisierung der atomistischen Kristall-
theorie einsetzen.

In der Tat gelang es Bravais, die ersten beiden dieser drei Problemfel-
der weitgehend aufzukléren. Die Bearbeitung des dritten fihrte ihn auf die
Formulierung einer Theorie, die in der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts
eine mindestens vergleichbare, vielleicht sogar gréflere Bedeutung bekam als
die Hatiys in der ersten Halfte. Bravais’ Theorie trat dartiberhinaus in eine
auflerst fruchtbare Wechselbeziehung mit der zeitgenossischen Mathematik.

3.2 Bravais’ Klassifikation der Punktsymmetrien

Bravais’ erste grofilere Arbeit in diesem Kontext, sein “Mémoire sur les
polyédres de forme syméirique” (1849b) war rein geometrischen Inhalts (wie
auch die zweite — vgl. §3.3). So stellte er ahnlich wie Hessel — dessen Arbeit
er allem Anschein nach nicht kannte® — das allgemeine Symmetriestudium
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der Entwicklung der eigentlichen kristallographischen Theorie voran. Gegen-
stand der Abhandlung war ein systematisches Studium der Symmetrien end-
licher rdumlicher Punktsysteme. Dabei fafite er ein solches Punktsystem als
Eckenkonfiguration eines Polyeders auf und bezeichnete es dementsprechend

als (abstraktes) “Polyeder” ((1849b, 21).

Auf solche verallgemeinerte “Polyeder” bezogen, erklarte er verschie-
dene Typen von Symmetrien durch Diskussion folgender Symmetrieelemente

(1849b, 21f.):
— Symmetriezentrum (“centre de symétrie” C') bei Punktinversion,
— Symmetrieachse (“ligne de symétrie” L, L' bzw. A) bei Rotationssym-
metrie,
— Symmetrieebene (“plan de symétrie” P, P' oder II) bei Spiegelungssym-
metrie.
Die Notwendigkeit der Einfithrung von Drehspiegelungen bzw. zugehdri-
ger eigener Symmetrieelemente entging Bravais.

Er charakterisierte die Symmetrieelemente durch geometrische Kon-
struktionsvorschriften fiir die Gewinnung des symmetrischen Bildes jeder der
endlich vielen Ecken des Polyeders. Insofern arbeitete er explizit mit Abbil-
dungen endlicher Punktmengen. Durch die allgemeine Angabe der Konstruk-
tionsvorschrift war jedoch prinzipiell die Abbildung jedes beliebigen Punk-
tes, beliebiger Raumteile und — in der Konsequenz — sogar des euklidi-
schen Raumes selbst angedeutet. Ein Stick weit realisierte Bravais spater
diese Potentialitat selber bei der ["Jbertragung der Polyedersymmetrien auf
die Raumgitter (1850). Insofern enthielt die Angabe eines Symmetrieelemen-
tes ber Bravais die Andeutung einer zugehorigen Isometrie des euklidischen
Raumes, bzw. bestimmter endlicher oder unendlicher Teilmengen, ohne diese
jedoch als Abbildungen explizit zu thematisieren.

Zur Beantwortung der Fragen nach samtlichen Symmetrieelementen ei-
nes Polyeders entwickelte Bravais Ansitze eines systematischen Studiums
des geometrisch-logischen Zusammenhangs verschiedener Symmetrieelemente
untereinander. Insbesondere legte er dar, dafl aus der Existenz zweier Sym-
metrieelemente in der Regel ein weiteres notwendig folgt und analysierte die
Art dieser Verbindungen (Tab. 4). Sein Argument lief dabei in naheliegen-
der Weise durch Verkettung der beiden zugeordneten Symmetrieoperationen
fir die Eckpunkte des Polyeders und Nachweis der geometrischen Aquiva-
lenz zur Operation, die einem (dritten) Symmetrieelement zugeordnet ist. In
dieser Hinsicht war in seiner Argumentation der operationale Kern — und
damit das implizit enthaltene Gruppendenken — wesentlich deutlicher her-
ausgebildet als bei Hessel.

Ahnlich wie Hessel betrachtete Bravais die zu einem Symmetrieelement
gehorenden Symmetrien, implizit also Untergruppen des betrachteten Punkt-
symmetriesystems; und in ahnlicher Weise verwies er bei der Diskussion von
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Tabelle 4
Kombination von Symmetrieelementen bei Bravais
2 Symmetrieelemente fuhren auf (1849b, Satz)

P, C (auf P) L durch C (orth. P) 4
P, P/ L im Schnitt von P, P’ 5

und falls P Y P’
weitere P, ... 7
P, L L' 8
und P/, P" ..., 9
L, L weitere L', L', . .. 10

Symmetrieelementen “derselben Art (de la méme espéce)’ implizit auf Konju-
gationsklassen von Untergruppen. Eine “Hauptachse (aze principale)’ fiihrte
er jedoch von der Methode her weniger “gruppentheoretisch” als Hessel ein
(jedoch mit demselben Resultat), namlich als Achse, die zu allen anderen
Achsen und Symmetrieebenen orthogonal ist (1849b, 24). Da er den Ach-
senbegriff enger fafite als Hessel (Rotationsachse), gab es bei Bravais nicht-
triviale Symmetrietypen ohne Achse, sodaf er eine Grobeinteilung der end-
lichen Punktsymmetrien in drei Typen erhielt: achsenlose, mit Hauptachse,
“sphéroedrische” (mit Achsen aber ohne Hauptachse, d.h. Symmetriesysteme
von reguléaren Polyedern).

In der weiteren Analyse ermittelte Bravais fiir jeden Symmetrietyp die
Anzahl und geometrische Konfiguration konjugierter Symmetrieelemente. Er
fihrte zu ihrer Angabe eine abkiirzende Notation ein:

— L*, A* Achse, bzw. Hauptachse der Ordnung k,
— C Inversionszentrum,

— Pk, TI* Spiegelungsebene orthogonal zu einer Achse L* bzw. Hauptachse
A¥ '

— qL*, qL'*, qP¥, ¢P'*, ... Konjugationsklassen von je q Symmetrieele-
menten des angegebenen Typs.

Damit gelang ihm eine Repréasentation eines Punktsymmetriesystems
durch das “Symbol der Polyedersymmetrie (symbole de la symétrie du polyé-
dre)”, das die abkiirzende Zusammenstellung aller Konjugationsklassen von
Symmetrieelementen enthielt. Bei zyklischen und diedrischen Symmetrien
mit Hauptachse gerader bzw. ungerader Ordnung aber desselben Schoenflies-
Typs waren Bravais’ “Symbole” daher verschieden.
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Beispiel: Diedersymmetrien
Ds4n symbolisiert durch [A%9,¢L?, ¢L?, C, 11, ¢P2%, ¢P"]
Dy 4411 symbolisiert durch [A291! (2¢ + 1)L2, 11, (2¢ + 1) P)

Durch die getrennte Aufzahlung der 3 “achsenlosen” Symmetriesysteme

C, Bravaissymbol [0L, 0C, OP]
C; ” [0L, C, OP]
Cs =C1y = Chi ” [0L, 0C, P]

und die Aufspaltung der 7 Serien mit Hauptachse in je zwei hatte Bra-
vais zusammen mit den 7 “spharoedrischen” Systemen prinzipiell insge-
samt 24(= 2 x 7+ 7 + 3) “Klassen symmetrischer Polyeder (classes des
polyédres symétriques)” erhalten konnen. Ein Problem entstand jedoch bei
der Schoenflies-Serie C,,, da Bravais keine Drehspiegelungen als Symme-
trieelemente eingefiihrt hatte. Lediglich fur den Fall n = 2¢ + 1 gab es in
Bravais’ Zugang eine Darstellung, da hier eine Punktinversion auftritt und
die Gruppe durch eine Inversionserweiterung aus einer zyklischen Gruppe
ungerader Ordnung erzeugt werden kann (Cag+2 = [A2F1, 0L2, C, OP)).
Ahnliches gilt jedoch nicht fiir den Fall n = 2¢, d.h. die Teilserie Cy,°

Das fuhrte Bravais auf die nicht ganz vollstéindige Klassifikation der
“symmetrischen Polyeder” in einer Liste, die zusammengefafit die unrichtige
Aussage ergibt von

“Theorem” 1 (Bravais 1849b, 61):

Es gibt 23 (!) “Klassen symmetrischer Polyeder”, davon drei achsenlose, 13
mit Hauptachse (1), 7 spharoedrische. Deren “Symbole” sind in Tab. 5 ange-
geben.

In dieser Form der “Klassen symmetrischer Polyeder” erreichte Bra-
vais eine fast vollstandige implizite Klassifikation der endlichen orthogonalen
Gruppen im euklidischen Raum. Durch seine Charakterisierung der Symme-
trieelemente durch Ansatze konstruktiv definierter Abbildungen von Punkt-
systemen, die Komposition von Symmetrieelementen, den Systemcharakter
der Symmetriekonfiguration und durch seine Analyse “gleichartiger” (kon-
jugierter) Symmetrieelemente trat die Gruppenstruktur schon recht deutlich
obwohl weiterhin implizit in seiner Arbeit auf.

Die Frage nach den verschiedenen eckentransitiven Polyedertypen einer
“Klasse” diskutierte er in der Form der minimalen Eckenzahl (implizit Mach-
tigkeit von Punktorbits) lediglich am Rande. In dieser Hinsicht hatte Hessel
die Analyse der Beziehung zwischen Symmetrie und Gestalt im Sinne einer
Klassifizierung der einfachen Gestalten (also der flichentransitiven Polyeder)
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weitergefuhrt. Auf der anderen Seite war Bravais’ Arbeit der Hesselschen in
der Herausarbeitung der intensionalen Struktur des impliziten Gruppenkon-
zepts klar Uberlegen. Die Unvollstandigkeit seiner klassifizierenden Liste tat

dem kaum Abbruch.

3.3 Bravaissysteme, Raumgittertypen und ihre Isometrien.

Bravais’ Analyse der “Polyedersymmetrien” war lediglich Voraussetzung und
Ausgangspunkt fir ein systematisches Studium ebener und raumlicher Gitter
unter Symmetriegesichtspunkten, dessen Ergebnisse er schon Ende 1848 der
Académie des Sciences vorgelegt hatte.!® Die Publikation erfolgte jedoch erst
etwas spater in Liouvilles Journal (Bravais 1850).

Er begann diese Arbeit mit einer geometrischen Beschreibung adquidi-
stanter Punktreihen, von Netzen (2-dimensionalen Gittern) und raumlichen
Gittern (“rangées, résaux, assemblages de points”). Dabei diskutierte er die
Moglichkeiten, ein Gitter auf verschiedenen Wegen zu erzeugen (aquidistante
Punktreihe — durch Parallelverschiebung erzeugtes Netz — Raumgitter) und
zeichnete Elementarzellen (“parallélogramme/parallélépipéde générateur”)
und die durch Halbierung entstehenden Elementarsimplizes aus (“triangle/te-
traedre élémentaire”) (1850, 7, 22, 54).

Die Punktreihen langs der durch den Ursprung gehenden Kanten ei-
nes Elementarsimplexes bezeichnete er als “konjugierte Punktreihen (rangées
conjuguées)” (ebda., 7). Das war ein geometrischer Zugang zu den verschiede-
nen moglichen Basisdarstellungen eines Gitters, den er durch einen Nachweis
der Konstanz des Flacheninhalts/Volumens der Elementarzellen erginzte
(ebda., 19ff., 42ff.). In naheliegender Weise!! zeichnete er analog eine Mi-
nimalbasis (“triangle/tetraédre principal”) aus (ebda., 22, 54).

Die Wahl der Koordinatenachsen in “konjugierten Punktreihen” fiihrte
ihn auf die algebraische Beschreibung eines Gitters durch Koordinaten in Z2
bzw. Z° (ebda., 8f., 36f.) und Koordinatenwechsel beziiglich verschiedenen
Elemantarzellen auf Matrizen aus GL(3, Z) (ebda., 51f.). So naherte er sich
von seiner Seite der von Gaufl (1831) angedeuteten Beziehung zwischen der
arithmetischen Reduktionstheorie quadratischer Formen und den geometri-
schen Gittern, indem er den Abstand zwischen zwei Gitterpunkten durch den
Wert der quadratischen Form ©O(z,y, z) ausdriickte

d*(P,P') = &(z,y,2)

(z,y,2) Koordinatendifferenz von P, P'1?
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Insbesondere stellte er die Beobachtung an, dafl det® = Volumen einer
Elementarzelle und fir (m,n,!) € Z2, ggT(m,n,l) =1

®(m,n,l) = Flacheninhalt der Elementarzelle einer

Netzebene!® orthogonal zu !

(ebda., 1101f.).

Bravais verfolgte die Beziehung zwischen der arithmetischen Theorie de
quadratischen Formen bzw. Gitter und seiner geometrischen Theorie der
Punktgitter selbst allerdings nicht weiter. Er erganzte die genannten Be-
merkungen lediglich noch um einen Hinweis auf Seeber (1831), der schon
die “einzigartige Analogie (1’ analogie singuliére)” zwischen beiden Gesichts-
punkten bemerkt habe (Bravais 1850, 113). Bravais zitierte dabei allerdings
nur die Gausche Besprechung der Seeberschen Arbeit (Gaufl 1831), in der

dieser Aspekt hervorgehoben worden war.

Zentraler fir den Zweck seiner Untersuchung war die Symmetrieana-
lyse ebener und réaumlicher Gitter. Dabei entwickelte Bravais ein Konzept
der Gittersymmetrien, das mit geometrischen Abbildungen zumindest der
Gitterpunkte arbeitete. Er konzentrierte sich vollig auf den geometrischen
Gesichtspunkt der (euklidischen) Isometrien eines Gitters. Die naheliegende
Beschreibung der Punktsymmetrien eines Gitters durch ganzzahlige Matrizen
nach dem Vorbild der an anderer Stelle von ihm gegebenen arithmetischen
Darstellung von Koordinatenwechseln erwahnte er nicht einmal am Rande;
eine arithmetische Betrachtung der Gittersymmetrien tauchte also bei ihm
nicht ansatzweise auf.

Den geometrischen Gesichtspunkt der Selbstabbildungen eines Gitters
arbeitete er dagegen deutlich heraus. Er verdoppelte ideell das Gitter zu zwei
zunachst tibereinanderliegenden Punktgittern I', I’ und betrachtete dann Be-
wegungen von I, bei festem I', bei denen I' wieder mit I' zur Deckung
kommt:

“Nous supposerons (...), que dans le Résau donné, existent deux
Résaux égaux, superposés Sommets sur Sommets, de maniére a fi-
gurer un Résau unique. L’un de deux Résaux sera consideré comme
invariable de position; mais 'autre pourra se mouvoir tout d’une
piéce, soit par translation, soit par rotation.” (Bravais 1850, 32)

Ahnlich argumentierte er unter Einschluf$ von Spiegelungen und Punkt-
inversionen!* fiir raumliche Gitter (ebda., 57ff.). Bravais betrachtete dabei
also ausdriicklich Operationen auf unendlichen, unbeschrankten Punktmen-
gen. Die in der allgemeinen Konstruktionsbeschreibung potentiell enthaltene
Abbildung des ganzen Raumes (bzw. der Ebene) war durch die Betrachtung
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des Punktgitters andeutungsweise realisiert und lag nahezu greifbar vor Au-
gen — explizit arbeitete Bravais jedoch lediglich mit einer Abbildung der
Gitterpunkte selbst.

Bravais fixierte die Gittersymmetrien analog der Vorgehensweise bei den
endlichen Polyedern durch Angabe von Symmetrieelementen. Dabei verwies
er als weiteren wesentlichen Unterschied zu (1849a, b) auf das Auftreten
unendlich vieler Symmetrieelemente, wie sie durch Konjugation mit Gitter-
translationen entstehen:

“La symétrie du Résau, suivant une direction déterminée, n’est ja-
malis caracterisée par une axe unique, mais bien par un systéme
d’axes paralléles, formant un systéme complet de Rangées par-
alleles entre elles, embrassant tous les Sommets du Résau.” (Bravais

1850, 28)

Dartiberhinaus registrierte er die Existenz von Symmetrieelementen, die
nicht durch Gitterpunkte gehen und von ihm als “Zwischenachsen, Zwischen-
ebenen bzw. Zwischenzentren (azes, planes, centres intermédiaires)’ (ebda.,
60ff.) bezeichnet wurden. Doch analysierte er deren Konstellation nicht im
einzelnen. Das erschien thm moglich wegen

Lemma 1 (Bravais 1850, 60ff., 94):
Zu jedem Symmetrieelement eines Gitters gibt es ein solches gleichen Typs
(Drehachse, Spiegelungsebene, Inversionszentrum) in jedem Gitterpunkt.

Obwohl Bravais also die Gesamtheiten der Symmetrien eines Gitters
betrachtete — und damit implizit die Isometriegruppen raumlicher Gitter,
also spezielle Typen von Raumgruppen — konnte er auf deren extensionale
Fixierung verzichten und sich auf eine Charakterisierung durch die Symme-
trieelemente in Gitterpunkten konzentrieren. Im Ergebnis kam er so zu einer
Betrachtung der Isometrien der Gitter unter dem Gesichtspunkt der Punkt-
symmetriesysteme:

“Si, par 'un des Sommets d’un Assemblage, on fait passer tous les
axes et plans de symétrie qui lui sont propres, on pourra considérer
I’Assemblage comme un polyédre dont le centre est au Sommet que
lont a choisi.” (ebda., 92; Hervorh. E.S.)

Das war eine anschauliche, abgeschwachte Formulierung der zugrundelie-
genden gruppentheoretischen Bestimmung des orthogonalen Anteils K einer
Raumgruppe G mit Translationsgitter T’

G/T = K < O(3,R)
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die ja auch fiur allgemeinere Raumgruppen als die von Bravais betrachteten
moglich ist. Nattrlich soll das nicht etwa heiflen, dafl Bravais explizit mit
Isometriegruppen der Gitter arbeitete. Durch seine Charakterisierung der
unendlichen Systeme von Symmetrieelementen eines Gitters kam er aber einer
Fixierung der zugehodrigen Gruppe in dieser Situation ahnlich nahe wie im
Fall der Punktsymmetriesysteme (vgl. §3.2).

Ein wichtiger Baustein fiir die Analyse der Raumgitter war eine Symme-
trieklassifikation der ebenen Netze. Dazu beobachtete Bravais zunachst, dafl
Spiegelachsen durch Netzpunkte wegen der stets vorhandenen Punktinver-
sion immer in orthogonalen Paaren auftreten (ebda., 28). Daraus erhielt er
leicht, dafl “Hauptdreiecke” (Minimalbasen) von Netzen mit Spiegelsymme-
trie rechtwinklig oder gleichschenklig sind, und als Konsequenz weiter, dafl
an ebenen Gittern nur 2-, 4-, und 6-zahlige Drehsymmetrien auftreten. Da
in den beiden letzten Fallen stets Spiegelungen vorhanden sind, ergeben sich
vom Standpunkt des Punktsymmetrietyps nur die 4 ebenen (Bravais-) Git-
tersysteme (“classes”), charakterisiert durch die Symmetrien Co, D3, D4, Ds
(eben monoklin, orthogonal, tetragonal und hexagonal).1s

Dariiberhinaus unterschied Bravais im orthogonalen System (Symmetrie
D;) zwei (durch “Zentrieren” auseinander hervorgehende) Unterfille, je nach-
dem die Spiegelungsachse langs der Kante oder der Diagonale der zugehorigen
Elementarzelle verlauft. Diese zwei Typen (“modes”) des ebenen orthogona-
len Systems (“classe”) sind durch rechteckige bzw. rhombische Elementar-
zelle charakterisiert. Ohne die Unterscheidung zwischen System (“classe”)
und Typ (“mode”) der Gitter hier naher zu beleuchten — das holte Bravais
bei der Diskussion des raumlichen Falles nach, wo die Unterschiede markan-
ter hervortreten — erhielt er so eine zweistufige Klassifikation der ebenen
Punktgitter.

Lemma 2 (Bravais 1850, 29f.):

a) Bei den ebenen Gittern sind unter dem Gesichtspunkt der auftreten-
den Punktsymmetrien 4 Gittersysteme (“classes”) zu unterscheiden: das
monokline (C3), das orthogonale (D), das tetragonale (D4) und das
hexagonale (Dg).

b) Bei Beriicksichtigung der Lage der Spiegelachsen im Gitter sind des
weiteren im orthogonalen System zweil Gittertypen zu unterscheiden
(Rechteck- und Rhombustyp), in den drei anderen Systemen gibt es je-
weils nur einen Gittertyp (vgl. Tab. 6).

Beim Studium der Raumgitter erhielt Bravais zunachst eine Einschran-
kung der zuldssigen Rotationssymmetrien, aus der Betrachtung der Basispar-
allelogramme einer Minimalbasis. Im allgemeinen fithrt die Erganzung der 3
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Tabelle 6
Bravais’ Symmetrietypen ebener Netze

Anzahl minimale
Hauptdreieck Spiegel- Elementar- Symmetrie Krist.
Achsen zelle Bez.
1 generisch - Parallelogramm C, P
2 rechtwinklig
ungleichschenklig 2 Rechteck D, R
3 gleichschenklig,
ungleichseitig 2 Rhombus D, D
4 rechtwinklig,
gleichschenklig 4 Quadrat D, S
5 gleichseitig 6 60°/120°~Rhombus  Dsg H

Gitterpunkte P, P', P", die aus P durch wiederholte Rotation um den Winkel
B um eine Achse durch den Gitterpunkt O hervorgehen, zum Parallelogramm
PP'P"P'" auf einen Punkt P" mit d(O, P"") < d(O, P), was zur Minima-
litdt von d(O, P) im Widerspruch steht. Lediglich fiir 4 Werte von 8 ist das
nicht der Fall. Diese Ubertragung fuhrte Bravais auf

Lemma 3 (Bravais 1850, 59f.):
Deckrotationen eines raumlichen Gitters sind nur zu den Ordnungen ¢ =

2,3,4,6 moglich.

Damit hatte er eine Einschrankung fiir die orthogonalen Symmetrien der
Raumgitter erhalten, die mit Hessels Analyse der einschrankenden Wirkung
des Rationalitatsprinzips fir die kristallographisch zulassigen Systeme vom
Resultat her tibereinstimmte.

Fir die weitere Untersuchung wertete Bravais die schon im ebenen Fall
gemachte Beobachtung aus, dafl das Auftreten gewisser Gittersymmetrien
wiederum andere nach sich zieht; so besitzt etwa ein Gitter mit Drehachse
gerader Ordnung stets eine dazu orthogonale Spiegelungsebene, aus der Exi-
stenz zweier Achsen der Ordnung 3 (“ternére Achsen”) folgt stets die Exi-
stenz zweier weiterer in Tetraederkonstellation und dariiberhinaus sogar aller
Symmetrieelemente des Wiirfels (Holoedrie O*) usw. Eine Analyse der Kon-
sequenzen, die das Auftreten einer der zulassigen Rotationssymmetrien bzw.



86 Kapitel I: Die Symmetriekonzepte der Kristallographie ...

Tabelle 7
Die 7 Bravaisschen Gittersysteme
Bravais Modern
Minimal-
Name symmetrie Symmetriesymbol Min. Hol.
1 Terquaternar [2L3) [3L%, 413 6L2, C, 3P*%, 6P?) T o*
(isometrisch)
2 Senir (hexagonal) [A%] [AS, 3L2,3L%, C, x, 3P%, 3P'%)| Cs  Den
| 3 Quaternar (A9 [A4, 202,20, C, x, 2P%, 2P"%)| Cy D
(tetragonal)
4 Ternar (trigonal) [A3] [A3, 312, C, 3PY Cs Dy
5 Terbinar [AZ, L2, L'*] [A?, L2, L%, C, =, P2, P'} D, D
(orthorhombisch)
6 Binar [Az] [AZ, C, 7l'] Cz Cg}.
(monoklin)
7 Asymmetrisch [oL] oL, C, 0P] Ci G
(triklin)

(vgl. Anhang 2, Tab. 10)

zulassiger Kombinationen von ihnen ( Minimalsymmetrie) fur das betrachtete
Gitter hat, fihrte Bravais auf die Einteilung der Raumgitter in 7 Systeme,
oder wie er sich ausdriickte “Klassen (classes)” der Symmetrie.

Theorem 2 (Bravais 1850, 65ff.):

Die Raumgitter unterteilen sich nach dem Punktsymmetriegesichtspunkt wie
in Tab. 7 angegeben in 7 Gittersysteme (“classes”). Das heifit, jedes Raumgit-
ter besitzt eine der dort angegebenen holoedrischen Punktsymmetriesysteme
(“Symmetriesymbole”). Zu jedem Gittersystem gibt es eine charakteristische
Minimalsymmetrie, bei deren Vorliegen ein Gitter schon samtliche Symme-
trien der zugehdrigen Holoedrie besitzt.

Die holoedrischen Punktsymmetrien (die Gruppen der orthogonalen
Decktransformationen) der Bravaischen Gittersysteme stehen in erstaunlich
treffender Ubereinstimmung mit den Symmetrien der Weifl/Mohsschen Kri-
stallsysteme. Bravais konnte darin eine Bestatigung der Fruchtbarkeit des
Modernisierungsansatzes der atomistischen Kristalltheorie sehen, auf die er
in seinen “Etudes Cristallographiques” (1851) weiter aufbaute (vgl. §3.4).

Er lief es allerdings nicht bei der Grobklassifikation der Gitter nach
ihrem Punktsymmetrietyp bewenden, sondern fithrte analog dem zweidimen-
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sionalen Fall, aber genauer als dort, den Raumgittertyp oder, in seiner Termi-
nologie, die “Art der Symmetrie (mode de symétrie)” als verfeinertes Aqui-
valenzkonzept ein:

“Deux Assemblages de la méme classe appartiennent a des modes
distincts de symétrie, lorsqu’en faisant varier d’une maniére continue
les espacements des Sommets de 'un des Assemblages, sans qu’il
perde un seul instant ses axes de symeétrie, on ne peut, malgré cela, le
rendre que partiellement superposable avec I’autre Assemblage. Tel
sont, par example, I’Assemblage dérivant du cube, et celui dérivant
du cube centré (Bravais 1850, 95).”

Er arbeitete also mit folgender

Definition:

Zwei Raumgitter I, I desselben Gittersystems, also derselben (maxima-
len) orthogonalen Symmetrie H < O(3,R), gehdren genau dann demselben
Raumgittertyp an, wenn es eine stetige 1-Parameterschar von Gittern I'(t),

0 <t <1, mit zugehoriger Schar der orthogonalen Symmetrien H(t) gibt,
soda T'(0) =T, T'(1) =T, Ht) = H firalle 0 <t < 1.

Diese Idee der Deformierbarkeit zweier Gitter ineinander, ohne dabei die
Bedingung konstanter orthogonaler Holoedrie zu verletzten, erlaubte Bravais,
die ihm wohl bekannte (1850, 94) Frankenheimsche Andeutung einer Unter-
ordnung der “Grundformen” unter den Symmetriegesichtspunkt zu prézisie-
ren. Durch eine Analyse, auf welche Weise in jedem Gittersystem (“classe de
symétrie”) Raumgitter durch Ubereinanderanordnung ebener Netze gebildet
werden kénnen, und unter Beriicksichtigung méglicher Aquivalenz im Sinne
des Raumgittertyps (“mode de symétrie”) erhielt er:

Theorem 3 (Bravais 1850, 65{T.):
Es gibt 14 Raumgittertypen, wie in Tab. 8 aufgelistet.

Bravais’ Ziel der Klassifikation der Raumgitter unter Symmetriegesichts-
punkten war damit erreicht.

Zwar war fiir Bravais’ Einteilung der Gitter in 7 Systeme (“classes”) das
Symmetriekonzept endlicher Polyeder ausschlaggebend, d.h. Bravais’ impli-
zite Charakterisierung endlicher orthogonaler Gruppen; und doch war ihm,
wie wir schon sahen, vollig klar, dafl die Symmetrien der Gitter ein wesent-
lich umfangreicheres, tatsachlich sogar unendliches, System bilden (s.0.). So
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Tabelle 8
Bravais’ “Arten der Symmetrie” von Gittern (Gittertypen)

Bravaissystem char. Gitterzelle int. Not.
1/1 Terquaternar  Wiirfel 23P
1/2 innenzentrierter Wurfel 231
1/3 flachenzentrierter Wiirfel 23F
2 Senar (60°/120°) rhombisches

Prisma 3P
3/1 Quaternér quadratisches Prisma 4P
3/2 innenzentr. quadr. Prisma 41
4  Ternar (60°/120°) rhombisches

Prisma mit doppelt zen-

trierter Diagonale 3R
5/1 Terbinar rechteckiges Prisma 222P
5/2 innenzentr. Prisma 2221
5/3 rhombisches Prisma 222C
5/4 innenzentr. rhomb. Prisma  222F
6/1 Binar parallelogrammatisches

Prisma 2p
6/2 innenzentriertes parallelo-

grammatisches Prisma 21, 2B etc.
7 Asymmetrisch generisches Parallelepiped P

(vgl. auch Tab. 3 und Anhang 2, Tab. 10)

erweiterte er die Bedeutung der zunachst fir die endlichen Polyeder ein-
gefuhrten “Symmetriesymbole” anlafllich der Angabe der Gittersymmetrien:

“Il importe de remarquer qu’ici les lettres C, A, L, II, P, ... (Kon-
text von Tab. 7; E.S.), représentent non pas un seul point, ou une
seule ligne, ou un seul plan, comme cela a lieu dans les polyeédres a
nombre limité de sommets, mais bien un systéme de points, ou un
systéme d’axes tous paralléles, ou un systeme de plans pareillement
tous paralléles entre eux.” (Bravais 1850, 94)

Zusammen mit seinen Andeutungen uber Deckbewegungen der Git-
ter, Inversionszentren und Spiegelungsebenen lag darin nun unter dem Ge-
sichtspunkt der verfeinerten Klassifikation der Gitter in 14 Raumgittertypen
(“espece de symétrie”) eine implizite Charakterisierung der 14 Isometriegrup-
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pen der Raumgittertypen, als den im gewissen Sinne einfachsten und auffallig-
sten der kristallographischen Raumgruppentypen

Gi = Isom (I;), 1<1:<14,
mit I'1,...,T14 (Représentanten der) Raumgittertypen.

Bei orthogonaler Holoedrie H(T';) von I'; also

G; 2T+ H(;) semidirekt.'®
speziell also: G, = Z(23P) « O*
G, = Z(231) + O*

G14 >~ Z(P)*Cl

Bravais’ Integration des Symmetriegesichtspunktes mit dem der Gitterstruk-
tur der Kristalle begann also, zu einem bis dahin noch nicht beachteten Typ
impliziter geometrischer Gruppen hinzufiihren.

3.4 Bravais’ kristallographische Theorie und die implizite
Verwendung von 71 der 73 symmorphen Raumgruppentypen

In der abschlieBenden Arbeit seiner kristallographischen “Trilogie”, den
“Etudes Cristallographiques” von 1851 arbeitete Bravais eine auf die mathe-
matischen Studien der ersten beiden Arbeiten (1849b, 1850) aufbauende sy-
stematische Kristallstrukturtheorie aus, die die von der dynamistischen Tra-
dition entwickelten Symmetriekonzepte mit dem atomistisch interpretierten
Gitterkonzept verband und das Delafossesche Programm weitgehend ausfiillte.
Daruberhinaus fihrte ihn diese Theoriebjldung auch auf die Fortentwicklung
seiner Symmetriebetrachtungen, d.h. zu einer Erweiterung seines in (1850)
begonnenen impliziten Studiums kristallographischer Gruppen.

Bravais’ kristallographische Grundannahmen stimmten weitgehend mit
denen von Delafosse iiberein. Die chemische Isomerie, also die Existenz che-
misch unterschiedlicher Verbindungen derselben Summenformel, sah er als
Beleg fiir einen raumlichen Aufbau der Molekiile aus den Atomen in wohlbe-
stimmten Polyederkonfigurationen an (“polyédres moléculaires”) (1851, 102);
und mit Delafosse ging er davon aus, dafl sich die Molekiile bei der Kristalli-
sation so anordnen, dafl die Schwerpunkte ein raumliches Punktgitter bilden
(ebda., 102f.). Dabei schlof er aus der Hypothese des polyedrischen Aufbaus
der Molekiile, daf8 die gitterbildenden Molekularkrafte kein isotropes System
bilden und sich ein Molekiil daher nur in bestimmten Lagen an eine schon ge-
bildete Grenzflaiche anschlieSen kann (ebda., 194f.). Eine Schlisselfrage seiner
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Kristallstrukturtheorie war daher die nach der Art der Beziehung zwischen
den Symmetrien des Molekilpolyeders und des zugehorigen Raumgitters. Erst
als ein Resultat dieser Beziehung trat bei ihm das Konzept der Kristallklasse
auf.

Bravais sah namlich keinen Grund fir die Annahme, dafl die Symmetrie
der Molekiilpolyeder in jedem Falle schon mit der des Raumgitters vertraglich
sein mufl (d.h. in dessen Isometriegruppe enthalten ist). Seine Theorie lief3
stattdessen Molekiilpolyeder beliebiger Symmetrie zu, etwa vom “Symbol”
S, — Bravais’ Charakterisierung einer endlichen orthogonalen Gruppe. Die
Auswahl der Raumgitterkonfigurationen, in denen Molekille der Symmetrie
Sp kristallisieren konnen, regulierte Bravais in seiner Theorie durch zwei Hy-
pothesen:

Postulat 1 (Bravais 1851, 206):

Kristallisierende Molekiile einer gegebenen Substanz werden von den sie-
ben Gittersystemen dasjenige annehmen, dessen Symmetrie eine maximale
Anzahl gemeinsamer Symmetrieelemente mit der Eigensymmetrie ihres Mo-
lekulpolyeders besitzt.

Postulat 2 (ebda., 208ff.):

Im Falle nichteindeutiger Auswahl durch Postulat 1 zwischen Gittersyste-
men mit verschiedenen Anzahlen freier metrischer Parameter wird ein System
hochster Parameterzahl angenommen.!”

Postulat 2 stellte sicher, daf ein Molekul gegebener Symmetrie (um ein
Beispiel zu nennen, etwa C3) nicht in einem Gitter “zu hoher” Symmetrie
kristallisiert (im Beispiel isometrisch, tetragonal, orthorhombisch), sondern
in einem Gitter der hochstméglichen, mit der Molekiilsymmetrie vertragli-
chen Allgemeinheit (im Beispiel monoklin). Postulat 2 definierte also in der
Form einer Generizititsannahme, was bei Kombination von Molekiilsymme-
trien und Gitter bei letzterem gegebenfalls als Scheinsymmetrie anzusehen ist-
(im Beispiel ware das etwa der Fall, wenn die Parameter des monoklinen Git-
ters zufallig solche Werte annahmen, da8) sich eine kubische Elementarzelle
ergabe).

Unter Verwendung der Notation S, fiir das “Symmetriesymbol” des Git-
ters (“assemblage”) und S, fir die gemeinsamen Symmetrieelemente von S,
und S, (“commun”) interpretierte Bravais S. als Symbol eines unter dem
Gesichtspunkt der Kristallbildung dem Molekilpolyeder “dquivalenten Poly-
eders (polyédre équivalent)” (ebda., 216). Ausfiihrlich analysierte er fiir simt-
liche seiner 23 “Klassen” von Polyedersymmetrien, in welchem Gittersystem
die Kristallisation nach seiner Hypothese erfolgen miisse und was jeweils das
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“aquivalente Polyeder” der gemeinsamen Symmetrie S, ist (ebda., 209-217,
Tableau VIII, 272fF.).

Diese “aquivalenten Polyeder” reprasentierten nun die Kristallklassen
der dynamistischen Theorie — oder genauer 31 von ihnen. Die sphenoidale
Klasse C4 war von Bravais ja in dieser Weise nicht darstellbar (vgl. §3.2), trat
also in (1851, Tab. VIII) nicht auf. Lediglich im Vorbeigehen wurde sie von
Bravais als eine Anomalie unter dem “Symbol” [A2%, 0C, 0P]* erwahnt, deren
Existenz dieser sehr wahrscheinlich Frankenheims Liste der Kristallklassen
entnommen hatte, ohne ihr aber eine grofiere Bedeutung beizumessen.!®

Die altere und bedeutendere “Anomalie” der alteren atomistischen Theo-
rie, das Auftreten hemiedrischer Kristallsymmetrien, konnte von Bravais da-
gegen leicht durch die Konstellation S. < S, erklart und damit behoben
werden (ebda., 218, 220). Auch konnte er nun problemlos die Frankenheim-
Grafimannsche Permutationssymbolik an die atomistische Theorie assimilie-
ren.

So gab Bravais fiir jedes seiner Systeme — unter explizitem Hinweis
auf (Frankenheim 1842) — Permutationstabellen zur Darstellung der Fla-
chenaquivalenz beziglich jedes Symmetrieelements an, das im “Symbol” des
betreffenden Systems auftritt (Bravais 1851, 223ff., 275f.).1° Dadurch wa-
ren die Permutationstabellen zu jeder Kristallklasse des Systems und da-
mit die Flachenorbits bestimmbar. Das lieferte eine Grundlage fiir die Be-
stimmung der einfachen Kristallgestalten, bei der allerdings noch zusitz-
lich geometrisch-kombinatorische Gesichtspunkte einzubeziehen sind. Bra-
vais stiitzte sich dabei auf entsprechende Angaben von Frankenheim (ebda.,
235fF.).2° Zum Abschluf der Arbeit gab er Beispiele in der Natur auftreten-
der Kristalle fiir 11 sicher identifizierte meriedrische Kristallklassen an, sowie
einige weitere unter Vorbehalten.?!

Konnte schon fiir den zeitgenossischen mathematischen Leser die Paral-
lele zwischen den Permutationsgruppen der Algebra und den Kristallklassen
(den Symmetrien der “Aquivalenten Polyeder”) durch die Verwendung der
Frankenheim-Graimannschen Permutationstabellen offensichtlich werden, so
stellt sich Bravais’ Vorgehen im Nachhinein als ein schones Stiick werdender,
impliziter Gruppentheorie dar. Die Frage nach den zuldssigen Kombinationen
der Molekiilpolyeder mit den Raumgitterstrukturen erweist sich nach der Art
ihrer Beantwortung durch Symmetriegesichtspunkte als eine in geometrische
Konfigurationsanalyse gekleidete implizite Frage nach der semidirekten Er-
weiterbarkeit raiumlicher Gittergruppen durch endliche orthogonale Gruppen.
Sie fuhrte Bravais auf die Raumsymmetriesysteme vom Typ der symmorphen
Gruppen der Kristallographie (vgl. Anhang).

In der Reduktion eines beliebigen Molekilpolyeders auf das “aquivalente
Polyeder” (d.h. beim Ubergang von einer beliebigen endlichen orthogonalen
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Gruppe auf eine maximale Untergruppe vom Typ der Kristallklassen) ent-
hielt Bravais’ Vorgehensweise einen Hinweis darauf, dafl nicht alle endlichen
orthogonalen Gruppen sondern nur die 32 Kristallklassen fiir die Erweiterung
von Translationsgittern in Frage kommen. Die Generizitatsannahme von Po-
stulat 2 lieferte Bravais dartiiberhinaus die Moglichkeit eventuell vorhandene
uberschiissige Symmetrien des Gitters zu identifizieren und auszuschlieflen.
Sie lieferte ihm ein Kriterium zur Erkennung moglicher Scheinsymmetrien
des Gitteranteils eines Raumsymmetriesystems und vermied eventuelle Dop-
pelzahlungen (vom Standpunkt affiner Aquivalenz).

Dagegen erzwang Postulat 2 keine eindeutige Zuordnung von Kristall-
klassen zu Gittersystemen. Wie vom Standpunkt der Erweiterungstheorie zu
erwarten, liel Bravais die Zuordnung der Molekiilsymmetrien S. = Cj3, Cs;,
C3v, D3, D3q sowohl zu Gittern des trigonalen als auch des hexagonalen Sy-
stems zu (1851, 273f.). Er listete so in einer resumierenden Tabelle explizit 36
zulassige Zuordnungen von Kristallklassen zu Gittersystemen auf; eine fehlte

ihm aus den bekannten Griinden (Sy = Cy4 im tetragonalen System)(1851,
Tafel VIII, 272-274).

Liest man die Tafel auf dem Hintergrund der verfeinerten Einteilung
der Gitter in Raumgittertypen von (1850), so enthalt sie einen deutlichen,
wenn auch nicht in sémtliche Einzelfélle ausdriicklich aufgefacherten, implizi-
ten Hinweis auf die moglichen semidirekten Erweiterungen von Raumgittern
durch orthogonale Gruppen, oder — in Bravais’ Sprache — einer Ubersicht,
welche Kristallklassen auf welche Raumgittertypen “bezogen” werden konnen
(“se rapportent”).

Auf diese Weise deuteten Bravais’ Arbeiten (1850, 1851) 71 von 78 sym-
morphen Raumgruppentypen an, die in naturlicher Weise als semidirekte Er-
weiterungen von Raumgittern durch endliche orthogonale Gruppen entstehen
(mit Ausnahme der zwei mit Cy).22 Eine Fortsetzung seiner Analyse in Rich-
tung einer Vertiefung und Prazisierung dieses Hinweises lag Bravais jedoch
fern; dazu fehlte ithm der geeignete begriffliche Hintergrund, der symboli-
sche Apparat und das wissenschaftliche Motiv. Fiir die von ihm: unmittelbar
verfolgten Zwecke war seine Symbolik und die von ihm erreichte Mathemati-
sierungstiefe der auftretenden Symmetrien vollig ausreichend.

Fur die Kristallographie lieferte Bravais’ Theorie eine grofiartige In-
tegration von Symmetriegesichtspunkten in das modernisierte atomistische
Programm. Die Einteilung der Kristalle nach Kristallklassen und ehemali-
gen “Grundformen”, nunmehr Raumgittertypen, fand eine markante theore-
tische Fundierung. Gleichzeitig verschob seine Theorie die Bedeutung der
Einteilung in “Systeme” von einer Grobklassifizierung der Kristallklassen
(dem Standpunkt des Weilschen Programms) zu einer Grobklassifizierung
nach der Gittersymmetrie; d.h. in unserer Terminologie, sie ersetzte die

Einteilung nach Kristallsystemen durch die Einteilung nach Gittersystemen
[Brown e.a. 1978, 16f.].
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DafBl diese Verschiebung gewisse, wenn auch nur geringe Konsequen-
zen auf der extensionalen Ebene der klassifizierten Symmetriekonstellationen
nach sich zog, hatte sich prinzipiell fir Bravais an denjenigen Fallen zeigen
kénnen, in denen seine Postulate 1, 2 keine eindeutige Zuordnung eines “aqui-
valenten Polyeders” zu einem Gittersystem lieferten. Das waren gerade die
Falle der Kristallklassen des trigonalen Systems (C3, D3, C3i, C3y, D3q). De-
ren zugehdrige “Molekiilpolyeder” konnten nach Bravais’ Hypothese sowohl
im trigonalen, als auch im hexagonalen Gittersystem kristallisieren (Bravais
1851, Tab. VIII).2?

Es gibt jedoch keinen Hinweis darauf, dal Bravais dieser Konsequenz der
doppelten Zuordnung in irgendeiner Weise seine Aufmerksamkeit gewidmet
hatte. Dazu gab es fiir ihn kaum einen Anlafl, waren ja grofie Teile des von
Weifl ausgehenden Programms, beziehungsweise von dessen Ergebnissen, in
seine Theorie integriert. Das Festhalten an einer Einteilung in Kristallsysteme
jener Tradition wére Bravais vermutlich als Beharren auf einzelnen Elementen
eines weitgehend integrierten und damit iberholten Programms erschienen.

Bravais’ Arbesten (1849b, 1850, 1851) markierten einen bedeutenden
Einschnitt innerhalb der mathematischen Kristallstrukiurtheorie des 19.
Jahrhunderts. Aufgrund ihrer Klarheit und guten Zuganglichkeit — ins-
besondere im Vergleich zu (Frankenheim 1826, Hessel 1830) — sowie der
Tiefe ihrer weiterfiihrenden Ergebnisse regten sie andere Wissenschaftler zur
Fortfihrung des mathematischen Symmetriestudiums an.

So wurde etwa A. F. Mébius (1790-1868), der sich zunachst mit den
Symmetrien der Weilschen Kristallsysteme (1849) beschéaftigt und eine an
Permutationen orientierte Notation zum Studium von Punktsymmetriekon-
figurationen entwickelt hatte, von Bravais (1849b) zu einer Untersuchung
symmetrischer Figuren angeregt (Mobius 1851). Umfangreiche nachgelassene
Manuskripte — zum grofiten Teil aus den Jahren 1848 bis Anfang 1852 — be-
legen, da} M6bius zunachst an einen Ausbau seines Ansatzes zu einer auf Per-
mutationssymbolik gestiitzten “Theorie der symmetrischen Figuren” dachte
(Mdbius 1886a). Aus verschiedenen Griinden erreichten seine Studien aber
trotz verschiedener Anlaufe einer Bearbeitung in der 1850er Jahren (genauer
Anfang 1852 und 1857) und spéaterer Ergdnzungen zu Anfang der 1860er
Jahre keine Publikationsreife [Reinhardt 1886, 188]. Sie kénnten jedoch dazu
beigetragen haben, daf F. Klein als Herausgeber von Mébius’ Gesammelten
Werken, Band 2ff., sich in der Mitte der 1880er Jahre wieder fur die ma-
thematische Kristallographie zu interessieren begann und A. Schoenflies auf
diese Problematik orientierte (vgl. §§4.3, 5.3).

Allerdings war der Mobiussche Ansatz zu diesem Zeitpunkt durch die
zwischenzeitlich erfolgte Einfiihrung des geometrischen Gruppenbegriffs
schon methodisch tiberholt. Bravais’ Arbeiten hatten durch ihre anregende
Wirkung- auf Jordan dazu beigetragen, dafl um die Wende von den 1860er
zu den 1870er Jahren der Gruppenbegriff in der Geometrie explizit gemacht
wurde.
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§4 Die Einfihrung des Gruppenbegriffs in die Geometrie

4.1 Gruppen vor und in den 1860er Jahren

Bekanntlich entstand der allgemeine Gruppenbegriff im Laufe des 19. Jahr-
hunderts aus der gegenseitigen Anregung und Verbindung dreier verschie-
dener grofler Stromungen: dem Studium von Permutationssystemen in der
Algebra, den implizit gruppentheoretischen Ansatzen der Zahlentheorie und
aus der Betrachtung abgeschlossener Transformationssysteme der Geometrie.
Wir koénnen dazu auf die ausfithrliche Studie H. WuBlings [1969] verweisen
und uns hier bezliglich der ersten beiden Punkte auf ein kurzes Restimee
beschranken; der dritte wird hingegen, dem Thema der vorliegenden Arbeit
gemafl, eingehender diskutiert werden missen.

Die Verwendung von Permutationen reichte bis weit in das 17. und 18.
Jahrhundert zuriick — wenn man die chinesische Mathematik mit einbezieht,
sogar noch weiter. Sie dienten zunéachst lediglich als symbolisches Hilfsmit-
tel bei der Losung linearer und algebraischer Gleichungssysteme und spater
bei den Versuchen der Resolventenkonstruktion fir algebraische Gleichungen
vom Grad > 3. Bis zum Ende des 18. Jahrhunderts wurden sie hingegen selber
nicht Gegenstand algebraischer Untersuchungen, die {iber kombinatorische
Fragen hinausgingen, obwohl durchaus — insbesondere in den Studien La-
granges (1772/1773) — ein gutes Stiick implizites Gruppendenken entwickelt
wurde. Erst in den Arbeiten Ruffinis (1799), Abels (1829) und Galois’ (1830,
1831, 1832) trat der Systemcharakter der Komposition von Permutationen
hervor und wurde zum Schlussel der Analyse der Auflosbarkeitbedingungen
von Gleichungen [Wufling 1969, 58ff., 69ff., 73ff.]. Konzeptionell hatte das
zur Folge, daf§ die auftretenden Systeme von Permutationen nicht als ab-
strakte Permutationsgruppen behandelt wurden, sondern in einer struktur-
reichen Kontextbindung standen, in der sie durch Vertauschung von Wurzeln
einer algebraischen Gleichung und die induzierten Operationen auf den dar-
aus gebildeten rationalen Termen implizit schon als Automorphismengruppen
algebraischer Korpererweiterungen auftraten.

Permutationen wurden erst mit einer Serie von Arbeiten Cauchys in den
1840er Jahren, eroffnet von dessem Mémoire (1844), als n-Tupel (“arrange-
ments” ) und Abbildungen (“permutations/substitutions”) zu eigenstandigen,
kontextunabhangigen Objekten mathematischen Studiums. In Verbindung
mit der expliziten Betrachtung unter Komposition abgeschlossener Gesamt-
heiten (“systéme de substitutions conjuguées”) bildete sich nunmehr ein klei-
nes Forschungsprogramm zu diesem Thema heraus [WuBing 1969, 62ff.]. Das
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Studium von Permutationsgruppen wurde an Ausbreitung und Tiefe durch die
mit Beginn der 1850er Jahre langsam einsetzende Aufnahme und Ausarbei-
tung der Ideen Galows’ gefordert, die durch die Publikation wichtiger nach-
gelassener Schriften (Galois 1831 u.a.) im Jahre 1846 ermoglicht wurde —
international insbesondere in Italien und Deutschland (Betti 1852; Kronecker
1853, 1856; Dedekind 1856) und natirlich auch in Frankreich (Liouville,
Hermite, Bertrand, Serret u.a.), wo etwa zehn Jahre spater auch die ersten
ausfithrlichen Publikationen zu diesem Thema erschienen (Serret 1866; Jor-
dan 1865, 1867 u.a.). In diesem Rahmen wurde nun ausdriicklich auch das
kontextunabhangige Studium der Permutationsgruppen weitergefiihrt, das
dennoch gleichzeitig an die Galoistheorie als einen bedeutenden, sich ent-
faltenden Teilzweig der zeitgenossischen Algebra angebunden blieb [Wufling
1969, 87ff.; Scharlau 1981].

Auch in der Zahlentheorie waren gruppentheoretische Denkweisen bis
zu diesem Zeitpunkt zur Explizitheit herangereift. Ansétze dieser Art gingen
schon auf Euler zurick, der in seiner Theorie der Potenzreste (1758/59) im-
plizit die Ordnung von Untergruppen der multiplikativen Gruppe der Rest-
klassen mod p betrachtet hatte [Weil 1983, 189ff.]. Gauf} fiihrte diese Un-
tersuchung in Richtung einer Bestimmung der Erzeugenden einer zyklischen
Gruppe weiter [WuBling 1969, 34ff.]. Dartiberhinaus argumentierte er auch
bei der Untersuchung der Kreisteilungsgleichung und bei der Komposition
binarer quadratischer Formen implizit gruppentheoretisch (Gaufl 1801).

Die Komposition von Aquivalenzklassen quadratischer Formen war einer
der ersten Falle einer deutlichen, obgleich noch impliziten, gruppentheoreti-
schen Argumentation mit endlichen, nicht durch Permutationen dargestell-
ten, unter Komposition abgeschlossenen Systemen. Als Kummer in (1845)
deren formale Analogie mit der Komposition “idealer complexer Zahlen” (Ide-
alklassen) herausstellte, wurde die gruppentheoretische Natur dieser Kompo-
sition (als abelsche Gruppe) weiter hervorgehoben, soda8 Dedekind (1856,
63) auf die weiter greifende Analogie zwischen (kommutativen) Permutati-
onsgruppen und der Komposition von Klassen binarer quadratischer For-
men hinweisen konnte. Es erscheint so vielleicht nicht als verwunderlich, daf}
der erste erfolgreiche Axiomatisierungsschritt zur Fixierung des Begriffs einer
endlichen abelschen Gruppe durch Kronecker (1879) schlieflich aus diesem
Kontext heraus erfolgen sollte [WuBing 1969, 45f.].

Zwar hatte Cayley schon in (1854) einen Vorsto§ zu einer abstrakten
Definition einer Gruppe als endliche oder abzahlbare “Menge von Symbolen
(sets of symbols)” samt assoziativer Komposition mit Einselement gemacht,
bei der die Multiplikation mit jedem Element eine Bijektion der Gesamtheit
liefert. Dabei hatte er die strukturelle Parallele der Operation in Permuta-
tionsgruppen mit der Matrizen- und Quaternionenmultiplikation im Auge.
Obwohl man um die Jahrhundertmitte herum auch beim Studium der linea-
ren Substitutionen in n Veranderlichen von verschiedenen Seiten auf Systeme
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gruppentheoretischer Natur stieB — etwa bei der Transformation homogener
Formen (Eisenstein 1844) oder den Monodromietransformationen von Losun-
gen gewohnlicher linearer Differentialgleichungen mit algebraischen Koefhizi-
enten (Riemann 1857/1876) — lag Cayleys Vorsto von den substantiellen
Beobachtungen und Problemen wichtiger Forschungsprogramme der Mathe-
matik noch zu weit entfernt und war zu sehr dem Konzept der britischen
“symbolischen Algebra” der ersten Jahrhunderthélfte verbunden, als daf er
Chancen auf eine ziigige allgemeine Aufnahme unter den zeitgenossischen
Mathematikern gehabt hatte.!

Schliefllich trat ab den 1840er Jahren auch in der Geometrie an ver-
schiedenen Stellen verstarkt implizites Gruppendenken auf: bei der Fixierung
unterschiedlicher Abstraktionsstufen der Geometrie durch Auszeichnung ei-
nes bestimmten Typs von Transformationen (“Verwandtschaften”), dariiber-
hinaus in der mathematischen Kinematik und in den Symmetriestudien der
Kristallographie. :

In der projektiven Geometrie hatte Poncelet (1822) den Gesichtspunkt
der Invarianz geometrischer Eigenschaften unter Perspektivitaten (“homothé-
tie”) herausgestellt. Das bedeutete allerdings noch keineswegs die implizite
Ausarbeitung von Gruppenmethoden; er hatte es nicht einmal als notig erach-
tet, die hier vom Standpunkt der Aquivalenz eigentlich naheliegende Invari-
anzforderung auch ausdriicklich auf allgemeine projektive Kollineationen als
Komposition mehrerer Perspektivitaten zu verallgemeinern. Das geschah erst
im Rahmen der weiteren Systematisierung der projektiven Geometrie durch
Mobius (1827), Steiner (1832) u.a., wobei Mdbius gleich eine ganze Hierar-
chie von “Verwandtschaftsbeziehungen” — implizit durch Auszeichnung von
Transformationsgruppen definiert — zur Charakterisierung der verschiedenen
Zweige der Geometrie hinzufigte [WuBling 1969, 26ff.].

Dazu trat in der euklidischen Geometrie der Beginn einer systematischen
Charakterisierung von Bewegungen durch Zusammensetzung von Drehungen
und Translationen (Chasles 1830, Rodrigues 1840, Poinsot 1851). Schon Eu-
ler hatte gezeigt (1758, §2; 1765, §690), daB sich jede euklidische Bewegung
aus einer Rotation und einer Translation zusammensetzen laflt; aber erst Ro-
drigues entwickelte daraus die Charakterisierung der Gruppe der eigentlichen
euklidischen Isometrien [Gray 1980]. Diese wurde von Poinsot (1851) so weit
vereinfacht, daf die Struktur von Isom*(E®) als semidirektes Produkt aus
Rotationen und Translationen in geometrischer Form implizit, aber deutlich
hervortrat. Daneben gab es Bestrebungen zur Entwicklung eines angepafiten
algebraischen Kalkiils zur Behandlung der Komposition von Rotationen des
euklidischen Raumes, um die langwierigen Rechnungen mit Eulerschen Win-
keln zu vereinfachen. Das fiihrte Cayley (1845) und Hamilton (1847) schon
Mitte der 1840er Jahre zur Spindarstellung der euklidischen Rotationen durch
Einheitsquaternionen.
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Dazu kamen die in der Kristallographie betrachteten Symmetriesysteme,
also der 32 Kristallklassen, deren Studium bis zu einer impliziten Charakteri-
sierung aller endlichen Untergruppen von O(3, R) gefiihrt hatte, sowie von 71
eigentlich diskontinuierlichen Untergruppen von Isom*(E?*). J.G. GraBmann
(1829, 1833) und M.L. Frankenheim (1826, 1842) hatten dabei sogar schon
6 holoedrische beziehungsweise alle 32 Kristallklassen mittels erweiterter
Permutationssysteme, also im zeitgenossischen Sinne algebraisch, dargestellt
(siehe §§2, 3).

Insgesamt waren also in der Geometrie um die Jahrhundertmitte implizit
verschiedene Transformationsgruppen im Gebrauch (SO(3, R), Isomt(E?),
GL(n, K) und PSL(n,K) mit n = 2,3 und K = R, C) oder angedeutet
worden (Aff(R"), Diff(R") mit n = 2,3), und daneben in der mathema-
tischen Kristallographie verschiedene endliche orthogonale und andeutungs-
weise sogar einige (symmorphe) kristallographische Raumgruppen. Dariiber-
hinaus waren aus den verschiedensten Richtungen herkommend auch die
strukturellen Analogien zwischen den impliziten Gruppen in der Geomelrie
und denen der Algebra/Zahlentheorie kurz nach der Jahrhundertmitte recht
vielfaltig und stellenweise so eng, dafl ihre explizite Herausarbeitung uns
nachtréaglich nur noch als eine Frage der Zeit, des Anlasses und — natiirlich
— einer geeigneten Ausfliihrung erscheinen kann.

Die Symmetriesysteme der Kristallographie waren als Anlafl und Formu-
lierungshilfe dafir besonders geeignet, da ihr bekannterer Teil aus endlichen
Gruppen bestand, die sogar schon durch Permutationssymbolik dargestellt
worden waren. Der andere Teil, die Bravaisschen Symmetriesysteme rdumli-
cher Gitter, konnten aufgrund endlicher Erzeugung gewissermaflen als Briicke
dienen, um die zunachst recht grof3 erscheinende begriffliche Distanz zwischen
den endlichen Gruppen der Permutationslehre und den unendlichen, kontinu-
ierlichen Transformationsgruppen der Geometrie zu iberwinden. Sie wurden
Ausloser einer Arbeit C. Jordans uber Bewegungsgruppen, in der der Grup-
penbegriff zum erstenmal expressis verbis in die Geometrie eingefiihrt wurde.

4.2 Jordans Klassifizierung der
Bewegungsgruppen des euklidischen Raumes

Camille Jordan (1838-1921) hatte an der Ecole Polytechnique und der Ecole
des Mines studiert und war zunachst wie die Mehrzahl der Polytechniciens
als Ingenieur im Staatsdienst tatig geworden, bevor er sich durch seine ersten
Arbeiten zur Galoistheorie (1865, 1867) und zur Flachentopologie (1866a, b)
als erstrangiger forschender Mathematiker hatte ausweisen konnen und —
zunachst weiter als Staatsingenieur angestellt — nach Paris versetzt wurde.?
In den 1860er Jahren lag sein Arbeitsschwerpunkt in der Ausarbeitung der
Galoisschen Ideen und der zugrundeliegenden Theorie der Permutations- und
(linearen) Substitutionsgruppen.
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Als ehemaligem Studenten der Ecole des Mines war ihm Bravais’ kri-
stallographische Theorie bekannt. So fiel ithm bei seiner Beschaftigung mit
der Galoisschen Theorie die Analogie zwischen Galois’ Charakterisierung der
Auflosbarkeitsbedingungen algebraischer Gleichungen durch Permutations-
gruppen und Bravais’ Charakterisierung der Struktur kristallographischer
Molekiilsysteme durch ihre Symmetrien auf. Um diese herauszuarbeiten,
ubertrug Jordan den bis dahin in seiner expliziten Verwendung auf Permuta-
tionen/Substitutionen eingeschrankten Gruppenbegriff in die Geometrie und
formulierte das Konzept der (euklidischen) Bewegungsgruppe. Dies war das
Thema seines “Mémoire sur les groupes des mouvements” (1869), in dem Jor-
dan sich zum Ziel setzte, alle Typen von Bewegungsgruppen des euklidischen
Raumes bis auf affine Konjugation zu klassifizieren, seien sie nun kontinuier-
lich wie im allgemeinen in der Kinematik oder diskontinuierlich wie in der
Kristallographie.

Schon bei der Formulierung seines Problems verwies Jordan auf die Be-
deutung der Kristallographie als Ausgangspunkt seiner Arbeit. Er beschrieb
es namlich aufler in Gruppenterminologie auch als Klassifikationsproblem al-
ler méglichen Lagesysteme, die ein Molekiil mit gegebener Ausgangsstellung
und “Orientierung” durch Operation der Gruppe annehmen kann. So gab er
die in seiner Arbeit behandelte Fragestellung in zwei Varianten an:

“1. Former tous les groupes possibles des mouvements.

2. Former toutes les maniéres possibles des systémes de molécules

superposables 4 eux mémes dans diverses positions.” (Jordan 1869,
232)

Und er verwies ausdricklich auf Bravais’ Arbeiten, die er hier zu verall-
gemeinern dachte:

“C’est sous le second point de vue que Mr. Bravais a étudié cette
question: les cas particuliers qu’il a traité et dont il a fait une remar-
quable application a la cristallographie sont les plus importantes.”

(ebda.)

Trotz dieser hohen Bewertung von Bravais’ Erfolgen fuhr Jordan fort:

“Je crois néanmoins qu’il y a aujourd’hui quelque interét a traiter
le probléme dans toute sa géneralité.” (ebda.)

Jordans Zurickhaltung hinsichtlich einer eventuellen kristallographi-
schen Relevanz seiner Studie war verstandlich, lag doch sein Augenmerk
hauptsachlich auf mathematischen Fragestellungen:
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— einer expliziten Fassung des Begriffs der Bewegungsgruppe,

— einer Unterscheidung kontinuierlicher und diskontinuierlicher Gruppen
sowie einer Grobklassifikation der Bewegungsgruppen in “Kategorien”
gemaf ihrem rotativen Anteil,

— einer gruppentheoretischen Auswertung des kinematischen Konzepts der
Schraubenbewegung durch Bildung von Gruppenerweiterungen von
Translationsgruppen durch Rotationsgruppen mit — implizit — nicht-
trivialem Faktorensystem

— und schlielich der Angabe von 174 “Arten (espéces)” von Bewegungs-
gruppen.

Unter Rickgriff auf das der Algebra entlehnte Gruppenkonzept inte-
grierte er also in seiner Arbeit Rodrigues’ und Poinsots Analyse der raumli-
chen Bewegungen als Schraubungen und deren Komposition mit den Ergeb-
nissen des Symmetriestudiums der Kristallographie.

Jordans ezplizite Forderung an eine Bewegungsgruppe war, dafl es sich
um eine Gesamtheit von Bewegungen (Schraubungen) des euklidischen Rau-
mes handelt, die unter Komposition abgeschlossen ist (1869, 231). Er forderte
also lediglich die Eigenschaften einer Halbgruppe, setzte aber dariberhinaus
stillschweigend auch die Existenz der Eins sowie des Inversen (“mouvement
égal et contraire”) zu jeder Bewegung voraus; die Assoziativitat war durch die
Natur der Operationen gesichert.®> Er nahm den Standpunkt der Erzeugung
einer Bewegungsgruppe aus endlich vielen Bewegungen ein, lie dabei aber
auch “unendlich kleine” Bewegungen zu. Stillschweigend ging er dariiberhin-
aus von folgender strikter Alternative aus:

— entweder besitzt eine Bewegungsgruppe infinitesimale Erzeugende

— oder nicht; dann besitzt sie in jeder 1-Parameteruntergruppe ein erzeu-

gendes Element von minimalem Translationsbetrag bzw. Rotationswin-
kel (1869, 235f., 238 etc.).

Auf diese Weise schlof er Gruppen, die weder kontinuierlich (d.h. Lie-
gruppen) noch diskret sind (als Untergruppen von Isom*(E)) — wie etwa
Translationsgruppen isomorph @ oder Rotationsgruppen isomorph Z — aus
und erzwang eine strikte Dichotomie kontinuierlich-diskret der von ithm be-
trachteten Bewegungsgruppen.

Jordan berechnete die Komposition zweier Schraubenbewegungen A, ;
und A}, ,, lings der Geraden A, A' mit Rotationen um die Winkel r,r’ und
Translationen vom Betrag ¢,t' im Stile Poinsots unter impliziter Ausnutzung
der semidirekten Produktstruktur von Isom*(E®).# Daraus entwickelte er
verschiedene gruppentheoretische Gesichtspunkte. So formulierte er
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Lemma 1 (Jordan 1869, 235):
Bei Konjugation einer Schraubenbewegung mit einer anderen ergibt sich eine
“hnliche” Schraubenbewegung. Genauer:

'rl tl * Art A'rl t A:",t
mit A.” = A.’.I tl(A).

Und er zeigte sich erfreut iber die Analogie dieser Beobachtung zum Verhal-
ten von Permutationen, wo die Konjugation auf “ahnliche” Zykeldarstellun-
gen fiihrt.

Aus der Kompositionsregel fiir Schraubenbewegungen las er ab, daf§ sich
die rotativen Anteile der Schraubungen unabhéangig von der Lage der Achsen
A, A" und den Translationsanteilen zusammensetzen (1869, 234). Diese Be-
obachtung war eine geometrische Formulierung fiir den mit der semidirekten
Produktstruktur verbundenen Homomorphismus

Isom*(E?) % SO(3, R)
A i— B,y mit B || A durch einen festen Punkt 0

Jordan niitzte dies zu einer Grobklassifikation der Bewegungsgruppen gemaf
ihres rotativen Anteils und teilte die Gruppen G je nach Blld(’(/)) in 6 “Kate-
gorien (catégories)” ein (1869 246f.).%

Seine Femklasmﬁkahon erfolgte in 174 “Arten (espéces)’ wobei eine
“Art” sowohl die Aquwalenzklassenbzldung durch affine Konjugation (entspre-
chend dem Ubergang zum Raumgruppentyp) umfafite als auch naheliegende
Serienbildung einschloB. So bildeten z.B. alle zyklischen Rotationsgruppen
C, (n € IN) die “10. Art”, die Diedergruppen D,, die “12. Art”, die aus einer
endlichen Translation 4¢ ¢ (=: 7) und Drehung um dieselbe Achse A(z,,/n) 0
erzeugten Gruppen (Z(T) @ Cp, n € IN) die “20. Art” usw. Aufgrund seiner
Dichotomie kontinuierlich-diskret konnte Jordan die reinen Translationsgrup-
pen nun nach der Anzahl k (0 < k£ < 3) der unabhangigen infinitesimalen,
sowie der Anzahl m (0 < m < 3 — k) der unabhéngigen endlichen Erzeu-
genden klassifizieren. So erhielt er 9 “Arten” von Translationsgruppen (1869,
235-237).7 Auf dhnliche Weise erhielt er 8 “Arten” reiner Rotationsgruppen.?

Der grofite Teil seiner Arbeit bestand dann in der Analyse, welche Trans-
lationsgruppen durch welche Rotationsgruppen zu erweitern sind. Das war die
gruppentheoretisch mathematisierte und verallgemeinerte Form von Bravais’
Untersuchung, welche Molekiilpolyeder zu welchen Gittertypen “passen”. Jor-
dan konnte also auf Bravais’ Ergebnisse iber Symmetriekonfigurationen von
Netzen und Gittern sowie die Bestimmung der Gittertypen zurickgreifen,
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ohne noch einmal die gesamten Bravaisschen I"Jberlegungen ausfithren zu
miissen. Dadurch wurde seine Klassifikation der Gruppen mit 2 oder 3 end-
lichen Translationserzeugenden uiberhaupt erst moglich.

Er ging aber in der betrachteten Art der Erweiterung entscheidend iiber
Bravais hinaus, der ja — implizit — lediglich mit semidirekten Produkten
von Gitter und Rotationsgruppe gearbeitet hatte (vgl. §§3.3, 3.4). Jordan lief8
namlich als Reprasentanten des rotativen Anteils in der Bewegungsgruppe G
nicht allein reine Rotationen zu, sondern auch solche Schraubenbewegungen,
die mit der betrachteten Translationsgruppe I' vertraglich sind, d.h. diese bei
Konjugation in sich tiberfuhren.

Das war ein vollig neuer Aspekt in Jordans Arbeit, der tiber die historisch
auflerst bedeutsame, mathematisch aber zu diesem Zeitpunkt recht nahelie-
gende explizite Ubertragung des Gruppenbegriffs in die Geometrie merklich
hinausging. Jordan zeigte namlich eine itmplizite, in geometrischer Form aus-
gesprochene Einsicht in die Struktur von Gruppenerweiterungen. Seine Rea-
lisierung des rotativen Anteils einer Bewegungsgruppe durch Schraubenbe-
wegungen entsprach implizit einer Diskussion von Erweiterungen der Trans-
lationsgruppe I' durch eine Untergruppe G, von SO(3, R) mit nichttrivialem
Faktorensystem — eine Problematik, die erst etwa 60 Jahre spéater von Otto
Schreier (1926, 1928) allgemein und explizit geklart wurde (vgl. auch An-
hang).

Die fur die Erweiterung notwendige Angabe eines Homomorphismus
¢ : G, = Aut(I') war wie im Fall der semidirekten Erweiterungen durch
die Vertraglichkeitsforderung fiir G, mit I' in natiirlicher Weise gesichert.
Die Angabe von Schraubenbewegungen pi, ..., pr fur Erzeugende p4, ...,
px von G, (im Fall endlicher Erzeugender) entsprach der Konstruktion einer
Erweiterung der Translationsgruppe I' durch G, mit nichttrivialem Fakto-
rensystem. In der Jordanschen geometrischen Formulierung auflerte sich das
dadurch, daBl Relationen zwischen den Erzeugenden

R(pl, ey pk)=1

bei den zugeordneten Schraubenbewegungen auf eine Translation R(py, ...,
pr) aus T fithren.®

Jordans Einsicht in die Struktur der aufiretenden Erweiterungsbedingun-
gen zeigte sich darin, dafi er Art und Anordnung der Schraubenbewegungen
in streckenweise verwickelten Falldiskussionen so bestimmte, dafi diese Be-
dingungen stets erfillt waren.1°

Sein Ergebnis war eine Liste von 174 “Arten” von Bewegungsgruppen,
darunter iiber 50 kontinuierliche, 5 endliche!! und 59 eigentlich diskonti-
nuierliche mit relativ kompaktem Fundamentalbereich (also kristallographi-
sche). Die iibrigen “Arten” listeten diskontinuierliche Gruppen ohne rela-



102 Kapitel I: Die Symmetriekonzepte der Kristallographie ...

tiv kompakten Fundamentalbereich auf. Darunter befanden sich unter ande-
rem 16 Gruppen, die bei Einschrankung ihres Operationsbereiches auf eine
Ebene diskontinuierlich und mit beschranktem Fundamentalbereich operie-
ren, also 16 der 17 ebenen Ornamentgruppen. Lediglich eine der beiden Z2-
Erweiterungen von D3, in moderner Notation P3m1l, war Jordan entgangen
(vgl. §85.4, Anm. 43).

Hinzu traten in der Liste verschiedene Doppelnennungen,'? deren Auf-
treten bei der von Jordan geleisteteten Pionierarbeit kaum verwunderlich
erscheint. Ebensowenig kann iberraschen, dafl Jordans Liste nicht ganz
vollstandig war. So fehlten 6 von den insgesamt 65 eigentlichen Bewegungs-
gruppentypen der Kristallographie.!® Die anderen 59 traten jedoch — teil-
weise in verschiedenen Erzeugungsweisen mehrfach angegeben — explizit auf.

Jordans Arbeit beinhaltete in zweifacher Hinsicht einen begrifflichen
Durchbruch fiir das Symmetriestudium der Kristallographie. Die bei Bravais
nur implizit angedeuteten Raumsymmetriesysteme der Kristallographie wur-
den durch den Gruppenbegriff operationalisiert und prazisiert. Allerdings galt
das durch Jordans Einschrinkung auf dié eigentlichen Bewegungen zunachst
nur fur 23 der bei Bravais implizit auftretenden 71 semidirekten Produkte.!*
Hinzu trat die Entdeckung von 33 Produkten mit nichtirivialem Faktorensy-
stem, also vollig neuen “verwickelten” Symmetrietypen, die Bravais aufgrund
der Verwendung eines vom mathematischen Standpunkt aus zu einfachen
Modells einer Uberlagerung von Molekiil- und Gittersymmetrien nicht ein-
mal hatte erahnen konnen.

Jedoch blieb die unmittelbare Bedeutung der Jordanschen Arbeit fur
die Kristallographie zunachst gering. Der groflere Teil ihres Inhalts war aus-
schliellich von mathematischem Interesse; und Jordan hatte sich nicht einmal
die Mithe gemacht, die kristallographisch relevanten Gruppen in irgendei-
ner Weise gegeniiber den anderen hervorzuheben. Ganz im Gegenteil nivel-
lierte seine grofiziigige Beschreibung der Aufgabenstellung der Arbeit durch
Angabe von “Lagesystemen von Molekiilen” (auch fiir den kontinuierlichen
Fall!) den grundlegenden Unterschied zwischen den kristallographischen und
nichtkristallographischen, insbesondere kontinuierlichen, Bewegungsgruppen
scheinbar hinweg. Welcher Anhanger einer atomistischen Materieauffassung
aber hatte bereit sein konnen, etwa den Orbit eines Pfeils unter einer konti-
nuierlichen Gruppe ernsthaft als Mathematisierung eines “Molekiilsystems”
zu akzeptieren?

Die kristallographische Bedeutung der Jordanschen Bewegungsgruppen-
klassifikation konnte daher lediglich indirekt, nach einem Ausbau des Raum-
gruppengesichtspunkts mit ausdriicklicher Orientierung auf die Spezifika der
Kristallographie, hervortreten (vgl. §5). Mathematische Auswirkungen stell-
ten sich dagegen wesentlich schneller ein, da die explizite Ubertragung des
Gruppenbegriffs in die Geometrie auf gut vorbereiteten Boden fiel.
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4.3 Zum Einflufl des Jordanschen Mémoires bei der Herausbildung
des Transformationsgruppenkonzepts durch S. Lie und F. Klein

Etwa zur Zeit, als Jordans Mémoire (1869) erschien, begann Sophus Lie
(1842-1899) in enger Kooperation mit Feliz Klein (1849-1925) bei der Un-
tersuchung von Fragen der projektiven Geometrie Gruppengesichtspunkte zu
berticksichtigen. Lie und Klein hatten seit ihrer ersten Begegnung im Weier-
straschen Seminar in Berlin wahrend des Wintersemesters 1869/70 eine enge
Zusammenarbeit entwickelt, die iber die Zeit ihres gemeinsamen Aufenthalts
in Paris (April bis Mitte Juli 1870), spater {iber briefliche Korrespondenz
und weitere Treffen in Diisseldorf (Dezember 1870) und Goéttingen/Erlangen
(September/Oktober 1872) anhielt.

In dieser Zeit formulierten sie das allgemeine Konzept einer geometri-
schen Transformationsgruppe und entwickelten verschiedene, sich gegensei-
tig erganzende programmatische Ideen zu deren Untersuchung (Lies Klassifi-
kation kontinuierlicher Transformationsgruppen) oder zur Verwendung als
strukturelle Leitidee der Geometrie (Kleins “Erlanger Programm”). Nach
Kleins Antritt der Erlanger Professur im Oktober 1872 schlugen Lie und
Klein in ihrer wissenschaftlichen Entwicklung jedoch unterschiedliche Rich-
tungen ein (Klein Ms XXII G)'®.

Im Austausch Lie-Klein war Lie haufig der Lieferant neuer Ideen, wah-
rend Klein seinen Anteil spater selber wesentlich darin sah, zu deren Formu-
lierung und Einordnung in die geometrischen Forschungsprogramme Pliickers
oder Clebschs beigetragen zu haben (ebda.).!® Auch die Herausbildung des
Konzepts der Transformationsgruppe verlief zwischen den beiden jungen Ma-
thematikern in einer Weise, die diesem — von Klein selber geteilten!?” — Bild
entspricht. In unserem Zusammenhang ist dabei insbesondere von Interesse,
ob beziehungsweise in welcher Weise Jordans Mémoire (1869) fiir die beiden
Protagonisten des Transformationsgruppenkonzepts Bedeutung gewann.

Lies erste implizite, aber schon deutliche Verwendung des Transforma-
tionsgruppengesichtspunktes stammt aus einer in Berlin verfafiten, von F.
Klein endformulierten!® Arbeit iiber den “Reyeschen Linienkomplex” (Lie

1870). Lie betrachtete hier in der Plickermannigfaltigkeit MiQ) C P(5,Q)
von Geraden des projektiven Raums P(3, €)!® den durch Schnitt mit einer

weiteren Quadrik ausgezeichneten “Reyeschen Linienkomplex” R = Mém) C

M iz) samt allen Kollineationen, die R invariant lassen,

Gr := Koll(P(5,C); R)

= {¢|¢ € Koll(P(5,C)),¥(R) = R}
C Koll(P(5, €)) = PGL(5, C)

Er beobachtete, da Gr aus einer “dreifach unendlichen Anzahl homogra-
phischer (projektiver; E.S.) Transformationen” besteht und — in Gruppen-
terminologie iibersetzt — Gpg transitiv frei auf R operiert. Nun zeichnete
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er gewisse Kurven Cg in R aus (“Komplexkurven”), auf deren Gesamtheit
Gr wiederum frei operiert. Seine Idee war dann, einen Orbit Gr(Cr) —
eine “Gattung von Komplexkurven” in seiner Terminologie — als eine wei-
tere Darstellung des “Reyeschen Komplexes” aufzufassen, d.h. zu einer neuen
Art von Elementen des Raumes, eben “Komplexkurven”, uberzugehen.

Wie F. Klein bemerkte,? gibt es in R andererseits auch Kurven, die
durch eine “einfach unendliche Anzahl” von Transformationen aus Ggr in
sich tiberfiihrt werden. Daran knuipfte eine wahrend des Juni 1870 in Paris
gemeinsam geschriebene Arbeit (Klein/Lie 1870) an, die Kurven beziehungs-
weise Flachen mit “une infinité de transformations” beziehungsweise “un
nombre doublement infini de transformations linéaires” in sich betrachtete
— also in spaterer Formulierung Kurven beziehungsweise Flachen mit konti-
nuierlichen Transformationsgruppen der Dimension 1 beziehungsweise 2. Lie
und Klein benititzten die hier studierte transitive Gruppenoperation auf einer
Kurve (oder Flache) zur Auszeichnung invarianter Eigenschaften unter den
beteiligten Transformationen, eventuell in Relation zu einem anderen geo-
metrischen Objekt oder einer ganzen Klasse von Objekten (Klein/Lie 1870,
422ff.). Darin deutete sich einer der Grundgedanken des spateren “Erlanger
Programms” an.

In ihrer zweiten gemeinsamen Arbeit, die im Winter 1870/71 einige Mo-
nate nach ihrem Paris-Aufenthalt entstand, kamen sie noch einmal auf das-
selbe Thema zurtick und vertieften es (Klein/Lie 1871). Unter Bezug auf
(Serret 1866) und (Jordan 1870) wiesen sie nun ausdriicklich auf die Abge-
schlossenheit der von ihnen betrachteten “Systeme von Transformationen”
unter Komposition und die Parallele zu den Substitutionsgruppen der Alge-
bra hin (Klein/Lie 1871, 430 Anm.). So stand diese Arbeit am Beginn eines
I"Jbergangs zu einem expliziten Transformationsgruppenkonzept, allerdings
noch ohne Herausbildung einer charakteristischen Fachterminologie und noch
ganz im speziellen Kontext.

Klein verwendete neben der Sprechweise “System von Transformatio-
nen” bis weit in das Jahr 1871 hinein synonym wahlweise auch “Schar linearer
Transformationen”, “Zyklus von Transformationen” oder einfach “Transfor-
mationszyklus” (Klein 1871, 1872a);?! und auch Lie verwendete bis kurz vor
Ende seiner im Winter 1870/71 und im Frihjahr 1871 erstellten, in zwei
Teilen publizierten Doktordissertation (Lie 1871a, b) noch keine Gruppen-
terminologie.

Wir wollen uns im folgenden etwas naher mit den Umstanden befassen,
unter denen Lie beziehungsweise Klein die Gruppenterminologie schlieflich
iibernahmen und dabei insbesondere die Frage im Auge behalten, ob und in
welcher Weise Jordans Mémoire (1869) dabei eine Rolle spielte. Lie nahm, wie
schon angedeutet, die Gruppenterminologie erst in seiner Doktorarbeit auf —
allerdings nicht im Hauptteil der Arbeit, sondern in einem an die eigentliche
Arbeit angehangten letzten Paragraphen der Dissertation.?? Erst dort fihrte
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er im nachhinein die neue Terminologie der Transformationsgruppe ein. Da-
bei nahm er ausdriicklich auf Jordans Mémoire Bezug und und schlug vor,
dessen Fragestellung der Klassifikation von euklidischen Isosometriegruppen
auf projektive Gruppen zu verallgemeinern:

“Es lafit sich eine Aufgabe stellen, alle Gruppen linearer Transfor-
mationen anzugeben. Ich sage dabei, dass eine kontinuierliche oder
diskontinuierliche Schar von Transformationen eine Gruppe bildet,
wenn die Kombination einiger dieser Transformationen jedesmal mit
einer Transformation der gegebenen Schar aquivalent ist. Herr Jor-
dan hat insbesondere alle Gruppen von Bewegungen bestimmt.”

(Lie 1871b, 208f.)

Lie fuhr dann mit einer Bemerkung fort, dal (und warum) das hier ange-
deutete Programm einer Klassifikation aller Transformationsgruppen der pro-
jektiven Raume die Jordansche Klassifikation als Spezialfall umfassen wiirde.

Diese Stelle ist in zweifacher Hinsicht bemerkenswert. Zum einen enthalt
sie die erste Andeutung des spéter von Lie verfolgten Programms einer Klas-
sifikation der Transformationsgruppen, das dieser erst in (1874) ausfiihrlicher
formulierte und dann — auf kontinuierliche eingeschrankt — zum Gegenstand
einer Serie wichtiger Arbeiten aus den 1870/1880er Jahren machte (Lie 1874,
1876a, b, 1878a, b, 1880 u.a.).?3 Zum anderen stellt die hier von Lie verwen-
dete Sprechweise von “Gruppen” einen terminologischen Ausreifier dar, der
jedoch allem Anschein nach einen systematischen Hintergrund besa8.

Lie ging namlich keineswegs, wie man nun vielleicht annehmen konnte,
ab Frithjahr 1871 zur Verwendung der Gruppenterminologie tiber, sondern
blieb zunachst bei einer unspezifischen Sprechweise, so etwa in seiner am
15.11.1871 vorgelegten Notiz zur Kugelgeometrie im R"™ (Lie 1871d), wo
er wieder von “Schar” oder “System von Transformationen” anstelle von
“Transformationsgruppen” sprach. Erst mit seiner Arbeit an der Klassifi-
kation der kontinuierlichen Transformationsgruppen, also dem an der eben
genannten Stelle schon angesprochenen verallgemeinerten Jordanschen Pro-
gramm, ging er zur systematischen Verwendung der Gruppenterminologie
iber. Die Ubernahme der Terminologie von Jordan und die Verallgemeine-
rung von dessen Klassifikationsprogramm bildeten, hiernach zu schlieflen, eine
Einheit. Diese stand den von Lie selbst entwickelten Auffassungen zwar nahe,
bildete darin aber zunachst gewissermaflen eine programmatische Enklave,
die erst mit der tatsachlichen Bearbeitung des Programms in Lies tibrige
Denkweise und Terminologie integriert wurde und diese bleibend beeinflufite.

Das spricht stark fiir die Annahme, da Jordans Mémoire (1869) mehr
als nur Gegenstand eines beilaufigen Verweises war.2* Dariiber weit hinaus-
gegend scheint sie Lie den Anlafl gegeben zu haben, die bis dahin stets in
konkreten, projektiv-geometrischen Untersuchungen verwendeten Transfor-
mationsgruppen aus diesem Kontezt zu 16sen und sein allgemeines Klassi-
fikationsprogramm zu formulieren. Das konnte er dann allerdings erst nach
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seinem Studium der Integration von Differentialgleichungen in Angriff neh-

men, nachdem einige dazu erforderliche Hilfsmittel bereitgestellt waren [Ha-

wkins 1982]. Jordans Arbeit scheint demnach eine groflere Bedeutung bei der
expliziten Formulierung des Gruppenbegriffs innerhalb der Geometrie gehabt
zu haben, als ihr gemeinhin — auch in [Wufling 1969] — zugemessen wird.

Es bleibt allerdings noch zu priifen, ob sich ahnliche Indizien fiir einen Ein-

fluf auch auf Lies engsten Freund und Kooperationspartner dieser Zeit, Felix

Klein, ergeben.

Vor einer eingehenderen Diskussion dieser Frage ist zunachst einmal auf
Kleins integrative Arbeitsweise hinzuweisen.?> Diese machte sich schon in
Kleins friuher Arbeitsphase bemerkbar, etwa wenn die verschiedenen Einfliisse
charakterisiert werden, die Klein beim Entwurf des “Erlanger Programms”
verarbeitete.2® Auf seinen Kernbestand reduziert enthielt das “Erlanger Pro-
gramm” drei Grundgedanken, die sich in folgende Thesen fassen lassen:

(1) Tréger einer geometrischen Theorie ist eine “n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit” M.

(ii) Eine geometrische Methode — moderner ausgedriickt Struktur — be-
steht aus der Auszeichnung einer auf M operierenden Gruppe G, der
“Hauptgruppe”, und zugehorigen invarianten oder kovarianten Objek-
ten.

(iii) Wesentliche Teile des Systems der geometrischen Disziplinen lassen sich
nach dem strukturellen Gesichtspunkt von (i), (ii) ordnen; d.h. die wich-
tigsten Geometrien sind Theorien von durch Hauptgruppen und invari-
ante/kovariante Objekte strukturierten Mannigfaltigkeiten.

In unserem Zusammenhang geht es nun weder um die Haltbarkeit /Recht-
fertigung bzw. Kritik an diesen Thesen,?” noch um ihre historische Aufnahme
und Wirkung,?® sondern um ihre Herkunft und ihren Hintergrund im Klein-
schen Denken selbst.

These (i) war stark durch Riemanns Auffassung der Geometrie beein-
fluflt, die Klein durch Clebsch kennengelernt hatte. Er konnte das Mannigfal-
tigkeitskonzept sehr gut mit dem Pliickerschen Standpunkt hoherer Raumele-
mente verbinden; dabei unterlief Klein allerdings zunachst eine Reduzierung
der intensionalen Komplexitat des Riemannschen Mannigfaltigkeitsbegriffs,
die er erst im Laufe spiterer Arbeiten stillschweigend riickgangig machte
[Scholz 1980, 131fF.].

Den Hintergrund von These (ii) bildeten neben dem allgemeinen Trans-
formationsgesichtspunkt der projektiven Geometrie spezifische Ansatze in
dieser Richtung in Kleins eigener Arbeit vor 1872. So schien Klein die
1869/70 zusammen mit Lie erarbeitete Auffassung einer Charakterisierung
der Geometrie in Kurven oder Flachen mit transitiver Transformationsgruppe
(Klein/Lie 1870 — s.0.) als geeignet, seine schon Ende 1869 entworfene Ideen
{iber eine projektive Modellierung der euklidischen und der nichteuklidischen
Geometrien durch einen neuen methodischen Gesichtspunkt zu unterstiitzen
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und préazisierbar zu machen. Und in der Tat gelang es thm im Sommer 1871, in
die von ihm schon fast zwei Jahre vorher vermutete Beziehung zwischen pro-
jektiver (Cayley-) Metrik und Differentialgeometrie konstanter Krimmung
den Transformationsgesichtspunkt einzuarbeiten. Als Ergebnis erhielt er die
spater weithin bekannt gewordene bemerkenswerte Charakterisierung der eu-
klidischen bzw. nichteuklidischen Isometrien durch Einschrinkung der Ope-
ration bestimmter Untergruppen der Gruppe der projektiven Kollineationen
(Klein 1871, 281fF.) [Russo 1968].2°

Die Bedeutung der Automorphismengruppe fur die strukturelle Charak-
terisierung der “Geometrie” eines Raumes konnte Klein wenig spater in der
im Oktober 1871 fertiggestellten Arbeit (1872a) auch fiir die Plickermannig-
faltigkeit der Geraden im projektiven Raum herausarbeiten. Ausgehend von
deren auf Pliicker zuriickgehende Beschreibung als Quadrik M (2 )1 im P(n, )

mit Automorphismengruppe Koll((P(n,C); M, (2)1) — also den Kollineatio-

nen, die M (2 )1 invariant lassen — gab Klein eine Bijektion
(2) _
Y:M,”, — P(n-1,C)

und eine mit einer Hyperebene geschnittene Quadrik M,(,l_’? im P(n —1,C)
an, soda die Automorphismen der Plickermannigfaltigkeit gerade durch
Koll(P(n - 1,Q); Mf(;l_’i) ) dargestellt wurden.

Aus der ex-post Perspektive scheint damit die Verallgemeinerung im
“Erlanger Programm” schon recht deutlich vorgezeichnet gewesen zu sein.
Jedoch reagierte Lie auf einen ersten Vorsto8 zu einer solchen Verallgemei-
nerung, den Klein in einem ihm gegen Ende 1871 zugesandten Manuskript
uber die “Methoden der Geometrie” machte, zunachst mit Zuruckhaltung
oder sogar Unverstandnis (Klein Ms XXII G). Das zeigt deutlich, daf§ die
von Klein vorgeschlagene Verallgemeinerung selbst auf dem von Klein und
Lie geteilten gemeinsamen Wissenshintergrund iber geometrische Transfor-
mationsgruppen keineswegs naheliegend war.3® Der von Klein geleistete Uber-
gang zwischen seinen Arbeiten iiber nichteuklidische Geometrie (1871) so-
wie Liniengeometrie (1872a) und seinem Metaprogramm der Geometrie®!
(1872b, 1873) erklért sich also nicht aus sich heraus, sondern bedarf weiterer
Aufklarung.

Es liegt nahe, einen Hinweis in diese Richtung in seinem “Zweiten Auf-
satz zur nichteuklidischen Geometrie” (Klein 1873) zu suchen, der in der er-
sten Jahreshalfte 1872 verfafit, aber erst im folgenden Jahr publiziert wurde.
In dieser Arbeit arbeitete Klein den Gesichtspunkt der Einteilung der eu-
klidisch/nichteuklidischen Geometrien nach Transformationsgesichtspunkten
viel starker als in der ersten Arbeit (1871) und so deutlich heraus, da8 sie als
Vorliuferin des Erlanger Programms gewertet werden mufl und moglicher-
weise Schliisselhinweise zu dessen Entstehung zu geben vermag.
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Bei Priifung der Arbeit unter dem Gesichtspunkt moglicher weiterer
Einfliisse, die Klein in Richtung “Erlanger Programm” weiter brachten, fallt
zunachst auf, def Klein hier zum erstenmal von “Transformationsgruppen”
sprach und von diesem Zeitpunkt an (Juni 1872) die vorher schwankende,
offen gehaltene Terminologie durch die neugebildete ersetzte. Noch bei Fer-
tigstellung der liniengeometrischen Arbeit (1872a) hatte er im Oktober 1871
dagegen von “Transformationszyklus”, “Gesamtheit der Transformationen”
etc. gesprochen.

Daruberhinaus, oder besser in direktem Zusammenhang damit, verwies
Klein in seinem “Zweiten Aufsatz tiber nichteuklidische Geometrie” im Juni
1872 zum erstenmal in seinen Arbeiten auf Jordans Mémoire tiber Bewe-
gungsgruppen (Klein 1873, 317). Dieses Zusammentreffen kann kaum als Zu-
fall gewertet werden; es erscheint vielmehr als Beleg dafiir, dafl Klein —
ahnlich wie Lie, aber unabhingig von ihm — die Transformationsgruppen-
terminologie von Jordans “groupes des mouvements” adaptierte. Daraus er-
gibt sich aber auch, daB Feliz Klein die Jordansche Arbeit (1869) erst im
Zeitraum zwischen Oktober 1871 und Juni 1872 ernsthaft zur Kenntnis ge-
nommen haben kann,3? also genau in dem Zeitraum, in dem sich die zum
Erlanger Programm fiihrenden Ideen verdichteten.

Nun gibt es eine bemerkenswerte inhaltliche Parallele zwischen Jordans
mathematischer Reinterpretation der Bravaisschen Kristallstrukturtheorie
und dem “Erlanger Programm”, die sehr gut Tréger eines weitergehenden
Einflusses von Jordans Mémoire (1869) auf Klein gewesen sein kann. Bra-
vais’ kristallographische Theorie charakterisierte ja die Struktur einer Kri-
stallart durch deren System von Symmetrien, implizit, aber rec¢ht deutlich
also durch deren Isometriegruppe. Dieser Gedanke war von Jordan zu Be-
ginn seines Mémoires in der doppelten Formulierung der Fragestellung seiner
Arbeit als einer Charakterisierung samtlicher denkbarer Strukturen von Mo-
lekiilsystemen und samtlicher Typen euklidischer Bewegungsgruppen aufge-
nommen und zugespitzt worden. Fur Feliz Klein, der ab 1871 in verschiedenen
Zweigen der Geometrie mit der Idee umging, unterschiedliche Eigenschaften
verschiedener Raume durch zugehorige Transformationsgruppen zu charakte-
risieren, war in dieser Formulierung der mathematischen Charakterisierung
der Struktur von Molekulsystemen durch eine Bewegungsgruppe die Analogie
zu seinen eigenen Beobachtungen in den Grundlagen der Geometrie und der
Liniengeometrie kaum zu ubersehen.

Eine solche methodische Analogie zwischen recht weit auseinanderlie-
genden Gebieten ist aber ohne Zweifel eine gut geeignete Bedingung fur die
Auslosung, Forderung oder Sicherung einer ersten, noch unsicheren Verall-
gemeinerung. Nach den vorliegenden Evidenzen liegt es daher nahe anzuneh-
men, dafl Jordans “Mémoire sur les groupes de mouvements” eine stitzende
heuristische Rolle ber der Herausbildung der Grundgedanken des “Erlanger
Programms” spielte. Mit voller Sicherheit ist dies nach den uns zur Verfiigung
stehenden Quellen allerdings nicht nachweisbar.
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Zusammenfassend konnen wir festhalten, dafl Lie und Klein Jordans
Mémoire (1869) wahrend der Zeit eingehender zur Kenntnis nahmen, als
sie die Grundideen ihrer unterschiedlichen, aber jeweils mit Transformations-
gruppen befaften Programme entwickelten (Lie im Frithjahr 1871, Klein vor
dem Juli 1872, wahrscheinlich Ende 1871). Dies wirkte vereinheitlichend auf
die Terminologie und lieferte die Vorlage fiir Lies Klassifikationsprogramm
der kontinuierlichen Gruppen. Sicher festzustellen ist eine weitere termino-
logische Spur, die das kristallographische Symmetriestudium in der frithen
Gruppentheorie hinterlie: durch Jordan — und spater Klein — wurde die
Sprechweise von “holoedrischem bzw. meriedrischem Isomorphismus (isomor-
phisme holoédrique/mériédrique)’ fir Isomorphismen bzw. Homomorphis-
men (mit nichttrivialem Kern) in die Gruppentheorie des ausgehenden 19.
Jahrhunderts eingefiihrt.33

Wahrscheinlich enthielt dartiberhinaus Jordans uberspitzter Hinweis auf
die Moglichkeit der Mathematisierung der Bravaisschen Kristallstrukturtheo-
rie in der Sprache der Bewegungsgruppen eine methodische Anregung fir
Felix Kleins Formulierung der allgemeinen Ideen des “Erlanger Programms”.
Ahnlich wie bej Lie der terminologische Einflufl von Jordans Mémoire (1869)
mit einer programmatischen Anregung verbunden war (Klassifikation der
Bewegungsgruppen — Klassifikation der kontinuierlichen Transformations-
gruppen), ging dessen Einflul auch auf Felix Klein wohl deutlich tiber blof
terminologische Aspekte hinaus. Nehmen wir diesen — zugegebenermaflen
nur auf der Basis von Indizien rekonstruierten — Einflu8 ernst, mussen wir
von der Wirkung eines indirekten, aber nicht unwichtigen Einflusses der Kri-
stallstrukturtheorie auf die Bildung eines bedeutenden Metaprogramms3* der
Geometrie des ausgehenden 19. Jahrhunderts ausgehen und damit von ei-
nem Beitrag zur Schaffung der Bedingungen, durch die der Gruppenbegriff
gegen Jahrhundertende seine grofle strukturierende Bedeutung innerhalb der
Mathematik erst gewinnen konnte.

Uber alle Unsicherheiten des Indizienargumentes hinweg ist als gesichert
festzuhalten, dafl die erste Aufnahme des expliziten Gruppenbegriffs inner-
halb der Geometrie durch Jordan auf Anregung und Ergebnisse der Bra-
vaisschen Kristallstrukturtheorie zurickgriff. In diesem Sinne beeinfluite das
Symmetriestudium der Kristallographie die Aufnahme des Gruppenkonzep-
tes in die Geometrie direkt; indirekt kam es bis zu den Arbeiten Schoenflies’
in der zweiten Halfte der 1880er Jahre so weit zur Geltung, wie die Wir-
kungen des Jordanschen Mémoires iiber Bewegungsgruppen reichten — wie
immer man diese einschatzen mag.
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§5 Gruppen in der Kristallographie —
die Entdeckung der 230 Raumgruppentypen

5.1 Erste Nutzbarmachung des Jordanschen Mémoires
fur die Kristallographie: L. Sohncke und B. Minnigerode

Die Ubernahme des Gruppenbegriffs in die Kristallographie erfolgte langsam
und uber verschiedene Wege. Der wohl bedeutsamste wurde durch Leon-
hard Sohncke (1842-1897), einen Schiller F. Neumanns, Physiker in Karls-
ruhe (1871-1883), spater in Jena und Minchen (1886-1897), eingeschlagen,
der in der Mitte der 1870er Jahre mit einer Auswertung des Jordanschen
Mémoires (1869) fiir die Kristallographie begann (Sohncke 1876a, 1879). Er
blieb allerdings mit seinen Anstrengungen unter den Kristallographen mit
wenigen Ausnahmen — unter ihnen jedoch keine geringeren als P. Curie und
E.S. Fedorov — zunachst allein.!

Selbst fiir den einfachen Fall der Kristallklassen blieb der Gruppenbe-
griff noch bis gegen Ende der 1880er Jahre praktisch ungenutzt. So argu-
mentierte etwa A. Gadolin in einer unter Kristallographen stark beachteten
und haufig als wichtigste Quelle fiir die systematische Ableitung der Kri-
stallklassen angegebenen Arbeit (1871) ohne Verwendung von Konzepten der
Gruppentheorie.? Ein offensichtlicher Grund dafiir war, da8 seine Arbeit vor
Abfassung des Jordanschen Mémoires geschrieben und der Finnischen Gesell-
schaft der Wissenschaften schon am 19.3.1867 vorgelegt worden war. Bevor
diese sich zur Publikation entschied, war im tbrigen durch die St. Petersbur-
ger Mineralogischen Gesellschaft schon eine russische Fassung der Abhand-
lung verdffentlicht worden (Gadolin 1869). Gadolin kniipfte an Arbeiten der
Mohs-Schule (F. Naumann u.a.) an; Frankenheim, Hessel und sogar Bravais
waren ihm anscheinend unbekannt. Er gab — eingeschrankt durch das Ratio-
nalitatsgesetz — eine erneute Ableitung der Symmetriekonfigurationen der
32 Kristallklassen und teilte diese in 6 Systeme ein. Von dieser Grundlage
aus konnte er Redundanzen der in der Mohs-Tradition entstandenen Sym-
metriebeschreibungen von Kristallen kritisieren? und glaubte einige “neue”
Kristallklassen (D34, Cyy, Cy4, C3, D3, C,, C1) abgeleitet zu haben (Gadolin
1871, 60f.).

Selbst nach der Publikation des Jordanschen Mémoires dauerte es noch
fast 20 Jahre, bis auch in der Kristallographie die Kristallklassen explizit
vom Standpunkt endlicher orthogonaler Gruppen eingefithrt wurden. Sogar
noch Anfang der 1880er Jahre, als Pierre Curie (1859-1906) aufgrund der
Unvollstandigkeit der Bravaisschen Liste der Kristallklassen (C4) und de-
ren Herleitung (fehlende Drehspiegelung) eine erneute, nunmehr vollstandige
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Deduktion der Punktsymmetriesysteme in Hinsicht auf die Kristallographie
angab (1884), unterblieb die Aufnahme des mittlerweile in der Mathema-
tik weit verbreiteten geometrischen Gruppenbegriffs. Erst kurz vor Ende des
Jahrzehnts wurde dieser vom Greifswalder Mathematiker B. Minnigerode
in einem Artikel im “Neuen Jahrbuch fiir Mineralogie” in die Behandlung
der Kristallklassen eingefithrt (1887). Minnigerode stellte seinem Artikel eine
kurze Diskussion der endlichen Untergruppen von S0(3, R) und deren mogli-
che Erweiterung durch orientierungsumkehrende Isometrien voraus. Er gab
fir jede Kristallklasse G Erzeugende py, ..., px und fir jedes Element ei-
nen Term Pji(py, ..., pr) (1 £ i < |G|) aus den Erzeugenden an. Zusatzlich
stellte er jedes Element als lineare Abbildung dar, die nach geeigneter Ko-
ordinatenwahl im Frankenheimschen Stil durch eine erweiterte Permutation
reprasentiert wurde.

Eine explizite Angabe der definierenden Relationen zwischen den Er-
zeugenden, wie sie nach W. Dycks Arbeiten uber endliche Prasentation von
Gruppen (Dyck 1882, 1883) vielleicht zu erwarten gewesen ware, unterlief
Minnigerode.? Seine Arbeit war also nicht unbedingt auf dem neuesten ma-
thematischen Stand; sie bildete aber den Ausgangspunkt einer Ubernahme
expliziter Methoden der elementaren Gruppentheorie in die Kristallographie.
Zu diesem Zeitpunkt arbeitete allerdings auch schon Schoenflies an seinen
Studien der kristallographischen Raumgruppen. Deren Ergebnisse sollten
Minnigerodes Beitrag wenig spater an Bedeutung weit tbertreffen und ihn

ganzlich in den Schatten stellen (§§5.3, 5.5).

Sohnckes Bemithungen um eine Nutzbarmachung der Jordanschen Klas-
sifizierung der Bewegungsgruppen waren all dem vorhergegangen. Er hatte
auf Anregung seines Lehrers F. Neumann die Bravaisschen Arbeiten grind-
lich studiert und in den 1860er Jahren eine ganz auf die kristallographischen
Aspekte zugeschnittene, an Bravais orientierte Herleitung der 7 Bravaissy-
steme und 14 Raumgittertypen gegeben (Sohncke 1867). Bravais’ Hypothese
der symmetrischen Molekiilpolyeder war Sohncke allerdings zu restriktiv er-
schienen, sodaf er, noch ehe ihm Jordans Mémoire (1869) zu Gesicht kam,
mit einer geometrisch-konfigurativen Analyse der unendlichen ebenen Sym-
metriesysteme begann. Die Symmetrien studierte er schon in (1874) aus der
Sicht “regelmadfiger ebener Punktsysteme von unbegrenzter Ausdehnung”, von
denen er annnahm:

“ .. dass die Punktvertheilung (...) um jeden (...) Punkt dieselbe
ist wie um jeden anderen” (Sohncke 1879, 23).

Sohncke machte also nicht den Versuch, Systeme von Symmetrien der
euklidischen Ebene “an sich” zu betrachten, sondern studierte sie nur so
weit, wie sie als Symmetrien regularer Punktmuster (d.h. solcher mit tran-
sitiver Symmetriegruppe) auftreten. Vom Standpunkt des Gruppenbegriffs
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aus gelesen, konnte man sagen, dafl Sohncke nicht die ebenen Symmetriesy-
steme selbst, sondern deren Orbits klassifizierte. Das hatte notwendigerweise
zur Folge, daf Sohncke gewissermafen nur solche Symmetriesysteme sehen
konnte, die als volle Symmetriegruppe eines Punkimusters auftreten.® Nun
1aBt jedes ebene, regulare 2-fach periodische Punktmuster (Netz) Punktinver-
sionen bzw. Drehungen der Ordnung 2 zu. Sohncke konnte daher aus seiner
Perspektive Symmetriesysteme mit orthogonalem Anteil ohne 2-zahlige Dre-
hungen (d.h. der orthogonalen Klassen C; oder C,) nicht identifizieren. Von
den 17 ebenen Ornamentgruppen entfallen dann aber 4 (P, Pp,, Cpn, P,);
die anderen 13 ebenen Symmetriesysteme wurden von Sohncke unter seinem
Gesichtspunkt der reguldren Punktmuster vollstandig aufgezahlt.

Als Sohncke kurz nach Abfassung der Arbeit (1874) im Juli 1873 von
Jordans Mémoire erfuhr, erkannte er schnell dessen potentielle Bedeutung
fir die Kristallographie. Er analysierte es im Jahre 1875 unter kristallo-
graphischem Gesichtspunkt, sortierte die Gruppen mit infinitesimalen Er-
zeugenden oder ohne relativ kompakten Fundamentalbereich aus — immer
vom Standpunkt der zweiten Jordanschen Problembeschreibung der “Lagesy-
steme von Molekiilen”,® und fiillte die Liicken in Jordans unvollstandiger
Liste der kristallographischen Raumgruppen aus eigentlichen Bewegungen’
(Sohncke 1876a). Das Ergebnis seiner Analyse stellte er Ende der 1870er Jahre
ausfihrlich in seinem Buch “Entwickelung einer Theorie der Krystallstruk-
tur” (Sohncke 1879) dar. Dabei gab er eine Liste von 66 (!) “Punktsystemen”
an, einem mehr, als von der Anzahl kristallographischer Raumgruppen des
E? her moglich erscheint. Zwei seiner Systeme der Kristallklasse D, waren,
anders als er meinte, von demselben Symmetrietyp.®

Sohnckes Kristallstrukturtheorie grindete sich auf die Hypothese, dafl
die Schwerpunkte von “Krystallelementen” eines Kristalls ein “regelmdgfiges
Punktsystem” bilden. Dabei lie er offen, wie die genannten “Krystallele-
mente” zu interpretieren sind, ob als chemische Molekiile oder Molekiilgrup-
pen und ob diese sich gegenseitig beriihren oder rdumlich getrennt um die im
“Punktsystem” fixierten Mittellagen oszillieren (1879, 27).

Diskretheit des Punktsystems erreichte Sohncke durch die ausdriickliche
Forderung der Existenz einer positiven unteren Schranke der Punktabstande.
Die Regelmdfigkest erklarte er zunachst folgendermafen:

“Fin regelmassiges Punktsystem ist ein solches, in welchem die von
jedem Systempunkt nach allen tibrigen Systempunkten gezogenen
Linienbiindel untereinander kongruent sind.” (Sohncke 1879, 28; vgl.
1876, 3).

Diese Definition hat — in unserer Terminologie gesprochen — die Tran-
sitivitat der Symmetriegruppe des “regelmafligen Punktsystems” zur Folge;
damit kann das Punktesystem also auch als Orbit einer diskontinuierlichen
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Untergruppe von Isom(E3) aufgefat werden. Sohncke reflektierte diesen
Sachverhalt dadurch, daf er ausdriicklich Deckbewegungsgesamtheiten sei-
ner Punktsysteme untersuchte.®

Wir gehen daher in Anlehnung an Sohncke im weiteren aus von

Definition 1:
Eine Punktmenge Pim E? oder E® heit genau dann reguldres Punktesystem,
wenn Ai}rglg P(dist(A, B)) > 0 gilt und die Symmetriegruppe von P auf P

transitiv operiert.

Nach einem auf diskrete Punktsysteme zugeschnittenen Beweis, daf§
nur 2-, 3-, 4- oder 6-zéhlige Achsen auftreten konnen (ebda., 39ff.), be-
stand Sohnckes Hauptarbeit in einer Klassifikation der moglichen Anord-
nungen von Rotations- und Schraubenachsen in einem reguldren Punktsy-
stem. Ahnlich wie Jordan gab er zur Darstellung des Resultats Erzeugende
des translativen und (1 bis 3) Erzeugende des rotativen Anteils an (ebda.,
65-174, Tabelle 175f.). Dariberhinaus diskutierte er die Erzeugung eines
“regelmafigen diskreten Punktsystems”, d.h.’eines Orbits der angegebenen
Deckbewegungsgruppe G, die durch Erweiterung eines Translationsgitters
I’ durch ein G, < SO(3,R) entstanden war, als endliche Vereinigung von
Punktgittern; modernisiert geschrieben arbeitete Sohncke also bei

0-T5G5G, -0
nach Wahl eines Repréasentantensystems,
H C G; pig : H — Gy bijektiv,

mit der Darstellung eines Punktorbits durch

G(p) = | A(T(p))

heH

(Sohncke 1879, 178).

Abschlieend argumentierte er fiir die empirische Relevanz der neuart:-
gen Symmetriesysteme (der “Schraubensysteme”, also der verschrankten Er-
weiterungen mit nichttrivialem Faktorensystem) innerhalb der Kristallogra-
phie durch Skizzierung einer strukturtheoretischen Erklarung des optischen
Drehvermdgens bei gewissen Kristallen. Schon Herschel hatte fast 50 Jahre
frither (1822) die Hypothese ausgesprochen, dafl die Existenz einer links- und
einer rechtsdrehenden Quarzvarietat auf den Mangel an Spiegelsymmetrie
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der Intermolekularkrafte zuriickzufiihren sei. Im Laufe der folgenden Jahr-
zehnte waren in diversen anderen Kristallklassen (O, C3, D3, Cy4, Dy, Cs,
Dg) vom optischen Verhalten her dhnliche “enantiomorphe Paare” links- und
rechtsdrehender Kristallvarietaten entdeckt worden. Sohncke konnte nun die
Herschelsche Hypothese hervorragend in seine Kristallstrukturtheorie inte-
grieren, weil genau diese Kristallsysteme

“... solche Punktsysteme (enthalten), die als enantiomorphe Ge-
bilde einander (spiegelbildlich E.S.) zugeordnet sind ...” (ebda.,
239).

Er untermauerte diese strukturelle Erklarung durch Verweis auf Expe-
rimente (Reusch 1869), bei denen durch Aufschichtung diinner gegeneinan-
der gedrehter Glimmerplattchen eine Drehung der Polarisationsebene durch-
fallenden Lichts kiinstlich erzeugt wurde. Schon an anderer Stelle hatte er
diese Experimente als Indiz fiir eine analoge “geschraubte” Anordnung der
Molekiile in Kristallen mit optischem Drehvermégen interpretiert (1876b).
Sohncke hatte somit neben der mathematischen Auswertung des Jordanschen
Mémoires (1869) unter kristallographischem Gesichtspunkt gleichzeitig einen
Beitrag zum Nachweis der physikalischen Relevanz der neu eingefihrten “ver-
wickelten” Symmetriesysteme geleistet.

5.2 Fedorovs Arbeiten zur geometrischen Kristallographie bis 1889

Sohnckes Kristallstrukturtheorie zog das Interesse von Wissenschaftlern ver-
schiedenen Hintergrundes und unterschiedlicher Arbeitsrichtung auf sich. Die
folgenreichsten an Sohncke anschlielenden Arbeiten waren die des Kristallo-
graphen und Mineralogen Evgraph Stepanovié Fedorov (1853-1919) und des
ab Mitte der 1880er Jahre stark von F. Klein beeinfluBten Mathematikers
Arthur Schoenflies (1853-1928).

Fedorov hatte als Sohn eines Generalmajors der Pioniertruppe im zari-
stischen Heer selber zunachst eine militarische Laufbahn angestrebt, bevor
er 1874 aus dem aktiven Dienst als Leutnant eines Pionierbatallions aus-
schied und nach dem Studium der Chemie und Physik am technischen Institut
St. Petersburg am Berginstitut desselben Orts 1880 ein Studium der Minera-
logie und Geologie aufnahm. Dieses beendete er 1883 mit Auszeichnung.!®
Schon wahrend seines Studiums hatte er, anschlieBend an Sohncke, aber
eigenstandige Wege gehend, mathematisch orientierte Forschungen begon-
nen, deren Ergebnisse er im Jahre 1881 in einem Manuskript zusammenfafite
und der Akademie der Wissenschaften unter dem Titel “Elemente der Ge-
staltenlehre (Nadala ucenija o figurach)” zur Veréffentlichung vorlegte (Fe-
dorov 1885). Dessen Publikation wurde aber von Cebysev vom Standpunkt
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der aktuellen mathematischen Forschung und von dem fiir Kristallogra-
phie zustandigen Akademiemitglied Eremjev als mineralogisch zu speku-
lativ zuriickgewiesen. Erst durch den Einsatz des finnischen Kristallogra-
phen A. Gadolin wurde die Arbeit vier Jahre spiter schlieBlich doch zum
Druck in den Verhandlungen der Mineralogischen Gesellschaft St. Petersburg
aufgenommen.!?

Im Jahr der Publikation avancierte Fedorov von einer bescheidenen Stelle
als Geologe beim Bergamt zum Konservator beim Geologischen Komitee St.
Petersburg. Trotz haufiger und ausgedehnter Reisen zu Felduntersuchungen
in den Nordural unter beschwerlichen Bedingungen nahm er sich die Zeit zur
Fortsetzung seiner theoretischen Forschungen und legte die mathematischen
Grundlagen (Fedorov 1885-87, 1888, 1889) fiir eine umfassende Studie der
“Symmetrie der regelmafiigen Figurensysteme (Simmetrija pravil’nich sistem
figur)” (Fedorov 1890/91a). Darin erzielte er parallel zu Schoenflies — metho-
disch unabhangig aber in der Endphase in brieflichem Austausch mit diesem
— eine vollstandige Klassifikation der 230 kristallographischen Raumgrup-
pen.

Kurz darauf entwarf er eine neue, verbesserte Methode zur optischen
Vermessung von Mineralien (Fedorov 1893a). Dies brachte ihm im Jahre
1894 die Ernennung zum Direktor des geologischen Museums der Turjins-
ker Gruben (Ural) ein. Schon ein Jahr spater wurde er als Professor an die
Landwirtschaftsakademie Petrovsko-Razumovskoje bei Moskau berufen. Ab
1896 wurde er gleichzeitig Professor der Mineralogie am Berginstitut Moskau
und erhielt einen Lehrauftrag am St. Petersburger Berginstitut.

Etwa zur Zeit seines Briefwechsels mit Schoenflies, in der Zeit ihrer
gemeinsamen Endeckung der 230 kristallographischen Raumgruppentypen
(1889-1891), begann er auch einen intensiven Austausch mit westlichen Mine-
ralogen, insbesondere Paul Groth (1843-1927), dem damaligen Herausgeber
der “Zeitschrift fiir Krystallographie und Mineralogie”, in dem ein Teil der
Fedorovschen Arbeiten auf deutsch publiziert wurden. 1896 wurde Fedorov
auf Vorschlag von P. Groth und L. Sohncke zum korrespondierenden Mit-
glied der Bayerischen Akademie der Wissenschaften ernannt. In dieser Zeit
arbeitete er seine auf spezielle regulare Pflasterungen (“parallele Raumtei-
lungen”) gegriindete Kristallstrukturtheorie weiter aus (Fedorov 1895-1905,
1900) (vgl. §5.4).

Erst Jahre nach seiner wissenschaftlichen Anerkennung im Westen wurde
er 1901 zum Mitglied der St. Petersburger Akademie der Wissenschaften er-
nannt, schied aber aus ihr schon wenig spater (1905) wegen Schwierigkeiten
beim Aufbau eines Mineralogischen Instituts mit scharfer Kritik an der Im-
mobilitat der Institution wieder aus.'? Er wechselte nun als Professor zum
Berginstitut St. Petersburg, wo er den Rest seines Lebens arbeitete (1905-
1919). Unmittelbar nach der Grindung der Sowjetischen Akademie der Wis-
senschaften wurde er deren Mitglied, starb aber kurze Zeit darauf, bevor
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er sichtbar zum Aufbau der mineralogisch-kristallographischen Forschung in
diesem institutionellen Rahmen hatte beitragen konnen.

Fedorovs Beitrage zur geometrischen Kristallographie waren durch eine
starke Betonung der Bedeutung reguldrer Pflasterungen gepragt, das heifit
im wesentlichen Pflasterungen des euklidischen Raumes mit ziegeltransiti-
ver Deckisometriegruppe und “gentigend grofler” orthogonaler Untergruppe
(siehe §5.4, Definition 3). Die zugehérigen Symmetriesysteme (Raumgrup-
pen) hatten fiir Fedorov eine untergeordnete, eher instrumentelle Bedeutung,.
Schon in seiner ersten grofien Abhandlung iiber die geometrischen Grund-
lagen der Kristallographie “Elemente der Gestaltenlehre” (1885) kam eine
solche Auffassung zur Geltung; und sie veranderte sich auch spéter nicht
einschneidend.

Fedorov schlofl an Sohnckes Studium der “regelmassigen Punktsysteme”
an, erweiterte dessen Konzeption jedoch in zweierlei Hinsicht:

— durch Betrachtung “regelmassiger Systeme von Figuren” (insbesondere
regularer Pflasterungen anstelle von Punktorbits)

— sowie durch Einschluf8 uneigentlicher Kongruenzen in den Bereich zulas-
siger Deckoperationen (Fedorov 1885, 240).

Die “regelmassigen Punktsysteme” gewann er daraus leicht durch Aus-
zeichnung eines beliebigen Punktes in einer der Figuren und Bestimmung
aller Punkte in samtlichen Figuren in “analoger Lage”. Dabei unterschied er
“doppelte” und “einfache Punktsysteme”, je nachdem die Symmetrien unei-
gentliche Kongruenzen einschlossen oder nicht (1885, 240; 1890/91a, 10).

Sein Hauptaugenmerk richtete sich aber auf die grundlegenden Eigen-
schaften ebener und raumlicher monoedrischer und in der Regel sogar re-
guladrer Pflasterungen (“Ebenen-” bzw. “Raumdteilungen”) durch Polygone
(“Planigone”) bzw. Polyeder (“Stereoeder”). Aufgrund seiner kristallstruk-
turtheoretischen Annahmen schienen ithm dabei “parallele Pflasterungen”
besonders wichtig zu sein, das heifit solche, bei denen je zwei Ziegel durch
Translation ineinander uberfiihrt werden konnen. Die Ziegel besitzen dann
offensichtlich paarweise parallele Kanten bzw. Seitenflachen. Dafiir fiihrte er
die Bezeichnung “Parallelogone” bzw. “Paralleloeder” ein.!3

Fedorov beobachtete nun, daf§ “normalerweise”, d.h. bei den von ihm ver-
wendeten regularen Pflasterungen, jeweils mehrere Ziegel so zu einem neuen
zusammengefafit werden konnen, daf eine der gegebenen Pflasterung tber-
geordnete parallele Pflasterung entsteht. Er glaubte, dies sogar allgemein be-
weisen zu konnen (Fedorov 1885, §§64, 84), setzte dabei allerdings stillschwei-
gend Regularitat der Pflasterung voraus.!* Und selbst von dieser Grundlage
aus schien sein Argument nicht sehr klar.'® Ungeachtet solcher Schwachen
im Detail entwickelte Fedorov in seiner Argumentation dennoch smplizit ein
Verstandnis fur die Beziehung zwischen den Fundamentalbereichszerlegungen
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einer kristallographischen Gruppe und threr Translationsuntergruppe, noch
bevor Schoenflies iberhaupt diese Art von Fragestellungen zu bearbeiten be-
gann (vgl. §§5.3, 5.5).

Von einer solchen Fragestellung herkommend, suchte er nuin nach einer
affinen Klassifikation der konvexen Parallelogone/Paralleloeder und erhielt
das Ergebnis von

Theorem 1 (Fedorov 1885, §§57, 77):

(i) Es gibt genau zwei affine Klassen konvexer Parallelogone: Quadrat/Par-
allelogramm und Hexagon/Triparallelogramm.®

(i) Es gibt genau 5 affine Klassen konvexer Paralleloeder: Hexaeder/Tri-
paralleloeder (Parallelepiped), hexagonales Prisma/Tetraparalleloeder,
Rhombendodekaeder/Hexaparalleloeder, verlangertes Rhombendodeka-
eder/verlangertes Hexaparalleloeder, gestutztes Oktaeder/Heptaparalle-
loeder.!”

In seiner Klassifikation ging Fedorov stillschweigend von der Existenz
einer Punktsymmetrie bei konvexen Paralleloedern aus, ohne diese jedoch
beweisen zu konnen. Diese Liicke wurde von H. Minkowski geschlossen (1897),
der im Rahmen seiner Untersuchung zur Geometrie der Zahlen wenig spéter
auf dieselbe Fragestellung stief3.!8

Fedorov arbeitete spater in seiner Kristallstrukturtheorie viel mit kon-
vexen Paralleloedern. Er fithrte daher abkiirzende Sprechweisen fiir sie ein,
deren wichtigste zusammengefait sind in

Definition 2:

a) Die funf in Theorem 1 klassifizierten Paralleloedertypen heifien Normal-
paralleloeder.

b) Eine Pflasterung des E* aus Normalparalleloedern werde kurz als “Par-
alleloederteilung” bezeichnet.

Den Punktsymmetrien widmete Fedorov einen eigenen Abschnitt seiner
Arbeit mit dem Titel “Symmetrielehre” (1885, 130ff.). Ohne Hessels Resul-
tate zu kennen,!® entwickelte Fedorov eigenstindig eine Klassifikation der
Punktsymmetriearten (implizit: endliche orthogonale Gruppen), die er durch
“typische Isoeder”, d.h. einer Kugel umbeschriebene Polyeder mit kongruen-
ten Seitenflichen, charakterisierte — also vom Standpunkt der gruppentheo-
retischen Klassifikation durch generische einfache Formen. Eine Klassifizie-
rung der Symmetriesysteme der von ihm betrachteten regularen Pflasterun-
gen lag jedoch noch auflerhalb der Reichweite seiner geometrischen Methoden.
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Fig. 6 Die 5 affinen Typen konvexer Paralleloeder
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Fedorov entwickelte die von ihm angewandten Methoden der “Symme-
trielehre” in der zweiten Halfte der 1880er Jahre durch die Einfiihrung von
speziell auf die Erfordernisse der Kristallographie zugeschnittenen Notatio-
nen der analytischen Geometrie weiter (Fedorov 1885-87, 1888). Er arbeitete
dabei prinzipiell mit orthogonalen Koordinatenprojektionen eines Punktes —
auch dann, wenn er dem Problem angepafte schiefwinklige Achsensysteme
zugrundelegte — und dartiberhinaus mit einer konnotationsreichen Symbolik,
deren Bedeutung erst bei Beriicksichtigung des Kontextes lesbar wird.

Sind etwa im Fall einer Rotationssymmetrie um eine p-zéhlige Achse
z die p Achsen yq, ..., yp—1 in einer Orthogonalebene zu z rotationssym-
metrisch gewahlt und die Werte der orthogonalen Koordinatenprojektionen
eines Punktes P beziiglich dieser Achsen etwa y;(P) =b; (0 < <p—1),s0
erhielt Fedorov eine Koordinatendarstellung des Orbits von P beziiglich der
Rotationssymmetriegruppe C, durch die Angabe von

z=c, Yo =b,y1 =biy1 (01 <p-1).

Dafir verwendete er die Schreibweise

2 =, yo=£b)’., y1=€i+l.

die ihm gleichzeitig als Symbol der Gruppe C, diente (1889/1971, 26f.).
Erginzt durch eine Darstellung (mdglicherweise “gekoppelter”) Vorzeichen-
wechsel, erhielt er daraus eine symbolische Repréasentation der endlichen or-
thogonalen Gruppen, deren Symmetriekonfigurationen er schon in (1885)
geometrisch-relational beschrieben hatte. Jede Gruppe (bzw. der zugehdrige
Orbit) wurde durch einen (endlich mehrdeutigen) 3-Komponenten-Term sym-
bolisch dargestellt.

Beispiel (Fedorov 1889/1971, 454L.):
a) Darstellung von D, ; nach naheliegender Achsenwahl durch

z = nk-Hca Yo = %i Y1 = €i+n" (n = -1, j,k,1=0, 1)

b) von O* nach Auszeichnung von drei der 3-zahligen Achsen als zg, 1, T2

durch

. i3 ;3
zo=n'a., T1=n"a To=na
0 ) i+nm?

i42n™°

So gelang ihm eine informationsreiche, komprimierte Darstellung von
Symmetriebeziehungen und -systemen, ohne auf Terminologie und Symbolik
der zeitgenossischen Gruppentheorie zuriickgreifen zu missen.?’
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Nattrlich war Fedorovs “frithe” Symmetrieauffassung (d.h. etwa bis
1889) ahnlich wie Sohnckes implizit gruppentheoretisch — nicht zuletzt auf-
grund eines direkten oder indirekten Einflusses des Jordanschen Mémoires
(1869). Obwohl Fedorovs Denken in Systemen geometrischer Operationen
durch die Auseinandersetzung mit Schoenflies’ fruhen Arbeiten an der Wende
von den 1880er zu den 1890er Jahren ein Stiick weiter zugespitzt wurde,
ubernahm er nie eine explizit gruppentheoretische Sichiweise. “Gruppen” er-
schienen bei ihm nur als eine “fagon de parler” von Schoenflies, die er selber
nicht ibernahm. Er zog es stattdessen vor, in seinen spateren Arbeiten von
(“einfachen” oder “doppelten”) Punktesystemen zu sprechen, wenn er die ent-
sprechenden Raumsymmmetriesystem charakterisieren wollte (Fedorov 1896
u.a.). In dieser Hinsicht ging er in seinen spéteren Arbeiten nicht wesent-
lich iber die Auffassungsweise hinaus, die er schon in seinem Erstling von
1885 entwickelt hatte. Die in der zweiten Halfte der 1880er Jahre entwickel-
ten Hilfsmittel, insbesondere die symbolische Darstellung von Symmetrie-
systemen, erwiesen sich als ausreichender Hintergrund zur Bestimmung der
kristallographischen Raumsymmetriesysteme (-gruppen). Bevor wir darauf
eingehen (§5.4), sollen jedoch zunichst die von A. Schoenflies bis Mitte 1889
erzielten Ergebnisse sowie dessen ganzlich andere Vorgehensweise dargestellt
werden.

5.3 Schoenflies’ Herleitung von 227 kristallographischen
Raumgruppentypen bis 1889

Ohne von Fedorovs Arbeiten zu wissen, begann in der zweiten Halfte der
1880er Jahre Arthur Schoenflies (1853-1928) die Sohnckesche Kristallstruk-
turtheorie unter mathematischen Gesichtspunkten zu analysieren und wei-
terzuentwickeln. Schoenflies hatte bei Kummer in Berlin studiert und habi-
litierte sich — parallel zu einer Anstellung als Gymnasiallehrer in Kolmar
— im Jahre 1884 mit einer Arbeit tber klassische Kinematik im Gottingen.
Der junge, an klassischer Geometrie und Anwendungen interessierte Privat-
dozent suchte schon in dieser Zeit Kontakt zu Felix Klein, der damals noch
in Leipzig lehrte.?! Er las Jordans Mémoire (1869) und schrieb seine erste
kleinere Note iiber Bewegungsgruppen (Schoenflies 1886). Mit Kleins Wech-
sel von Leipzig nach Gottingen zum Sommersemester 1886 intensivierte sich
der Kontakt. Schoenflies arbeitete Sohnckes Klassifikation der regelmafigen
Punktsysteme unter gruppentheoretischem Gesichtspunkt aus (Schoenflies
1887a, b) und wurde durch Klein zu einer Verallgemeinerung durch Einbe-
zug der uneigentlichen Bewegungen des Raumes angeregt. Daraus entstand
eine Serie von Arbeiten (Schoenflies 1888a, b, 1889, 1890), und — nach ei-
nem intensiven Austausch mit Fedorov im Jahre 1890/91 — eine umfas-
sende vollstandige Herleitung der 230 kristallographischen Raumgruppenty-
pen (Schoenflies 1891a) (§5.5).22 Diese Arbeit wurde zu einem Klassiker der
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mathematischen Kristallographie?® und verschaffte ihrem Autor weite Aner-
kennung als angewandter Mathematiker.

Im Jahre 1892 wurde Schoenflies Extraordinarius auf der in Géttingen
durch F. Kleins Initiative neugeschaffenen Stelle fiir angewandte Mathema-
tik. Das hinderte ihn nicht an einer Ausweitung seiner Forschungsinteressen.
So befafite er sich ab der zweiten Halfte der 1890er Jahre auch mit Fragen der
Punktmengentopologie, insbesondere der Dimensionsinvarianz zweidimensio-
naler Mannigfaltigkeiten unter Homdomorphismen.?* Doch gab er die ange-
wandte Mathematik — insbesondere in der Lehre — auch nach der Uber-
nahme eines Ordinariats fiir Mathematik in Kénigsberg (1893) und spéter in
Frankfurt (1911) keineswegs auf [Freudenthal 1975].

Wahrend der Zeit um Kleins Antritt der Géttinger Professur (Sommerse-
mester 1886) begann Schoenflies also ein intensiveres Studium der (eigentlich)
diskontinuierlichen?> Bewegungsgruppen des euklidischen Raums. Seine erste
in diesem Zusammenhang entstandene Note (Schoenflies 1886) enthielt einen
ausfuhrlichen Beweis fiir die in Jordans Mémoire (1869) als selbstverstandlich
vorausgesetzte Rationalitat des Winkels w = 27(p/q) (p,q € Z) einer Dre-
hung oder einer Schraubung A(w,t) einer Bewegungsgruppe ohne “unendlich
kleine Bewegungen”. Schoenflies schickte sie im Sommer 1886 mit der Bemer-
kung an Jordan, gerade eine Abhandlung tiber die kristallographischen Bewe-
gungsgruppen beendet zu haben, deren Resultat bis auf kleine Abweichungen
mit dem Sohnckes (1879) ubereinstimme (Schoenflies an Jordan 5.8.1886).
Die hier angesprochene, erst im nachsten Jahr gedruckte Arbeit (Schoenflies
1887)2% erhielt in der Tat eine starker auf Gruppenmethoden gestiitzte Ablei-
tung der 65 kristallographischen Raumgruppen aus eigentlichen Bewegungen
(im folgenden “Sohnckesche Gruppen”) als bei Sohncke.

Die Hauptidee dieser Arbeit lag darin, dal Schoenflies — nach einer
Variation des bekannten Argumentes, da ein raumliches Translationsgitter
nur mit zyklischen Gruppen C, mit n = 1,2,3,4,6 erweiterbar ist — die
Bewegungsgruppen G schrittweise durch Adjunktion jeweils einer weiteren
Bewegung aus einer raumlichen Translationsgruppe I' erhielt:

r<C,<D, (n=2,3,4,6), D;<T<O

Dabei sind Cpn, D, ..., Q Untergruppen von Isom™ (E?) mit rotativen An-
teilen p(Cn) = Chy, ..., p(O) = O, wobei p : Isom™ (E®) — O(3, R).

Als Hilfsmittel diente ihm eine Unterscheidung “gleicharthiger” von
“gleichberechtigten” (spater “gleichwerthigen”) Bewegungen bzw. Achsen; die
ersteren setzte er als konjugiert in Isom™(E?), die letzteren als in der betrach-
teten Bewegungsgruppe G selbst voraus. Damit formulierte er:
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Erweiterungskriterium:

Die Sohnckesche Gruppe G mit Translationsgitter I' ist genau dann ohne
Anderung des Translationsgitters durch 8 € Isom™*(E®) zu einer Sohncke-
schen Gruppe G = (G, B) erweiterbar, wenn gilt:

(i) Jede Achse A (mit reduzierter Operation?” a € G) wird in eine “gleich-
arthige” A' = BA (mit reduzierter Operation o' = faf~! € G) trans-
formiert.

(ii) Ist B¥(k € Z) eine Translation, so ist g* € I".28

Nach der naheliegenden Beobachtung, dafl jeder Achsenorbit in G
(“Schaar gleichberechtigter Axen”) ein Basisparallelepiped P von T' trifft
(1887, 325), charakterisierte Schoenflies jede einzelne Bewegungsgruppe
durch Angabe “gleichberechtigter” Achsen in P. Insgesamt argumentierte
er also ganz im Jordanschen Stil.

Die Ausweitung auch auf uneigentliche Bewegungen wurde Schoenflies
im Jahre 1887 durch F. Klein nahegelegt.?® Neben dem in diese Richtung
fortgesetzten Studium der Erweiterungsbedingungen beschaftigte er sich mit
den gangigen Kristallstrukturtheorien (1888b) und den mit den Gruppen
verbundenen “reguliren Raumteilungen” (raumlichen Pflasterungen mit zie-
geltransitiver Symmetriegruppe) (1888a). In der letztgenannten Arbeit gab
er eine Methode zur Herleitung von Fundamentalbereichen einer Sohncke-
schen Gruppe G aus den Basiszellen der Translationsuntergruppe I' durch
sukzessive Unterteilung an, die einer aufsteigenden Kette von Untergruppen

I'cGi<Ga< ... <G

entsprach. Ist fiir eine Untergruppe H < G etwa S ein Fundamentalbereich,
so ist ja ein Fundamentalbereich R von G durch kongruente Unterteilung von
S zu erhalten

S = U g1(R), mit g1, ... ,gm Reprisentanten von G/H
1<i<m

Gegen Ende der Arbeit wurde die Problematik der Erweiterung der Bewe-
gungsgruppe G durch orientierungsumkehrende Isometrien zu G* angespro-
chen, durch die eine Unterteilung des Fundamentalbereichs von G in zwei,
sich beriihrende “spiegelbildliche Polyeder” induziert wird.

Auf diese Uberlegungen baute Schoenflies’ “Beitrag zur Theorie der
Krystallstructur” auf (1888b), in dem er die Vorteile einer Beschreibung der
Kristallstruktur durch regulire Raumteilungen darlegte. Diese setzte im Un-
terschied zu Sohnckes Auffassung keine spezifische Hypothese fiir die empi-
risch immer noch vollig ungeklarte Mikrostruktur des Kristallaufbaus vor-
aus und stellte nach Schoenflies’ Ansicht daher eine geeignetere, sowohl mit
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unterschiedlichen Varianten der atomistischen als auch der dynamistischen
Materieauffassung vertragliche Mathematisierung der Kristallstruktur dar.3°
Beilaufig gab er an, nunmehr durch Unterteilung der Fundamentalbereiche
der Sohnckeschen Gruppen 236 (!) Typen diskreter Raumgruppen konstruiert
zu haben, deren genauere Darstellung er fiir eine spéatere Arbeit ankindigte.
Bei seiner ersten heuristischen Erkundung der kristallographischen Raum-
gruppen arbeitete er also anscheinend ahnlich wie Fedorov mit Methoden
der geometrischen Kristallographie. Erst bei seiner Ausarbeitung gewannen
Gruppenkonzepte die spatere herausragende Bedeutung,.

Die angekundigte, im November 1888 im Manuskript fertiggestellte, wei-
tere Arbeit erschien etwa ein Jahr spater in den Mathematischen Annalen
(Schoenflies 1889). Schoenflies diskutierte hier die Erweiterung einer Sohncke-
schen Gruppe G mit Translationsgitter I' durch eine “symmetrische Opera-
tion” ¢ € Isom™(E®) zu G* = (G, o). Dabei verwendete er eine naheliegende
Verallgemeinerung des Erweiterbarkeitskriteriums, das auch orientierungs-
umkehrende Transformationen zulie (1889, 174f.), sowie die Beobachtung,
daB o als eine der folgenden Operationen angenommen werden kann:

— reine Spiegelung an der Ebene S, o =: S(0),
— Drehspiegelung an S mit Winkel a, 0 =: S(a),
— speziell 0 = S(7) = i (Punktinversion),

— Schubspiegelung an S mit translativer Komponente ¢, o =: S(t) (1889,
176).

Er Gberpriufte die so erzeugten Gruppen nach-einem intuitiv formulierten
Kriterium (ebda., 171) auf “geometrische Identitat” und erhielt als Resultat
eine Liste von 227 kristallographischen Raumgruppen, die zum Teil sehr kom-
primiert angegeben waren, haufig sogar nur in summarischen Andeutungen
fiir mehrere analog erzeugbare Gruppen in einem Absatz.

Gleich zu Beginn seiner Liste entgingen Schoenflies zwei Raumgruppen.
Zunachst bemerkte er zutreffend, dafl bei Erweiterung einer reinen Trans-
lationsgruppe G = T lediglich die Operationen o = ¢, S(0), S(¢) in Frage
kommen. Wahrend bei ¢ = ¢ das generische Gitter triklin ist, setzen die
Félle o = S(0), S(¢) ein monoklines Gitter voraus, das von zweierlei Raum-
gittertyp, 2P oder 2I (in Bravais-Notation Typ 6/1, 6/2 — vgl. §3.3), sein
kann. Schoenflies {ibersah jedoch den stillschweigenden Ubergang zu mono-
klinen Raumgittern bei Erweiterung durch ¢ = S(0), S(¢) und die daraus
folgende Aufspaltung des Gittertyps. So erhielt er lediglich die Gruppen P1,
Pm, Pa; nicht jedoch Im und Ia (in (Schoenflies 1891a) C3,C%).3!

Trotz der Knappheit seiner Darstellung entging Schoenflies lediglich eine
weitere Raumgruppe. Bei der Erweiterung der Sohnckeschen Gruppen der
Kristallklasse T (G = 123, F23, P23, 12,3, P2;3 — von Schoenflies in
(1889) in dieser Reihenfolge als Ty, T2, ... Ts bezeichnet) hielt er lediglich
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erweiternde Operationen o = S,(0), S4(0), S,,7 mit Spiegelungen an der
“Horizontalebene” S; und Diagonalebene S; der jeweiligen Elementarzelle
fir notwendig. Auf diese Weise erhielt er die Raumgruppen der Kristallklas-
sen Tj und Ty bis auf eine Klasse von Ty, namlich I43d. Sie ware bei seiner
Vorgehensweise als Erweiterung von 12,3 (in (1889) als Ty bezeichnet) durch
eine Schubspiegelung S(1/2(a+ b+ c¢)) bzw. d in internationaler kristallogra-
phischer Notation an einer Diagonalebene (1, —1,0) zu erhalten gewesen:

I43d = (I2,3,d) (T¢ in Schoenflies 1891a)).3?

Da ingesamt also 3 der 230 Raumgruppentypen fehlten, scheint Schoen-
flies’ Zusammenfassung der Arbeit auf den ersten Blick immanent schlissig;:

“...(So) gelangen wir zu dem Resultat, dass es im ganzen 227 Grup-
pen von Transformationen giebt, welche eine raumliche Translati-
onsgruppe besitzen und den Raum congruent oder symmetrisch in
sich tberfiihren. Unter ihnen giebt es 65 Gruppen von Bewegungen
und 162 Gruppen, die auch symmetrische Operationen enthalten.”
(Schoenflies 1889, 203)

Dieses Restmee erweist sich jedoch bei naherem Hinsehen nicht nur als
“objektiv” verkehrt; es war daruberhinaus selbst als Beschreibung des Inhalts
der Arbeit nur “zufallig” richtig, also auch in dieser Richtung irrefithrend. Das
mufte Schoenflies in seiner Korrespondenz mit Fedorov Ende 1890/Anfang
1891 selber feststellen. Bei der Abzahlung der aufgelisteten Gruppen hatten
sich namlich zwei Fehler gegenseitig kompensiert — eine unbemerkte Iden-
titat zweier Gruppen®® und das Ubersehen einer lediglich “im Prinzip” (d.h.
in einer summarischen Aufzahlung) enthaltenen Gruppe.3*

Trotz shrer Mangel — komprimierte Darstellung bis zur Unverstand-
lichkeit einzelner Passagen (insbesondere bei der Erweiterung Sohnckescher
Gruppen mit zyklischer Kristallklasse) und Unvollstandigkeit der Liste —
stellte diese Arbeit (Schoenflies 1889) den ersten bedeutenden Schritt zu ei-
ner konstruktiven Klassifikation der kristallographischen Raumgruppen dar.
Die explizite Verwendung von Konzepten der geometrischen Gruppentheorie
wurde in dieser auf Bravais aufbauenden und dennoch fiir dynamistische Hy-
pothesen offenen Erweiterung der mathematisch-kristallographischen Theo-
riebildung entscheidend. Sie gab der von Schoenflies angestrebten Theorie-
erweiterung Sprache, operatives Medium und methodische Ideen. Allerdings
loste die Verwendung gruppentheoretischer Konzepte nicht gewissermafien
als “deus ex machina” die Probleme der eindeutigen symbolischen Reprasen-
tation und der Vollstandigkeit der Ergebnisse. Eine vollstandige Liste der
kristallographischen Raumsymmetriesysteme wurde — wie um diese Ein-
schrankung zu pointieren — auf anderem Wege zuerst von E.S. Fedorov
erreicht, der fast gleichzeitig und unabhingig von Schoenflies mit seiner Klas-
sifikation begann und nach der Eroffnung eines wissenschaftlichen Briefaus-
tauschs mit Schoenflies seinem Korrespondenten stets ein wenig voraus war.
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5.4 Fedorovs Entdeckung der 230 kristallographischen
Raumgruppentypen und seine Kristallstrukturtheorie

Fedorov arbeitete, noch bevor er von Schoenflies im Sommer 1890 dessen
Arbeit (1889) zugesandt bekam (Schoenflies an Fedorov, 4.7.1890), in Fort-
setzung seiner kristallographischen Studien der 1880er Jahre an einer Sym-
metrieklassifikation der “regelmafiigen Figurensysteme”. Im Laufe des Jah-
res 1890 erzielte er ein Ergebnis, das unabhéngig von (Schoenflies 1889)
und vollstandiger als dieses war, das er zur Sicherung der Prioritat im Sep-
tember/Oktober 1890 als Vorabdruck an Vertreter des Fachgebietes, darun-
ter auch A. Schoenflies, verschickte (Fedorov an Schoenflies 30.9.1890 alten
Stils).3 Die Arbeit erschien im folgenden Jahr, ergénzt durch eine Korrektur-
note, in den Verhandlungen der St. Petersburger Mineralogischen Gesellschaft
unter dem Titel “Symmetrie der regelméafligen Figurensysteme (Simmetrija
pravil’nich sistem figur)” (1890/91a, b).

Fedorov schlof8 dabei in verschiedener Hinsicht an seine Arbeiten der
1880er Jahre an, so etwa mit der Definition eines reguliren Figurensystems,
in der er die in (1885) gegebene Erklarung wieder aufnahm und prazisierte:

“Unter einem regelmassigen Systeme der Figuren verstehe ich eine
solche nach allen Richtungen unendliche Gesamtheit der endlichen
Figuren, dass, wenn wir zwei derselben nach den Symmetriegesetzen
zur Deckung bringen, sich dadurch auch das ganze System deckt.”
(Fedorov 1890/91a, 10; Fedorovs Ubersetzung in 1892, 40)3¢

Diese “Definition” erhélt ihre volle Bedeutung natiirlich erst aus ihrem
Kontext. Prazisieren wir zunéachst einmal “endliche Figur” F im Sinne einer
beschriankten Teilmenge des E*, “System von Figuren” durch eine abzihl-
bare Menge F solcher Teilmengen, so detzte Fedorov bei einem “regelmassi-
gen” Figurensystem stillschweigend stets die (eigentliche oder uneigentliche)
Kongruenz zweier Figuren F', F" € F voraus. Die Fortsetzbarkeitsforderung
von Symmetrieoperationen zweier Figuren auf solche des ganzen Figuren-
systems F' implizierte fiir Fedorov daher insbesondere die Transitivitat der
Symmetriegruppe von F. Die Forderung an das Figurensystem “... nach allen
Richtungen unendlich ...” schrinkte die Symmetriegruppe von F auf solche
mit Translationsgruppe von maximalen Rang (kristallographische Gruppen)
ein. Da jede Kongruenzoperation von Figuren auf ganz F fortsetzbar sein soll,
ist dartiberhinaus der Stabilisator einer Figur F in der Symmetriegruppe von
F mit der vollen orthogonalen Symmetrie von F' identisch. Wir kénnen also
neu formulieren:

Definition 3 (Fedorov 1890/91a):

Ein regelmifiges (requlires) Figurensystem des E® besteht aus einer abzihl-
baren Menge F beschrankter, untereinander kongruenter Teilmengen des E®,
fir deren Symmetriegruppe G = Symm(F) gilt:
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(i) G operiert transitiv auf F.

(ii) G enthalt die volle orthogonale Symmetriegruppe einer (charakteristi-
schen) Figur F € F.

(i) G hat eine Translationsuntergruppe maximalen Rangs (ist kristallogra-

phisch).

Haufig betrachtete Fedorov anstelle allgemeiner Figurensysteme (monoe-
drische) Pflasterungen.

Fedorov schrankte also durch die RegelmaBigkeitsforderung nicht gerade
sehr deutlich auf Pflasterungen des [E3 mit ziegeliransitiver Symmetriegruppe
ein (isoedrische Pflasterung), bei denen der Stabilisator eines Ziegels in der
Symmetriegruppe der Pflasterung mit dessen voller orthogonalen Symmetrie
ubereinstimmt. Wir werden im folgenden die Formulierung “regulire Pflaste-
rung’ — abweichend von der in der modernen Literatur verwendeten3” —
im Fedorovschen Sinne eines reguldren Figurensystems einsetzen.

Die zulassigen “Symmetriegesetze”, auf die Fedorov im angegebenen Zi-
tat Bezug nahm, préazisierte er durch die Diskussion mdoglicher zugehériger
Symmetrieelemente:

— “Deckungsachsen” (Drehungen oder Schraubungen),

- “Symmetrieebenen” (einfache oder Gleitspiegelungen), “Achsen/Ebenen
kombinierter Symmetrie” (Drehspiegelungen) (Fedorov 1890/91/1971,
52).

Die Gesamtheit dieser Symmetrieelemente faite er wiederum unter der
Formulierung “das Symmetriegesetz des Systems” — im Gegensatz zu “den
Symmetriegesetzen” (Plural) wie oben — zusammen:

“Nachdem wir uns vorgestellt haben, wir hitten alle mégliche Deck-
operationen (wértlich “Deckbewegungen”, hier aber alle Deckope-
rationen eines reguliaren Figurensystems, E.S.) ausgefiihrt, erhal-
ten wir dadurch die Gesamtheit aller dieser Symmetrieelemente, die
auf wohlbestimmte Weise im Raume angeordnet sind und vollkom-
men genau das Symmetriegesetz des Systems konstituieren. Die-
ses Gesetz wird mit dem Gesetz der Symmetrie eines gewissen re-
gelméafBigen Figurensystems und demjenigen der Symmetrie eines
daraus abgeleiteten regelmaBigen Punktesystems vollig identisch
sein. Gemaf diesem Gesetz konnen wir im Raume nicht nur Punkte,
Punktgruppen und beliebige Figuren verteilen, sondern sogar ganz

allgemein beliebige geometrische Gestalten.” (Fedorov 1890/91a,
11)38

Fedorov bildete so durch Abstraktion aus der Geamtheit der Sym-
metrieoperationen eines geometrischen Figurensystems das Konzept eines
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Raumsymmetriesystems. Diesem billigte er eine gewissen Eigenstdndigkeit
ausdrucklich zu, sah es aber im ganzen als blofles Hilfsinstrument zum Stu-
dium und zur Klassifikation der reguliren Figurensysteme an. Spater umging
er sogar wieder den sprachlichen Riickgriff des abstrakten Konzeptes und zog
dessen indirekte Benennung iber reguldre Punktesysteme vor (im Gegensatz
zu Sohncke verstand er darunter auch “doppelte”, d.h. solche mit orientie-
rungsvertauschenden Symmetrien) (Fedorov 1896 u.a.).

Ahnlich wie Jordan, Sohncke oder Schoenflies charakterisierte Fedorov
nun die Kristallklasse (“Symmetrieart” oder auch “Syngonie”) eines reguldren
Figurensystems mittels der Zuordnung des analogen parallelen Symmetrie-
elements durch einen festen Punkt zu jedem des reguldren Figurensystems,
also durch das naheliegende geometrische Aquivalent zum Bild des Homo-
morphismus

p:G — O(3,R) (G Decktransformationsgruppe des Figurensystems).

Er unterschied drei grofie Klassen regularer Figurensysteme und der zugehori-
gen “Symmetriegesetze” je nachdem, wie Symmetrielemente der “Symme-
trieart” (Kristallklasse) bei ihrer raumlichen Realisierung nach Mafgabe des
betreffenden “Symmetriegesetzes” (also in der Raumgruppe) zueinander lie-

gen (Fedorov 1890/91/1971, 56ff.):

(i) Symmorphe Systeme G (Kristallklasse G, ):
Die Symmetrieelemente der Kristallklasse lassen sich durch Elemente
des Raumsymmetriesystems so realisieren, daf} sie sich in einem Punkt
(Symmetriezentrum der orthogonalen Symmetrie) schneiden und keine

Translationskomponente enthalten. In diesem Fall entsteht die Raum-
gruppe G als semidirektes Produkt G =T * G,.3°

(ii) Hemisymmorphe Systeme G* (Kristallklasse G} ):
Alle eigentlichen Symmetrien von G, := G;NSO(3, R) lassen sich durch
Achsen realisieren, die durch einen Punkt gehen. G* entsteht daraus
durch Erweiterung mit einer Gleitspiegelung,insgesamt also aus dem
Translationsgitter durch zwei Erweiterungsschritte

I'<I'xG, < G*.

Die erste davon ist semidirekt, die zweite eine verschrankte Z,-Erweite-
rung mit nichttrivialem Faktorensystem.

(iii) Asymmorphe Systeme:
Sonstige Falle, d.h. verschrankte Erweiterungen, die nicht unter (i), (ii)
fallen. |

Diese Unterscheidung erschien Fedorov aufgrund seiner Hypothesen tuber
die Kristallstruktur als wesentlich (“Parallelitat der Kristallmolekel” — siehe
unten).
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Explizit fiihrte er die ./iquivalenz raumlicher Symmetriesysteme (im
Sinne affiner Aquivalenz) iber kontinuierliche Abanderung der metrischen
Parameter des Translationsgitters ein (Fedorov 1890/91a, 17; 1971, 56). Zwei
Systeme, die erst nach Spiegelung &quivalent werden, nannte er “analog”
(enantiomorph).

Fir die Klassifikation raumlicher Symmetriesysteme entwickelte er eine
theoretische Grundlage, die im wesentlichen aus folgenden Einsichten iiber
allgemeine GesetzmaBigkeiten der Konfiguration der Symmetrieelemente be-
stand:

Theorem 2 (Fedorov 1890/91/1971, 57f.):

(i) Dreh- und Schraubenachsen (“Deckachsen”) reguldrer Figurensysteme
sind stets von der Ordnung p = 2,3,4,6.

(ii) Richtungen von Dreh- und Schraubenachsen sind stets auch Richtungen
von Decktranslationen.

(iii) Zu jeder Dreh- und Schraubenachse gibt es zwei unabhingige orthogo-
nale Translationen.

Beim Beweis von Teil (ii) und (iii) des Theorems setzte Fedorov allerdings
stillschweigend die Ezistenz eines Translationsgitters voraus (ebda., 59f.) und
damit eine fundamentale Eigenschaft kristallographischer Gruppen, die bei
aller geometrisch-intuitiven Suggestivitat einem mathematischen Beweis ei-
nige Schwierigkeiten entgegenstellt. Das mufite wenig spater Schoenflies bei
der Ausarbeitung seines Buches (1891) erfahren (vgl. §5.5).

Uber Symmetrieebenen beobachtete Fedorov

Theorem 3 (Fedorov 1890/91/1971, 60f.):

(1) Jede Symmetrieebene E eines regularen Figurensystems ist Netzebene
der zugehdrigen Symmetriegruppe (d.h. es gibt zwei linear unabhangige
Translationen der Gruppe parallel E), und orthogonal zu E gibt es stets
eine Decktranslation 7.

(ii) Bei E, wie in (i) gibt es stets eine Symmetrieebene E’ parallel E im
Abstand |7]/2.

Diese beiden Theoreme und eine Beobachtung iiber konjugierte Trans-
lationen zu Drehachsen mit nichtorthogonaler konjugierter Netzebene®® ge-
niigten Fedorov als theoretische Grundlage fiir seine vollstandige Herleitung
der dreidimensionalen kristallographischen Raumgruppentypen (“Symmetrie
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reguldrer Figurensysteme”). Dabei erzeugte er zunidchst die “einfachen Sy-
steme” (Sohnckesche Gruppen) aus zwei unabhéngigen Dreh- oder Schrau-
benachsen sowie Translationen und erweiterte diese dann durch Symmetrie-
oder Gleitspiegelungsebenen.

Zur Beschreibung raumlicher Symmetriekonfigurationen regularer Figu-
rensysteme setzte Fedorov seine kurz zuvor entwickelte Symbolik mehrwerti-
ger Koordinatenterme ein. Die Kunst bestand nun in einer solchen Auswahl
der Koordinaten, daf8 die “Symmetrieart” (Kristallklasse) des raumlichen Sy-
stems moglichst einfach aus dem Symbol abzulesen war. Dazu verwandte er
insbesondere eine abkiirzende Notation der Translationskomponenten, etwa
fir ein reines (Punkt- bzw. Translations-) Gitter ausgehend vom Punkt

y=> z=c¢ v = d durch
y=b+,\ z=c+ A v=d+)\1

wobei er davon ausging, daf8 die Translationsterme A; Ao, A\; mit beliebigen
Koeflizienten aus Z versehen werden kénnen (1890/91/1971, 611.).

Damit erhielten die Symmetrien der symmorphen Systeme besonders
einfache Symbole, wie etwa P2 = C} als 3. symmorphes System 3s durch

y=b+, z=n*c+ Xy, v=nFd+ ),

P23 = T1 als 59s durch

Zg =njai+)\, Ty =n
und Pm3m = O} als 71s durch

3 3 3
. k l
To = nt ai +,\’ 1 =n a’i+n"‘ +Ala Iz =N ai+2n"‘ +A2

(n=-1; j,kiIm=0,1).

Seiten- und innenzentrierte Gitter deutete er durch halbzahlige Elementar-

translationen mit geeigneten Koeffizientenkombinationen an, z.B. €222 = D$
als 10s durch

A - A . A
yznkb+§’ z=”k+JC+f‘gg, v=n’d+f—2l,

1222 = D% als 11s durch

. p\ . A
B T N
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und F222 = D} als 12s durch

y:nk+g%, z=nk+jc+(f+g)2\2£, v=njd+f%,
(n,k,j wie oben ; f,g=0,1).

Im Falle des Auftretens von Schraub- oder Gleitkomponenten bei hemimor-
phen bzw. asymmorphen Systemen konnte Fedorov in seinen Symmetrieter-
men die Verbindung orthogonaler Symmetrieelemente mit Translationskom-
ponenten (in der Raumgruppe) durch Angabe der ganzzahligen Anteile von
Elementartranslationen mit den entsprechenden Koeflizienten relativ leicht
andeuten. Zum Beispiel P2; = C? als erstes asymorphes System 1la durch

A\ . .
y=b+j§, z=nlc+ XA, v=nla+ A,

Ia = Bb = C? als zweites hemimorphes System 2k durch

A A A
k 0 1
= b — = — froeed —_—
P2,3 = T* als 89a durch
3 A 3 A A
Pa3 = T} als 91a durch
- A 3 A 3 A
Zo =n’ai+l§, x1=nkai+1+]—2—, To =n1ai+2+k—2—

und so weiter (n, k, j,! wie oben).

Dabei verstand sich eine unendliche Vieldeutigkeit des angegebenen
Symbols (zusatzlich zur endlichen Vieldeutigkeit durch Variation des Index
¢ und der Parameter j, k, [, m) durch zusatzliche Addition beliebiger ganz-
zahliger Linearkombinationen aus Translationstermen “von selbst”. Die Sym-
bolik setzte also fiir ihre korrekte Verwendung ein gutes Kontextwissen vor-
aus und war alles andere als eindeutig. Fedorov erreichte desungeachtet eine
hohe Virtuositat in ihrer Verwendung zur Identifizierung und Konstruktion
der Symmetrien regularer Figurensysteme. Das zeigt sich im Spatherbst und
Winter 1890, als Schoenflies und Fedorov um die Klarung der Unstimmigkei-
ten bemiitht waren, die zwischen ihren Ergebnissen bei der Klassifikation der
kristallographischen Raumgruppentypen aufgetreten waren.
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Diese Unstimmigkeiten resultierten aus den in den jeweiligen Listen
(Schoenflies 1889, Fedorov 1890/91a) enthaltenen — zunachst unerkannten
— Doppelzahlungen und Liicken (vgl. §5.3). Fedorov legte im Herbst 1890
seine Arbeit vor und lieB einige Vorabdrucke zum Versand herstellen, bevor
sie in den “Zapiski” (Verhandlungen) der Mineralogischen Gesellschaft St.
Petersburg im folgenden Jahr zur weiteren Verbreitung gedruckt wurde. Im
Vorwort kiindigte er zunachst die Ableitung und Angabe von 229 reguliren
Systemen an (Fedorov 1890/91a, 4). Tatsachlich enthielt die Liste jedoch eine
Doppelnennung (Fmm2= C38 als 16 und 17s — s.u.); real enthielt sie also
228 Raumgruppentypen. Es fehlten die Gruppen Ibca= D32, und I43d = T¢.

Im Oktober 1890 entdeckte er — wahrscheinlich durch Vergleich mit der
Liste in (Schoenflies 1889) — eine der noch fehlenden Gruppen Ibca= D27,
die er zunachst als hemimorphes System ansah (Fedorov 1891b, 115)%!,
und erst spéter als asymmorph identifizierte.*> Er glaubte nun Ende Ok-
tober/Anfang November (alten Stils)*3 eine Liste von 230 Raumsymmetrie-
systemen zu besitzen (Fedorov 1891b, Fedorov an Schoenflies 0.D. #235).
Aber schon Mitte November (alten Stils) entdeckte er die Doppelzahlung
(16h = 17s) und reduzierte seine Zahlung auf die tatsachlich in seiner Liste
enthaltene Anzahl von 229 (Fedorov an Schoenflies 25.11.1890). Etwa zur sel-
ben Zeit fand er das letzte noch ausstehende Symmetriesystem 143d = T,
das er als “103a” (asymmorph) klassifizierte,** und hatte nun eine korrekte,
vollstandige Liste der 230 kristallographischen Raumgruppentypen.43

Da fiir eine fundierte Auswertung der Rolle des Gruppenbegriffs bei der
Entdeckung der Raumgruppen der genaue Ablauf der Klarung der Unstim-
migkeiten zwischen Fedorov und Schoenflies vom Oktober 1890 bis zum Méirz
1891 von Bedeutung erscheint, mag eine nochmalige, nunmehr etwas de-
tailliertere Zusammenfassung ihrer Korrespondenz in dieser entscheidenden
Phase angebracht sein.

Nachdem Schoenflies im Juli 1890 seine Arbeiten (1887a, b; 1889) Fe-
dorov zugesandt hatte, erhielt er Mitte Oktober (neuen Stils) den Vorabdruck
von Fedorovs (1890/91a). Es ergab sich nun folgender Ablauf:

(1) Ausgangssituation Mitte Oktober 1890 (neuen Stils)

Schoenflies besaf eine vermeintliche und tatsachliche 227er Liste von
Raumgruppen. Thm fehlten Im = C%, Ia = C%, I43d = TS. Bei den zy-
klischen Gruppen war eine weniger gezahlt als “im Prinzip” angegeben,
dafiir gab es die Doppelnennung von P42;¢ = D3, als V} und V? (vgl.
§5.3).

Fedorov hatte eine vermeintliche 229er, tatsachlich aber eine 228er Liste.
Ihm fehlten Ibca = D2} und I43d = T%; andererseits gab es eine Dop-
pelnennung Fmm2 = C3? als 16k und 17s. Fedorov wies Schoenflies in

seiner Arbeit auf dessen Doppelnennung (Vi = V) und die fehlenden
Gruppen Im, Ia hin (Fedorov 1890/91a, 4, Anm. 2).4¢
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(i)

(iii)

Aufstellung scheinbarer 230er Listen, Oktober bis etwa Mitte November
(neuen Stils)

Fedorov entdeckte durch Vergleich mit (Schoenflies 1889) die fehlende
Gruppe Ibca = D2}, erhohte seine vermeintliche Anzahl auf 230 und
teilte dies Schoenflies mit (Fedorov an Schoenflies, #235, etwa 11. bis
14.11.1890 neuen Stils geschrieben??).

Schoenflies verstand zunachst Fedorovs Einwande bezliglich der Dop-
pelnennung und der beiden fehlenden Gruppen nicht (Schoenflies an
Fedorov 29.10.1890), zum Teil aus sprachlichen Griinden.*® Fedorov
erlauterte seinen Hinweis (Fedorov an Schoenflies 21.10./ 2.11.1890).
Daraufhin korrigierte Schoenflies seine Doppelnennung (Vg = Ve,
glaubte aber zunachst, daBl die von Fedorov zusatzlich angegebenen
“Symbole” vom Standpunkt der Raumgruppen nichts wesentlich neues
brachten (Schoenflies an Fedorov 10.11.1890) und nur Punktmuster
(“Molekelhaufen”) desselben Symmetrietyps darstellen. Fedorov trat die-
ser Auffassung durch Hinweis auf seinen Aquivalenzbegriff der Systeme
entgegen, dem in Schoenflies’ Nomenklatur in etwa “geometrisch iden-
tisch” entsprache (Fedorov an Schoenflies #242; etwa 14. bis 17.11.1890
neuen Stils).

“Schoenflies akzeptierte bei erneuter Kontrolle seiner Argumentation die

Existenz der beiden Raumgruppen?® und glaubte, bei seiner globalen

Angabe der Gruppen mit zyklischer Kristallklasse noch eine weitere
“Im Prinzip” genannte nicht gezahlt zu haben. So erhielt er schein-
bar eine 230er Liste und glaubte, dafl er und Fedorov “nunmehr zu der
erwiinschten Ubereinstimmung gelangt” wéren (Schoenflies an Fedorov
17.11.1890, 28.11.1890). Tatsachlich fehlte beiden noch die Kenntnis von
I43d = T§; andererseits gab es bei Fedorov noch eine explizite Dop-
pelnennung (16h = 17s) und bei Schoenflies eine davon unabhéngige
Doppelzahlung.

Korrekturen und Aufstellung der endgiltigen Liste der 280 Raumgrup-
pentypen Mitte November 1890 bis Mdarz 1891

Noch im November 1890 bemerkte Fedorov die in seiner Liste enthal-
tene Doppelnennung (16h = 17s); auf der anderen Seite entdeckte er an-
scheinend nur wenige Tage spater den noch fehlenden Raumgruppentyp
I43d = TS (= 103a). Beide Korrekturen sowie die nunmehr endgiiltige
Gesamtzahl von 230 Raumgruppentypen gab er in der Sitzung der Pe-
tersburger Mineralogischen Gesellschaft vom 16./28.11.1890°° zu Proto-
koll (Fedorov 1890/91b).

Schoenflies teilte er in seinem Brief vom 25.11.1890 (alten Stiles?) le-
diglich seine eigene Doppelnennung und die in Schoenflies’ Brief vom
28.11.1890 (#234) neu aufgetretene mit. Die neu entdeckte Gruppe
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erwahnte Fedorov hingegen nicht, sondern sprach ausdriicklich von ei-
ner notwendigen Korrektur der Gesamtzahl auf 229.5! Schoenflies ak-
zeptierte diese Korrektur unmittelbar darauf (Schoenflies an Fedorov
13.12.1890). Erst in einem nicht erhaltenen Brief vom 15./27.12.1890
informierte Fedorov Schoenflies von seiner neu entdeckten Raumsymme-
triesystem 103a (= I43d).

Schoenflies hielt in seiner ersten Reaktion das neue Symmetriesystem
fir inkonsistent, glaubte also, daf8 es keine kristallographische Raum-
gruppe reprasentierte (Schoenflies an Fedorov 7.1.1891). Erst bei er-
neuter genauerer Prifung erkannte er die Korrektheit des Fedorovschen
Hinweises und konnte die Gruppe in seiner eigenen Darstellungsweise
rekonstruieren (Schoenflies an Fedorov 17.3.1891). Die von Fedorov zwi-
schen Mitte November und Mitte Dezember 1890 erreichte Klarung iiber
den endgiiltigen Stand der Liste der Raumgruppentypen wurde also
von Schoenflies im Zeitraum Mitte Dezember 1890 bis Mitte Marz 1891
schrittweise nachvollzogen.

Es ergibt sich damit sehr deutlich das Bild eines technisch-konstruktiven
Vorsprungs Fedorovs bei der Analyse der Licken und Unzulanglichkeiten, die
bei der Raumgruppenklassifikation durch ihn und Schoenflies zunachst noch
auftraten. Offenbar ergab sich dieser Vorsprung aus Fedorovs weit entwickel-
tem Verstandnis regularer Figurensysteme, kombiniert mit einer virtuosen
Handhabung der Symbolik mehrdeutiger Terme zur Darstellung der Raum-
gruppensymmetrien. Schoenflies wurde dagegen im Zeitraum der Korrespon-
denz mit Fedorov dadurch behindert, dafl seine symbolische Reprasentation
der Raumgruppen in (1889) unvollstindig war. Zwar arbeitete er mittler-
weile bei der Vorbereitung des Buches (Schoenflies 1891a) eine verbesserte
theoretische Grundlegung und eine vereinheitlichte neue Symbolik aus; das
fithrte aber gerade wahrend des Umbruches zu Schwierigkeiten mit der ihm
mittlerweile selber obsolet erscheinenden Symbolik von (1889) (Schoenflies
an Fedorov 28.11.1890, 106).

Es zeigt sich jedenfalls im Ergebnis, dafl es bis auf eine Ausnahme
(Ibca = D2!) Fedorov war, der die Liicken und Doppelnennungen in sei-
ner und Schoenflies’ urspriinglichen Liste identifizierte. Die explizite Ver-
wendung des Gruppenkonzeptes und die zugehérige theoretische Rahmung
brachten also — solange dieses wie in den frithen Arbeiten von Schoenflies
noch stark tber geometrische Anschaulichkeit vermittelt war — nicht schon
per se eine Verbesserung der Voraussetzungen fiir die Klassifikation der kri-
stallographischen Raumsymmetriesysteme mit sich. Insbesondere kann die
explizite Verwendung gruppentheoretischer Uberlegungen nicht als eine unab-
dingbare Voraussetzung der Klassifikation angesehen werden. Der vermittelte
Einflup von Gruppengesichtspunkten (Jordan — Sohncke — Fedorov) war
offenbar als historische und methodische Vorbedingung fir eine konstruktiv-
pragmatische Klassifikation durchaus hinreichend, wenn sie wie beir Fedorov



134 Kapitel I: Die Symmetriekonzepte der Kristallographie ...

mit einer hinreichend ausgearbeiteten Analyse geometrischer Gestalten (hier
der reguliren Figurensysteme) verbunden war.

Etwa zur Zeit der Arbeit an der Raumgruppenklassifikation las Fedorov
das Jordansche Mémoire tiber Bewegungsgruppen (1869) im Original. Das
geht aus seiner wenig spater verfafiten Arbeit iber “Symmetrie in der Ebene
(Simmetrija na plokosti)” (Fedorov 1891a) hervor, in der Fedorov die erste
vollstindige Klassifikation der ebenen Ornamentgruppen angab. Er erhielt
sie aus einer Analyse, welche der 230 Raumgruppentypen bei Einschrankung
auf eine Ebene auch dort “regelmassige Figurensysteme” induzieren. Fedorov
fand, daB dies fir 17 Systeme der Fall ist, und unterteilte diese dem Vorge-
hen im Raum analog in 13 symmorphe (semidirekte Produkte aus Transla-
tionsnetz und orthogonaler Gruppe) und 4 asymmorphe Systeme. Fiir jedes
gab er ein zugehoriges mehrwertiges Symmetriesymbol an (1891a, 379-386),
dariiberhinaus Symmetriekarten®? der auftretenden Symmetrieelemente und
— fir die symmorphen Systeme — der moglichen zugehorigen Parallelogone

(ebda., Tafel I, II).

In einer auswertenden Notiz verwies er auf die 13 von Sohncke (1874)
und die 16 von Jordan (1869) angegebenen Ornamentgruppen und gab die
Korrespondenz zwischen deren Ergebnissen und seinen eigenen an.’® Jordan
und Sohncke hatten dabei jeweils verschiedene Systeme iibersehen. So stan-
den in Fedorovs Arbeit keine génzlich neue Ornamentgruppen; jedoch war er
es, der die erste systematische Zusammenstellung gab.%4

. Fur Fedorov waren die Raumgruppen nicht schon an sich von Bedeu-
tung fur die Kristallstrukturtheorie, sondern lediglich als Durchgangsstation
zur Analyse spezieller regularer Pflasterungen, die seiner Ansicht nach als
adaquate Mathematisierung der Kristallstruktur herangezogen werden soll-
ten. Auch den von Sohncke eingenommen Gesichtspunkt der regularen Punk-
tesysteme konnte er in dieser Hinsicht nicht teilen. Er grenzte stattdessen die
Begriffe “regelméssiges Punktsystem” und “Kristallstructurart” ausdriick-
lich gegeneinander ab, indem er betonte, dafl vom Standpunkt der regularen
Punktesysteme die Strukturunterscheidung allein aufgrund der “Verschieden-
heit der raumlichen Lage der Symmetrieelemente” (also durch die Raum-
gruppe) erfolgt (Fedorov 1892, 682; 1893a, 590). Die Unterscheidung der
Kristallstukturen allein nach ihren Raumsymmetriesystemen erschien ihm
jedoch nicht als ausreichend. Seiner Auffassung nach sollte auBler der Raum-
gruppe eine zugehdrige Pflasterung (“Stereoederteilung”) und eine iberge-
ordnete Paralleloederteilung betrachtet werden.

“Wird aber in Betracht gezogen, dass die Structurarten als verschie-
den bezeichnet werden miissen, wenn die Paralleloeder verschieden,
wenngleich die Symmetrieelemente vollstandig identisch wéren, so
hat also die Theorie der regularen Raumtheilung uns zu einem ganz
neuen Standpunkt gefiihrt, und zwar:
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Eine mdégliche Kristallstructurart ist (nicht nur durch Symme-
trieelemente, sondern auch) durch die normalen Paralleloeder und
das Gesetz der Theilung derselben in Stereoeder bestimmt.” (Fe-
dorov 1892, 68)

Die Paralleloeder kamen dadurch ins Spiel, da Fedorov Homogenitat
und Symmetrie der Kristalle aus einem Aufbau der Kristallsubstanz aus “Kri-
stallmolekeln” erklaren wollte, die von den chemischen Molekiilen verschieden
sind. Insbesondere entwickelte er aufgrund der Homogenitat der Kristallsub-
stanz die Parallelititshypothese

(%) “.. dass die krystallinisch-homogene Substanz aus gleichen und
gleich orientierten (d.h. sdmmtlich in paralleler Lage geordneten)
Theilchen besteht, welche zusammen genommen den Raum liicken-

los ausfillen” (1896a, 117).

Zur mathematischen Modellierung der “Kristallmolekeln” kamen daher
nach Fedorovs Ansicht lediglich Paralleloeder in Frage und, wie er annahm,
sogar Normalparalleloeder. Dem Aufbau der “Kristallmolekeln” aus den che-
mischen Molekiilen entsprach seiner Ansicht nach die Unterteilung der Paral-
leloeder in Stereoeder einer reguldren Pflasterung (1893a, 592; 1896, 1171f.).
Ihm erschien daher als wichtigste Aufgabe der mathematischen Kristallstruk-
turtheorie, Gebilde aus einer Paralleloederteilung (Definition 2b) und einer
untergeordneten regularen Pflasterung zu studieren und zu klassifizieren. Die
wichtigsten dabei verwendeten Konzepte seien in heutiger Sprechweise zu-
sammengefaft in

Definition 4 (Fedorov 1889/90/1971, 62fT; 1892, 68; 1896):

a) Eine Fedorovsche Strukturart besteht aus einem Tripel (P, R, G) aus ei-
ner Paralleloederteilung P des E®, einer P verfeinernden reguliren Pfla-
sterung R aus Ziegeln trivialer orthogonaler Symmetrie (Unterteilung in
“Stereoeder”) und der zugehdrigen Raumgruppe G (mit Translationsgit-
ter I' und Kristallklasse Gy), sodaf die Kristallklasse der Raumgruppe
mit der orthogonalen Symmetrie H, eines Paralleloeders von P uberein-
stimmt, G, = H,. R ist demnach regulares Figurensystem (Pflasterung)
zur einfach transitiv operierenden Gruppe G, P zur zugehorigen sym-
morphen Gruppe G' & Z° * G,

b) Eine symmorphe Strukturart liegt genau dann vor, wenn die Paralleloe-
derteilung P invariant unter G ist (G = Isom(P)). Dann sind Pund R
regulare Figurensysteme zu derselben Gruppe G 2 T' *x G,.

c) Eine hemisymmorphe Strukturart liegt genau dann vor, wenn es
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(i) eine unter G invariante Unterteilung P* von P gibt, bei der jedes
Paralleloeder von P in zwei spiegelsymmetrische zerfallt, wahrend

(ii) P selber nicht invariant unter G ist.

Die Gruppen G' und G von Pund R haben dann eine Untergruppe des
Index 2 gemeinsam.

d) In allen anderen Fillen handelt es sich um asymmorphe Strukturarten.

Bei den symmorphen und hemimorphen Strukturarten unterschied Fe-
dorov weiterhin “ordindre” und “eztraordindare”, je nachdem die Translati-
onsgruppe I' von G transitiv auf P operiert oder nicht (Fedorov 1896, 146).

Unter dem Gesichtspunkt seiner Parallelitatshypothese (*) erschienen
ihm die asymmorphen Strukturarten als kristallographisch irrelevant (“un-
wahrscheinlich”), weil die dabei auftretenden Paralleloederteilungen P nicht
invariant unter dem Raumsymmetriesystem G sind und daher die unterge-
ordneten Stereoederteilungen R die Hypothese (*) nicht abzubilden gestat-
ten (Fedorov 1896, 219). Ahnliches galt fiir die meisten der extraordiniren
Strukturarten mit Ausnahme von 15 extraordiniren symmorphen Struktur-
arten der Kristallklassen C; und Cj;, bei denen die “parallele” Lage der
Paralleloeder auch bei Anwendung von Punktinversionen bzw. Drehungen
der Ordnung 2 gewahrleistet bleibt.

Trotz wenig ausgearbeiteter, das heifit implizit gehaltener, Klassifikati-
onskriterien stellte Fedorov in seinen Arbeiten der 1890er Jahre eine um-
fangreiche Liste moglicher Strukturarten auf; in seiner Arbeit (1896) waren
es schon 1182. Davon erschienen Fedorov jedoch lediglich 246 als kristallo-
graphisch relevant (“wahrscheinlich”): 131 ordinare symmorphe, 15 extraor-
dindre symmorphe (Kristallklasse C; und Cj) und 100 ordinire hemimorphe
(Fedorov 1896, 218).

Die Klassifikation der kristallographischen Raumgruppentypen erschien
Fedorov so zwar als wichtige Voraussetzung, keinesfalls aber als die letzt-
lich entscheidende mathematische Grundlage seiner Kristallstrukturtheorie.
Von den 230 Raumgruppentypen erschienen ihm nur die 73 4+ 54 = 127 sym-
morphen und hemimorphen als kristallographisch relevant. Diese wiederum
fihrten auf 246 “wahrscheinliche”, also fiir die Kristallographie nach Fedorovs
Ansicht potentiell verwendbare, Strukturarten. Aufgabe der zukinftigen mes-
senden und empirischen Kristallographie war nun seiner Konzeption gemafl
die Uberpriifung der vorgeschlagenen Theorie, das heift die Bestimmung von
Strukturarten empirischer Kristalle in seinem Sinne.

Dieser Auffassung Fedorovs folgte die Mehrzahl der Mineralogen und
Kristallographen allerdings nicht. Nach der Entdeckung der Rontgenstrahl-
beugungsmethode im Jahre 1912 wurde sie durch die nun moglich gewordenen
empirischen Strukturbestimmungen schnell erschiittert (vgl. §5.6). Schon eine
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der ersten Strukturbestimmungen fuihrten W.H. und W.L. Bragg beim Pyrit
auf eine Atomgitteranordnung mit Symmetrie Pa3 = T'¢. Fedorov reagierte
darauf auflerordentlich schnell und “undogmatisch”, indem er anerkannte,
daB es sich um den Nachweis des realen Auftretens eines asymmorphen Sy-
stems handelte (Fedorov 1914) [Belov/Safranovskij 1962]. Damit war sei-
ner spezifischen Variante der Kristallstrukturtheorie weitgehend der Boden
entzogen. Die offener gehaltene gruppentheoretische Auffassung samt den
zugehorigen allgemeiner gehaltenen reguldren Raumteilungen gewann nun
entsprechend groflere Bedeutung fiir die Entwicklung empirisch gestiitzter
Strukturtheorien.

5.5 Schoenflies’ systematische Darstellung der Theorie
der kristallographischen Raumgruppen von 1891

Die gruppentheoretische Strukturtheorie der Kristallgeometrie fand in
Schoenflies ihren ersten herausragenden Vertreter. Direkt nach Publikation
seiner ersten Arbeit uber kristallographische Raumgruppen in den Mathe-
matischen Annalen (1889) machte er sich an die Arbeit fiir eine umfangrei-
che und ausfihrliche Darstellung in seinem Buchprojekt “Krystallsysteme
und Krystallstructur” (Schoenflies 1891a). Das Manuskript fiir dieses Buch
entstand in einem selten gilinstigen Zeitablauf, in dem Schoenflies die aus
dem Briefwechsel mit Fedorov hervorgehenden neuen Kenntnisse iiber Liicken
oder Doppelzahlungen in seiner Liste von (1889) nahezu direkt iibernehmen
konnte. Er hatte schon am Buchmanuskript zu arbeiten begonnen, als der
Briefwechsel in der zweiten Jahreshalfte 1889 in Gang kam (Schoenflies an
Fedorov, 14.12.1889). Im Laufe des Voranschreitens wuchs das Projekt so
an, dafl das Manuskript dem Verlag in drei grofen Sendungen stickweise
ubergeben und gedruckt wurde:

— die ersten 5 Bogen (Teil I) Mitte 1890 mit einer elementaren Einfithrung
in die geometrische Gruppentheorie, Arbeit in O(3, R), Ableitung der
Kristallklassen, Kristallsysteme®® und Kristallformen (Fedorov/Schoen-

flies 1970, 93, 115),
— die néchsten 5 Bogen (Kap. 1 bis 7/8 von Teil II) gegen Ende 1890

mit einer Darstellung der Bravaisgittertheorie, Arbeit in Isom(E*), dem
gruppentheoretischen Instrumentarium fur die Erweiterung raumlicher
Translationsgruppen zu kristallographischen Raumgruppen (Kap. 6),
Ableitung der Gruppen des monoklinen und triklinen Systems (Kap.
7) sowie evtl. des orthorhombischen,

— und schlielich der gesamte Rest bis zum spaten Friihling (Méarz/April)
1891 mit der Ableitung der Raumgruppen in Kristallsystemen hoéhe-
rer Symmetrie, einer Diskussion der gangigen Kristallstrukturtheorien
vom Standpunkt der Raumgruppen und Raumteilungen sowie einem
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Nachtrag eines (unvollstandigen) Beweises fur die Existenz (dreidimen-
sionaler) Translationsgitter in kristallographischen Raumgruppen (Fe-

dorov/Schoenflies 1970, 115).

Da sich das Buch an ein breites Publikum, nicht nur an Mathematiker,
richtete, erklarte Schoenflies den damals auflerhalb der Mathematik noch
kaum bekannten Gruppenbegriff iberaus motivierend, fast z6gernd, in zwei
Stufen aus dem geometrischen Kontext heraus. Nachdem er die Komposition
eigentlicher und uneigentlicher Bewegungen aus O(3,R) (“Operationen 1.
und 2. Art”) und ihre Verwendung zur Beschreibung von Symmetrierelatio-
nen diskutiert hatte (1891a, 20-53), fithrte er das Konzept einer “endlichen
Gruppe von Operationen” ein (Schoenflies 1891a, 54). Mit dieser Formulie-
rung waren im wesentlichen endliche orthogonale Gruppen gemeint; jedoch
blieb die Formulierung allgemein genug, um endliche Gruppen von Bijektio-
nen beliebiger (gegebenenfalls strukturierter) Mengen einzuschlieflen.’® Das
reichte als konzeptioneller Rahmen fir die Ableitung der Kristallklassen und
Systeme aus. Dem fligte er noch eine Diskussion der einfachen Kristallgestal-
ten hinzu und verwies auf die Moglichkeit, die Gestaltklassifikation auch fiir
beliebige endliche orthogonale Gruppen durchzufuhren. Ein solches Unter-
fangen hatte freilich den Rahmen seines Buches gesprengt; daher verwies er
in diesem Punkt auf Hess’ “Lehre von der Kugelteilung” (1883). Eine kurze
Diskussion der Bedeutung der Punktsymmetrien fir die Kristallphysik schlofl
den ersten Teil seines Buches ab.

Bei der Darstellung der “Theorie der Krystallstructur” im zweiten Teil
verallgemeinerte Schoenflies wiederum sehr langsam und kontextbezogen die
von ihm verwendeten Begriffe. Erst nach der Diskussion der Translations-
gruppen und der Komposition von Bewegungen und “Operationen 2. Art”
von Isom([E?*) definierte er den Begriff der Raumgruppe. Er verwies zwar dar-
auf, daB die von ihm betrachteten Gruppen aus samtlichen Deckisometrien
“regelméssiger Molekelhaufen” bestehen, versuchte aber zunachst “ihre Be-
ziehungen zu den Molekelhaufen vorlaufig bei Seite (zu) lassen”, um ihre
allgemeinen Strukturgesetze vorweg abzuleiten. So begann er mit der

“Erklarung. Unter einer Raumgruppe von Operationen verstehen
wir eine unendliche Schaar von raumlichen Operationen von der Art,
dass das Product von irgend zweien dieser Operationen einer der
genannten Schaar angehorigen Operation aquivalent ist.” (1891a,
359)

Diese Definition enthielt noch den Mangel der frithen Transformations-
gruppenerklarungen von Lie und Klein. Das war kaum verwunderlich, da sich
erst in den 1890er Jahren die Einsicht in die Notwendigkeit der Existenzfor-
derung fiir Inverse endgiiltig durchsetzte.’” Schoenflies glaubte sogar, einen
Beweis fiir die Existenz der Inversen geben zu koénnen. Das dabei von ihm
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zur Anwendung gebrachte Argument scheint charakteristisch fiir den frithen
Umgang mit Transformationsgruppen zu sein, bei dem der Kontextbezug und
die “formalen Gesetze” des allgemeinen Begriffs nicht deutlich voneinander
getrennt wurden:

“Es sei L irgend eine Operation der Raumgruppe I' der hier be-
trachteten Art. Da L Deckoperation eines Molekelhaufens ist, so
fihrt auch die umgekehrte Operation L~! den Molekelhaufen in
sich tiber und gehort daher der Gruppe an . .. Demnach ergiebt sich:
Lehrsatz 1: “Eine Raumgruppe I' enthélt zu jeder Operation L die
inverse Operation, sowie die Identitat.”(1891a, 359f.; erste Hervorh.

E.S.)

Die starke Kontextbindung verleitete Schoenflies also offensichtlich dazu,
eine definierende Begriffserklarung fiir logisch akzeptabel zu halten, die
schwacher war, als die in der kontextuellen Argumentation eingesetzte Struk-
tur. Diese enthielt als wesentliches Element das von Sohncke iibernommene,
verallgemeinerte Konzept eines “reyelmdssigen Molekelhaufens”:

“... Unter einem regelmassigen Molekelhaufen von unbegrenzter
Ausdehnung verstehen wir einen solchen nach allen Richtungen un-
endlich ausgedehnten Molekelhaufen, der aus lauter gleichartigen
Molekeln besteht und die Eigenschaft besitzt, dass jede Molekel auf
die gleiche Art von der Gesammtheit der Molekeln umgeben ist.”
(Schoenflies 1891a, 239)

Die mathematische Theorie der Kristallstruktur basierte dann auf der

“Grundhypothese: um jeden in seinem Innern gelegenen Punkt zeigt
ein homogener Krystall die Structur eines regelmassigen Molekel-
haufens von unbegrenzter Ausdehnung.” (ebda.)

Diese Verbindung mit der Kristallstrukturtheorie veranlafite Schoenflies
dazu, stillschweigend als selbstverstdndlich anzunehmen, da8 ein “Molekel-
haufen” diskret ist (1891a, 628). Das von ihm verwendete Konzept des “Mo-
lekelhaufens” gentigte also insgesamt der

Definition 5a (Schoenflies 1891a, 239, 628):
Ein “Molekelhaufen” (diskretes reguldres Punktesystem im E?) wird durch
eine Punktmenge M C E® charakterisiert, das folgenden Bedingungen ge-
nugt:
(i) M besitzt eine transitive Deckisometriegruppe (1891a, 239, wie oben
zitiert).
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(ii) M ist diskret im Sinne inf |z — y| > 0. Insbesondere besitzt M
T#£Y, T,y€M

keinen Haufungspunkt (1891a, 628).
(iii) Die konvexe Hiille von M ist E* (M “ist nach allen Richtungen unendlich
ausgedehnt”) (1891a, 239).

Umgekehrt definierte Schoenflies iiber diese “Molekelhaufen” die kristallogra-
phischen Raumgruppen.

Definition 5b (Schoenflies 1891a, 360):

G < Isom(E®) ist genau dann eine “Raumgruppe von kristallographischer
Bedeutung”, wenn G transitive Decktransformationsgruppe eines “Molekel-
haufens” im angegebenen Sinne ist.

-Tatsachlich bereitete Schoenflies in dieser orbitbezogenen Charakteri-
sierung die spatere strukturelle Auffassung kristallographischer Gruppen als
diskrete, unzerlegbare Untergruppen von Isom(E") vor (vgl. §5.6). Durch
(i1) wird ja auch die Diskretheit von G und durch (iii) deren Unzerlegbar-
keit gesichert. Beide zusammen haben aber — wie Bieberbach spater fur den
n-dimensionalen Fall bewies — die Existenz eines beschrankten Fundamen-
talbereichs und einer dreidimensionalen Translationsuntergruppe zur Folge.
Schoenflies selber wies schon ausdricklich darauf hin, daff (i1) die Diskretheit
von G impliziert (G “besitzt keine unendlich kleinen Operationen”, 1891a,
628),%® und bemiihte sich um den Beweis der von thm als zentral erkannten
Tatsache der Ezistenz einer dreidimensionalen Translationsuntergruppe. Erst
dadurch wurde ja die Schliissigkeit der konstruktiven Klassifikation kristallo-
graphischer Raumgruppen in Fortfiihrung der Arbeiten Bravais’, Jordans und
Sohnckes nachgewiesen. Schoenflies stief dabei allerdings auf Schwierigkeiten:
Bei den “gruppentheoretischen Hilfssatzen” vor Beginn der Herleitung der
Liste der Raumgruppentypen, wo die systematische Begriindung des Satzes
hatte erfolgen miissen, verwies er auf einen spater nachzureichenden Beweis
fiir die Existenz eines Translationsgitters (1891a, 360). Erst in seiner letzten
Manuskriptsendung, im letzten Kapitel seines Buches, gab er schlielich einen
Beweis, der jedoch an entscheidender Stelle eine Liicke enthielt.

Er argumentierte zunéachst:

G kristallographisch = sadmtliche auftretenden Rotationswinkel stehen
in rationalem Verhaltnis zu x.%°

Daraus zog er wie selbstverstandlich den SchluB, dal der orthogonale
Anteil G, von G eine der 32 Kristallklassen ist (1891a, 636). Aus der End-
lichkeit der Achsenzahl von G,, gegeniiber unendlichem Orbit von G schlofl
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er auf die Existenz zweier Operationen paralleler Achsenrichtung und entge-
gengesetzten Drehwinkels. Daraus folgt die Existenz einer zum Achsenpaar
orthogonalen Translation in G. Mit Bedingung (iii) war dann auch die Exi-
stenz von drei linear unabhangigen Translationen zu folgern (1891a, 637).
Die Einschrankung von G, auf eine der 32 Kristallklassen erfolgte anderer-
seits seit Bravais gerade durch die Invarianzforderung fiir ein Gitter unter
der Operation von G,. Schoenflies’ Argument war also zirkular, benutzte al-
lerdings lediglich die Endlichkeit von G,. Dadurch war der Weg angedeutet,
wie der Zirkel durchbrochen werden konnte.

Die Lucke wurde erst am Ende des Jahrzehnts vom Leipziger Mathema-
tiker Rohn durch den Nachweis der Endlichkeit des orthogonalen Anteils G,
geschlossen (Rohn 1899, 1900).6° Damit wurde der Schoenfliessche Beweis
fir die Existenz eines Translationsgitters in dreidimensionalen kristallogra-
phischen Gruppen abgeschlossen.

Zur Charakterisierung und Untersuchung einer Raumgruppe G arbeitete
Schoenflies, aufbauend auf seine in (1887) und (1889) verwendete Methode,
mit dem System der Achsen (zu jedem o € Gt = G N Isom™(E?)) und
der Symmetrieebenen (zu jeder Spiegelung oder Gleitspiegelung o aus G~ =
G N Isom™(E®)) sowie den jeweils zugehdrigen “reduzierten Operationen”.

Definition 6 Reduzierte Operation

a) einer (orientierten) Achse A einer kristallographischen Raumgruppe G
ist diejenige Bewegung @ = A(w,7) € Gt mit A = A, minimalem
Rotationswinkel w > 0 und minimalem Translationsanteil 7.

b) einer Symmetrieebene S von G ist dasjenige o = S(t) € G~ mit o(S) =
S und Translationsanteil

t, b, 1
tE{O, 5 2,2(t1 +t2)}

bei ' = v(tl,tz,t;;), tl,tg ” S.

Wahrend die reduzierte Operation einer Achse eindeutig bestimmt ist
(1889, 3671.), ist die einer Symmetrieebene abhangig von der Basis in T und
erst nach der Wahl von ¢;,t, € S eindeutig (1889, 373). Das reichte immerhin
aus, die Wahl von Reprdsentanten von G/T' als “reduzierte Operationen” zu
standardisieren (1889, 375).

Der Plan fiir das Vorgehen bei Raumgruppenerweiterungen G — G des-
selben Translationsgitters ergab sich fiir Schoenflies aus der Gewinnung der
Kristallklassen durch sukzessive Adjunktion jeweils einer erzeugenden Opera-
tion aufgrund der simplen Beobachtung, daf bei Bildung orthogonaler Anteile
der Bewegungen p : G — G, < O(3, R) Urbilder von Untergruppen wieder
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Untergruppen sind. Er suchte daher nach einer analogen Erweiterung der
Raumgruppen durch Adjunktion jeweils eines Elementes. Die in (1887) und
(1889) unbewiesen verwendeten Erweiterbarkeitskriterien fafite er nun in der
bewiesenen Aussage zusammen:

Lemma 1 (Schoenflies 1891a, 382f.)

Die kristallographische Raumgruppe G < Isom(E®) mit Translationsgitter
' < G laBt sich genau dann durch X € Isom(E?) bzw. L := () < Isom(E®)
mit p(A) = X und M'™ = 1 zu einer kristallographischen Raumgruppe G
desselben Translationsgitters erweitern, falls gilt:

(i) \1GA =G,
(ii)) \™ =t, eT.

Der von ihm angegebene Beweis bestand aus einer einfachen Uberlegung
der Raumgruppenerweiterung in Isom(E* ):

G:=Gx{)\|0<i<m—1)}
mit Komposition

(9A)(g'N) = g(N'g' ATH(AN) = gV g AT AH
mit AL, = A" wobei n'= n(modm), 0<n'<m-1,

und £ :={0 falls i +j <m—1

ty sonst.

Das Faktorensystem der Erweitung wird also hier durch ﬁbergang zur redu-
zierten Operation von A\*AJ definiert und geht bei der Rechnung in Isom(E?*)
in naheliegender Weise in die Bestimmung der Komposition zweier Operatio-
nen der erweiterten Gruppe G ein. Die Notwendigkeit der Bedingungen (1),
(ii) liegt dariiberhinaus direkt auf der Hand.

So 1488t sich die sukzessive Erweiterung der Kristallklassen durch p~
auf die Raumgruppen ubertragen. Schoenflies faite diese Beobachtung als
“Fundamentaltheorem fiir die Erzeugung von Raumgruppen” zusammen.

1

Theorem 4 (Schoenflies 1891a, 383):

Sei G,(3, R) eine Kristallklasse, die durch Erweiterung der Kristallklasse G,
als Go = G, x L' mit L' = (M) < O(3,R) und N'"1G,\ = G, darstellbar
ist. Dann ist jede zu G, homomorphe Raumgruppe G mit Translationsgitter
I' nach der Methode von Lemma 1 als Erweiterung einer Raumgruppe G
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(desselben Translationsgitters und mit Kristallklasse G,) durch Adjunktion
einer Operation

X € Isom(E?) bzw. L = (\) < Isom(E®) mit A™'G\ = G,

also als G = G x L, darstellbar.

Das lieferte eine einwandfreie Begrindung fir den schon in (1887) und
(1889) eingeschlagenen Weg der Generierung der kristallographischen Raum-
gruppen aus Translationsgittern durch sukzessive Adjunktion jeweils eines
zusatzlichen erzeugende Elementes.

Die “Bravaisschen Gruppen”, also die von Bravais implizit charakterisier-
ten Symmetriesysteme, konnte Schoenflies nun als diejenigen Raumgruppen
G mit Translationsgitter I charakterisieren, fir die gilt:

G, =p(G) < G.

In diesem Fall ergibt sich G ndmlich offensichtlich als inneres semidirektes

Produkt in Isom(E®), G =T * G, (1891a, 386).

Natirlich waren die Erzeugungsregeln noch durch Identitatskriterien fur
verschieden erzeugte Gruppen zu ergédnzen. Schoenflies gab auf der allgemei-
nen Ebene insbesondere an:

Lemma 2 (Schoenflies 1891a, 389)
Seien G, G' Erweiterungen derselben kristallographischen Gruppe G durch
Adjunktion der Operationen [,I' € Isom(E?), dann gilt:

() le@ leG=>G=0G"
(ii) Operieren [,!' auf dem (nichtleeren) Achsensystem von G gleich, so liegt
einer der folgenden Félle vor:

a) G =@,
b) alle Achsen von G sind parallel und /, ! unterscheiden sich nur durch
eine achsenparallele Translationskomponente.

Die Aussage von (ii) folgt unmittelbar aus der Beobachtung, daf§ [~/
jede Achse von G in sich iberfithrt, wahrend die von (i) in der hier ange-
gebenen Fassung®? offensichtlich ist. Weitere Identitatskriterien entwickelte
Schoenflies unter Berticksichtigung der spezifischen Bedingungen in jedem
der folgenden Kapitel, in denen die Raumgruppen kristallsystemweise mit
steigender Symmetrie abgeleitet wurden.
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Aus dem Erweiterungsschema fiir die Kristallklassen

1 —> Cn — > Dn
Cay Ci Cn,h Cn,v C—'21'1 Dn,h Dn,d
(n=2,3,4,6)
Dz > T —> QO
T T, o*

gewann Schoenflies, anders als in (1889), nun auch bei der Erweiterung der
Raumgruppen ein Gerust fur die zu diskutierenden Fallunterscheidungen.
Durch detaillierte Angabe der Erzeugenden jeder Raumgruppe vermied er
die Unklarheiten der élteren Darstellung.

Entsprechend fithrte er neue Bezeichnungen X' fiir die Raumgruppen
ein, die aus der Angabe der Kristallklasse X € {C}, C,, C3, Cap, ..., 0O,0*}
und einem Index i zur Unterscheidung der verschiedenen Raumgruppen G
mit p(G) = X zusammengesetzt war.53

Bei diesem Vorgehen ordnete sich auch die von Fedorov im Dezember
1890 entdeckte — vom Schoenflies erst im Marz 1891 akzeptierte — Gruppe
I43d zwanglos als TS in die Ableitung der Raumgruppe der Kristallklasse Ty
ein. Ausgehend vom Erweiterungsschema der Kristallklassen

th—-%T

|

D2d —> Td

beobachtete Schoenflies, daf eine Raumgruppe G(T') mit Kristallklasse T' nur
dann Kandidat fiir eine Erweiterung mit Diagonalspiegelung Sg bzw. S4(7)
ist, falls die zugehorige Untergruppe zur Kristallklasse D, analog erweiterbar
1st:

G(D;) — G(T)

|

G(Dz2q) — G(Ta)
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Dadurch wurden die méglichen Erweiterungen von G(T') auf G(Ty) durch
reine Diagonalspiegelung S; bzw. eine geeignete Schubspiegelung Sy(7) auf
ein tibersichtliches Fallschema eingeschrinkt.®* Die Erzeugung von I43d = T§
geschah darin durch eine Schubspiegelung Sq(3(t1 +t2+13)), die vorher schon
bei der Erweiterung im tetragonalen Kristallsystem aufgetreten war (1891a,
540f.):

I212121 = Dg — > T5= I213

|

I42d = D32 — > T9=T5%(S4(r)) = I43d

Diese kurze Diskussion des kritischsten Falls bei der Herleitung der vollstandi-
gen Liste in den Jahren 1889/90 mag geniigen, um die Schoenfliessche Vor-
gehensweise zu charakterisieren.

Es zeigt sich jedenfalls, dafi Schoenflies mit seinen Mitteln eine uber-
sichtliche, vollstindige und fast lickenlos begrundete Herleitung der 280 kri-
stallographischen Raumgruppentypen erreichte.

Ahnlich wie er und Fedorov die Klassifizierung der Raumgruppen un-
abhangig in Angriff genommen hatten, wenn auch beide angeregt durch die-
selben Arbeiten von Jordan und Sohncke, so entwickelten sie auch unabhéngig
voneinander die Idee einer mathematischen Fundierung der Kristallstruktur
in reguldren Pflasterungen (Fedorov 1885, Schoenflies 1888a, b). Dabei un-
terschieden sich ihre Auffassungen allerdings starker als im ersten Punkt.
Wahrend Fedorov von sehr spezifischen Eigenschaften der kristallographisch
relevanten Raumteilungen ausging (Parallelitdtshypothese) und aufgrund der
sich daraus ergebenden Einschrankungen wiederum bis zu einer Klassifikation
der seines Erachtens entscheidenden (“wahrscheinlichen”) “Structurarten”
vorstie (vgl. §5.4), entwickelte Schoenflies lediglich einige allgemeine mathe-
matische Gesichtspunkte, die die Bildung und das Studium isoedrischer Pfla-
sterungen regulieren. Diese sollten dann als vermittelnde Ebene zwischen der
gruppentheoretisch-mathematischen Theoriebildung und den physikalisch zu
begriindenden Strukturtheorien dienen, iiber die er selber nichts Genaueres
mehr aussagen konnte und wollte.

Insbesondere begriindete er durch eine anschauliche Argumentation die
Existenz einer isoedrischen Pflasterung (B, ),eq 2zu einer kristallographischen
Gruppe G (1891a, 570f.). Einen dieser Bereiche, etwa B := B, bezeichnete
er als einfachen Fundamentalbereich von G, falls keine zwei inneren Punkte
von B G-aquivalent sind (ebda., 572). Schoenflies untersuchte nun, unter
welchen Bedingungen zu einer Untergruppe G' < G eine isoedrische Raum-
teilung (B, )y e existiert, die auch G-invariant ist. Er fand dabei das leicht
nachvollziehbare
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Theorem 5 (Schoenflies 1891a, 576ff.)

Fir ‘eine kristallographische Gruppe G und Untergruppe G' < G mit zu-
gehoriger isoedrischer Raumteilung B' = (B, )g'ec aus einfachen Funda-
mentalbereichen sind aquivalent:

(i) Die Pflasterung B' ist G -invariant.

(ii) Es gibt eine Pflasterung B = (By)yec zu G, sodaB sich ein Ziegel Bj
von B' aus endlich vielen Ziegeln von B zusammensetzen 1a8t:

B =|J B,

gEH

Dabei ist H = {g1,...9x} endliche orthogonale Untergruppe von G.

(i) G = G'xH mit H < O(3, R) (inneres semidirektes Produkt in Isom(E?))
und jeder Ziegel By, € B' wird von ¢'Hg'~! in sich iiberfiihrt.

Diese Beobachtung erlaubte Schoenflies fiir die kristallographischen
Gruppen G = G' * H mit orthogonaler Untergruppe H < G die Konstruk-
tion “symmetrischer Fundamentalbereiche”. Diese sind allerdings im heutigen
Sinne keine Fundamentalbereiche, sondern punktsymmetrische Ziegel (Sym-
metrie H) einer ibergeordneten isoedrischen Pflasterung (zur Gruppe G'),
die sich aus |H| symmetrisch aneinanderliegenden Fundamentalbereichen von
G aufbauen.

Das einfachste Beispiel dafiir sind die Bravaisschen Gruppen G = I'xG,.
Schoenflies wies darauf hin, dafl die “symmetrischen Fundamentalbereiche”
von G mit den Basiszellen von I' iibereinstimmen koénnen aber nicht missen.
Da die “regelmassigen Molekelhaufen” der Kristallstrukturtheorie durch Fi-
xierung eines Punktes in einem “einfachen Fundamentalbereich” erzeugbar
sind, konnte Schoenflies nun eine mathematische Analyse der Prizipien geben,
die in verschiedenen kristallographischen Theorien bei der Konstituierung der
hypothetischen Molekel verwendet wurden und in verschiedener Weise Mo-
lekiilsymmetrien in Rechnung stellten.

Bravais hatte die Symmetrieeigenschaften eines Kristalls auf die Uberla-
gerung der Symmetrieeigenschaften der Molekiile mit denen des Kristallgit-
ters zuriickgefiihrt. Aus Schoenflies’ Sicht entsprach dem Bravaisschen “Po-
lyeder der gemeinsamen Symmetrie S.” eine Zusammenfassung von n = |G,|
Punkten des G, -Orbits des erzeugenden Punktes eines Molekelhaufens zu
einem grofleren Molekel, oder — in der Sprache der Raumteilungen — der
Betrachtung eines “symmetrischen Fundamentalbereichs” von G. Dagegen
bestehen die Molekelhaufen, die zur Raumteilung mit “einfachem Funda-
mentalbereich” gehéren, aus n ineinander geschachtelten Punktgittern:

G(p) = I(Go(p))



§5. Gruppen in der Kristallographie ... 147

Dariiberhinaus wies Schoenflies darauf hin, dafl ganz allgemein im Fall der
inneren semidirekten Zerlegbarkeit von G als G = G'«H mit H < p(G) = G,
Kristallstrukturtheorien mit “symmmetrischen Molekeln” formulierbar sind
und unterschied strikt zwischen “Molekelsymmetrie” H und der “Krystall-
structur” G', die er mathematisch mit einer transitiv operierenden Decki-
sometriegruppe des Molekelhaufens identifizierte (1892b, 524, Anm. 3 u.a.).
Dabei wies er darauf hin, da8 je nach Annahmen iiber den Bau der Molekiile
(Zusammenfassung von Punkten des zugrundeliegenden reguliren Punktesy-
stems) eine unterschiedliche Aufteilung der Kristallsymmetrie G, auf “Mo-
lekelsymmetrie” H und Symmetrie der “Krystallstructur” G’ erfolgt. Das
Spektrum der Wahlmdglichkeiten wird dabei natiirlich durch die Gruppe G
und ihre méglichen Zerlegungen G = G' ¥ H determiniert.

An einem Ende des Extrems ist stets die Annahme trivialer Molekelsym-
metrie und G = G' méglich. Schoenflies sprach in diesem Fall von “reiner
Structurtheorie” (1892b, 513), weil hier die Kristallsymmetrie G, allein aus
der “Krystallstructur” G’ resultiert. Auf der anderen Seite hatte insbesondere
Sohncke bei Versuchen, Spiegelsymmetrien zu beriicksichtigen, mit Punktsy-
stemen gearbeitet, bei denen jedes “Molekel” aus einem Paar spiegelbildlich
gelagerter Elemente bestand. Das entsprach in Schoenflies’ Ansatz der An-
nahme einer Spiegelungsgruppe H & Z/2Z und G = G' * H. Schoenflies
ging an verschiedenen Stellen auf diese Frage ein (Schoenflies 1890; 1891a,
5841f.; 1892a, b) und wies auf die relative Willkiirlichkeit bei der Abspaltung
von “Molekelsymmetrien” hin. Mathematisch entsprach dem die Wahl einer
Pflasterung mit Ziegelsymmetrie H und einfach transitiver Decktransforma-
tionsgruppe G'.

Die Spezifizierung der Materieverteilung in einem “symmetrischen Fun-
damentalbereich” mufite dagegen aus dem Blickwinkel der mathematischen
Theorie heraus véllig offen gelassen werden. Sie zu klaren, war Aufgabe der
Physik. So formulierte Schoenflies Abgrenzung und gegenseitige Erginzung
mathematischer und physikalischer Theoriebildung in diesem Kontext da-
durch, dafl die mathematische Theorie

“ .. den Spielraum abzugrenzen (hat), innerhalb dessen sich die
Hypothesen tiber die Natur der Krystallbausteine noch bewegen
konnen ...”

wahrend

“ .. der Physiker als der unumschrankte Beherrscher des Funda-
mentalbereichs erscheint ...” (1892b, 521).

Die umfangreiche und detaillierte Darlegung der mathematischen
Grundlagen der kristallographischen Symmetriekonzepte war sein Beitrag
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dazu, diesen “Spielraum abzugrenzen” und in dem von ihm vertretenen Kon-
zept der Kristallstruktur die Kleinsche Idee der gruppentheoretischen Ord-
nung der verschiedenen geometrischen Theorien fir die Kristallographie nutz-
bar zu machen (Schoenflies 1892b, 524). Schoenflies hatte so neben einer
ubersichtlichen Herleitung der 230 Raumgruppentypen den I"Jbergang ZWi-
schen mathematischer und physikalisch-kristallographischer Theoriebildung
angedeutet und ansatzweise eine Integration des gruppentheoretischen Ge-
sichtspunktes mit dem der Raumteilungen erreicht. Insgesamt spielte der Ge-
sichtspunkt der Pflasterungen bei ihm allerdings eine im Vergleich zu Fedorov
untergeordnete Rolle. Eine systematische Klassifizierung beliebiger isoedri-
scher Pflasterungen des E* war nicht nur bei den ihm zur Verfiigung ste-
henden Methoden nicht zu realisieren, sondern scheint auch heute noch nicht
absehbar. Auch Fedorov konnte sich in dieser Hinsicht nur aufgrund der sehr
restriktiven Bedingung ubergeordneter Paralalleloederteilungen Hoffnungen
machen.%’

Die Verwendung zeitgenossischer Methoden der Gruppentheorie und ihre
ausfithrliche Erklarung auch fir nichtmathematische Leser machte Schoen-
flies’ Darstellung von Vorgehensweise und Ergebnis her in gleicher Weise
fir Mathematiker interessant wie fiir Nichtmathematiker verstandlich. In-
dem Schoenflies eine bemerkenswerte Parallele zwischen jingsten Entwick-
lungen der Mathematik und den zeitgenossischen Forschungen der Kristal-
lographie herausarbeitete, wies er exemplarisch nach, daf§ die begriffsorien-
tierte strukturelle Forschung Bedeutung nicht nur innerhalb der Mathematik
selber, sondern auch fur die Erkenntnis der GesetzmaBigkeiten und Erschei-
nungsformen der Natur haben kann. Darin lag — neben dem vordergrindi-
gen Plus einer leichteren sprachlichen Zugéanglichkeit — der entscheidende
Vorteil seines Buches gegeniiber der Fedorovschen Darstellung. Aber obwohl
die gruppentheoretische Strukturauffassung unter theoretischen Kristallogra-
phen grofleren Anklang als Fedorovs Theorie der Kristallstrukturarten fand,
erschien auch sie noch zwei Jahrzehnte lang als eine weitgehend spekulative
Theoriebildung ohne gentigend gesicherte empirische Grundlage. Das anderte
sich erst mit der Entdeckung der Rontgenstrahlbeugungsmethode, die der
empirischen Strukturbestimmung von Kristallen vollig neue Wege und tech-
nische Moglichkeiten eroffnete.

5.6 Ausblick auf spatere Entwicklungen
Ein Teil der Uberzeugungskraft der Klassifikation von Schoenflies und Fe-

dorov resultierte aus der Konvergenz ihrer Ergebnisse, die von verschiedenen
Ausgangspunkten und auf recht unterschiedliche Weise hergeleitet worden
waren. Die Gemeinsamkeiten rithrten dabei groBtenteils von ihrer gemein-
samen Anregung durch die Jordan-Sohnckesche Klassifikation diskreter un-
zerlegbarer Bewegungsgruppen und der zugehdrigen Punktorbits her.%® Eine
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zusatzliche Bestatigung des grundlegenden Charakters dieser Ergebnisse kam
von einem weiteren Ansatz her, der Symmertrieklassifikation raumlicher Ku-
gelpackungen durch William Barlow (1845-1934).

Barlow arbeitete bei seinem Versuch, in den 1890er Jahren eine mecha-
nische Strukturtheorie der Kristalle zu entwerfen, mit der Vorstellung der
Atome als Zentren spharischer Kraftfelder. Das fiihrte ihn auf die Hypothese
einer raumlichen Anordnung der Atome, im Sinne dreidimensionaler sphari-
scher Kugelpackungen. Nach ersten, relativ simplen Modellen fiir einzelne
Kristallstrukturen, die mit Sohnckes “regelmaffigen Punkthaufen” verwandt
waren und ihn mit diesen bekannt machte (Barlow 1883/84), begann Bar-
low Anfang der 1890er Jahre mit einer Symmetrieklassifikation der raum-
lichen Kugelpackungen. Dabei lernte er auch die Ergebnisse Fedorovs und
Schoenflies’ kennen und machte sie sich zunutze. Ohne deren Herleitung im
Detail nachvollzogen zu haben,’” zeigte er in (Barlow 1894), da auch aus
den raumlichen Kugelpackungen in natirlicher Weise die Symmetrieklassi-
fikationen nach den 230 Fedorov-Schoenfliesschen Raumgruppen hergeleitet
werden kann. Obwohl keine weitere “unabhingige” Herleitung der Raum-
gruppen vorlag — wie manchmal behauptet — lieferten Barlows Arbeiten
ein weiteres Argument daftir, daf die kristallographischen Raumgruppen un-
abhangig von der weiteren Konkretisierung der physikalischen Strukturkon-
zepte eine zentrale Bedeutung bei der weiteren Vertiefung des Verstandnisses
des Kristallaufbaus haben wiirden.

Eine solche weitere Konkretisierung wurde durch die Entdeckung der
Rontgenstrahlbeugung an Kristallen durch den jungen Minchener Privatdo-
zenten Max Laue®® erméglicht. Sie 15ste eine Entwicklung der Kristallphysik
aus, die den Charakter der Kristallographie in den folgenden Jahrzehnten
grundlegend veranderte. Bis dahin war die Klassifikation der kristallogra-
phischen Raumgruppentypen noch immer eine Theorie, die zwar mathema-
tisch wohlbegrindet war, aber physikalisch auf weitgehend spekulative Hy-
pothesen aufbaute und eine viel zu weite Hiille fiir das empirische Wissen
iber den Kristallaufbau bildete.’® Erst mit der modernen réntgenometri-
schen (spater auch elektronenmikroskopischen und neutronenstrahlinterfero-
metrischen) Kristallbeobachtung wuchs sie in die Rolle einer auf die spezifi-
schen Anspriiche der Kristallographie zugeschnittenen Theorie ausgewahlter
Aspekte der euklidischen Geometrie hinein, vergleichbar vielleicht der von
Trigonometrie und Differentialgeometrie (der Flachen) in der Geodasie. Die
Arbeiten P. Nigglis waren in dieser Hinsicht bahnbrechend [Burckhardt 1988].

Maz (von) Laue (1879-1960) arbeitete seit 1909 an A. Sommerfelds In-
stitut fur Theoretische Physik an der Universitat Miinchen. Er hatte wahrend
seiner Studienzeit Chemie und Mineralogie als Nebenfacher gewéhlt. Als er
sich nun mit Beugung und Interferenz (im sichtbaren Spektrum) an zweidi-
mensionalen Gittern beschaftigte, kam ithm die Idee, dafl die 1895 entdeckten
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Rontgenstrahlen sich moglicherweise an Kristallen analog verhalten wiirden.
Trotz Skepsis und sogar Ablehnung Sommerfelds gegentiber dieser Idee gelang
es ihm, in W. Friedrich und P. Knipping Mitarbeiter zu finden, die die notige
Erfahrung hatten, um seine Idee in ein erfolgreiches Experiment umzusetzen.

So entstand der epochemachende Bericht iber “Interferenz-Erscheinun-
gen bei Rontgenstrahlung” (W. Friedrich/ P. Knipping/M. Laue 1912) [For-
man 1969]. Die anfianglichen Deutungsprobleme der — auch von Laue so
nicht erwarteten — Interferenzmuster ruhrten zum Teil von einem unent-
wickelten Wissen liber die Natur der Rontgenstrahlen her; so konkurrierten
etwa noch die Hypothese einer korpuskularen mit der einer rein elektromagne-
tischen Strahlung. Hinzu trat, dafl selbst unter der Annahme, da§ raumliche
Punktgitter beim Aufbau der Kristallsubstanz eine Rolle spielten, noch sehr
verschiedene Hypothesen iiber deren atomare bzw. molekulare Realisierung
vorlagen. Erst durch die Arbeiten William Henry Braggs (1862-1942) und
seines Sohnes William Lawrence wurde die Natur der Rontgenstrahlbeugung
an Kristallen so weit aufgeklart, dal die Interferenzmethode zur Bestimmung
der Art des Kristallaufbaus aus ineinandergeschachtelten Atomgittern samt
Symmetrie und metrischen Parametern einsetzbar wurde.”®

Damit waren die Grundlagen fiir eine Modernisierung der Kristallogra-
phie gelegt, aus der in wenigen Jahrzehnten die uns bekannte, zwischen Mine-
ralogie, Physik, physikalischer Chemie, Biochemie und Mathematik angesie-
delte Disziplin entstand [Ewald e.a. 1962b)]. Ihre Wurzeln in der traditionellen
Kristallographie des 19. Jahrhunderts sind jedoch auch nach dieser einschnei-
denden disziplindren Wandlung nicht zu verleugnen.

Unter rein mathematischem Gesichtspunkt standen die Ergebnisse Fe-
dorovs und Schoenflies’ in engster Beziehung zu analogen Untersuchungen der
diskontinuierlichen Operation diskreter Gruppen (mit beschranktem Funda-
mentalbereich) in der elliptischen und hyperbolischen Geometrie. In der ellip-
tischen Ebene war die entsprechende Klassifikation im wesentlichen mit der
lange bekannten Aufstellung der endlichen orthogonalen Gruppen in O(3, R)
identisch. Fir die hyperbolische Ebene hatte Poincaré im Rahmen seiner
Forschungen tber automorphe Funktionen gezeigt (1882), da§ es unendli-
che viele “Fuchssche Gruppen” gibt und wie sie geometrisch durch Polygone
und algebraisch durch Erzeugende charakterisierbar sind [Gray 1986, Kap.
6; Scholz 1980, 3571f.]. Der dreidimensionale Fall war von Fricke und Klein in
den “Vorlesungen zur Theorie der automorphen Funktionen” (1897) fir den
hyperbolischen Raum behandelt worden; fiir den elliptischen folgte zumindest
die Endlichkeit der Anzahl diskontinuierlich operierender Isometriegruppen
schon aus entsprechenden Sitzen Jordans fiir endliche Gruppen in GL(n, Z)
(Jordan 1878, 1880).

Dies war der Kontext, in den David Hilbert (1862-1943) die Ergebnisse
von Schoenflies und Fedorov einordnete, als er zur Jahrhundertwende auf dem
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Pariser Mathematikerkongrefl seinen programmatischen Vortrag iiber “Ma-
thematische Probleme” hielt (Hilbert 1900). So formulierte er als 18. Problem
die Doppelfrage nach der Verallgemeinerbarkeit einer endlichen Klassifikation
kristallographischer Gruppen auf den n-dimensionalen euklidischen Raum
und nach der Mdglichkeit monoedrischer, aber nicht isoedrischer Pflasterun-
gen im Dreidimensionalen — d.h. einer Pflasterung mit kongruenten Ziegeln
aber ohne transitive Decktransformationsgruppe.

Das 18. Hilbertsche Problem wurde als eines der ersten gelost. Die
erste Teilfrage wurde durch den Klein-Schiller Ludwig Bieberbach (1886-
1982) anschlieffend an ein Oberseminar in Géttigen, in dem er auf Anregung
Hilberts uber die Schoenfliessche Klassifikation der dreidimensionalen kri-
stallographischen Raumgruppen vorgetragen hatte, beantwortet (Bieberbach
1910a, b, 1912). Nach einer ersten Beweisskizze in (1910a) legte er in einem
ersten Teil seiner Beweisausfuhrung zunachst einige Grundlagen durch die
Untersuchung der Eigenschaften diskreter Gruppen G < Isom([E"™). Zunéachst
zeigte er, daf jedes diskrete G < Isom([E"™) diskontinuierlich mit Fundamen-
talbereich operiert (1910b, 313f.). Dann préazisierte er die von Schoenflies in-
tuitiv gehandhabte Eigenschaft, da8 sich die Punktorbits (“Molekelhaufen”)
einer kristallographischen Gruppe in Dimension 3 ins Unendliche erstrecken,

durch

Lemma 3 (Bieberbach 1912b, 333f.)
Fir diskretes G < Isom(E™) ist der Fundamentalbereich von G genau dann
beschrankt, wenn G nicht zerlegbar ist.

Dabei nannte er G' genau dann “zerlegbar’, wenn E" als G -Modul zer-
legbar ist.

Da, wie Bieberbach in Prazisierung und Verallgemeinerung des Schoen-
fliesschen Argumentationsganges zeigen konnte, eine diskrete Gruppe mit ma-
ximaler Translationsuntergruppe von weniger als maximalem Rang (dim[" :=
dim(SpannrI") < n) zerlegbar ist (Bieberbach 1910b, 330ff.), erhielt er eine
Verallgemeinerung des zentralen Satzes iber Raumgitter in kristallographi-
schen Gruppen, um den Schoenflies fur n = 3 solange hatte ringen mussen.

Theorem 6 (Bieberbach 1910b, 333f.)
Sei G < Isom(E™) diskret und unzerlegbar, I' < G die maximale Translati-
onsuntergruppe. Dann gilt:

dimI' = n.
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Im zweiten Teil seines Beweisganges (1912) niitzte Bieberbach die Exi-
stenz n-dimensionaler Translationsuntergruppen zur Entwicklung eines arith-
metischen Zugangs zu kristallographischen Gruppen im E". Durch Wahl ei-
ner Basis von I' wird fur G, := p(G) mit p : Isom(E") — O(n, R) eine
treue unimodulare Darstellung G, < GL(n,Z) ausgezeichnet. Umgekehrt
1aBt diese offenbar eine positiv definite quadratische Form invariant, ist also
endlich. Dies lieferte den Ausgangspunkt fir den Bieberbachschen Endlich-

keitsbeweis.

Er ging nun namlich durch geeignete Koordinatenwahl zu einer isomor-
phen Représentation G, einer kristallographischen Gruppe G iber:

0-T -G —-Gy—1, G<R"*0(n,R)
E =
0-2"->G,»G,—1, G, <Z"*xGL(n,Z)

Nach dem von Minkowski verscharften, schon von Jordan (1878) bewiese-
nen Satz liber die endliche Anzahl der Konjugationsklassen endlicher Un-
tergruppen von GL(n,Z) gibt es nur endlich viele Moglichkeiten, G, zu
wahlen. Bieberbach fafite nun alle Gruppen G, mit derselben Konjugations-
klasse unimodularer Gruppen G, zu einer Klasse, der arithmetischen Kristall-
klasse (Terminologie erst bei Burckhardt und Niggli) zusammen (1912, 411)
und charakterisierte die Isomorphieklassen moglicher Erweiterungen von G,
durch Z" durch die zugehorigen Faktorensysteme. Ein leichtes Abschatzargu-
ment zeigte, dafl wiederum nur endlich viele Auswahlméglichkeiten bestehen

(ebda., 411f.).™

Frobenius hatte schon im Anschlufl an Bieberbachs Beweisskizze (1910a),
in der nur vom Nachweis der Endlichkeit der Isomorphieklassen kristallogra-
phischer Gruppen die Rede war, darauf hingewiesen, dafl die Klassifizierung
nach affiner Aquivalenz im E™ problemadiquater war, und einen eigenen Be-
weis fir die Endlichkeit affiner Aquivalenzklassen kristallographischer Raum-
gruppen angegeben (Frobenius 1911). Diese Erweiterung integrierte Bieber-
bach nun in seinen zweiten Teil des Beweises und zeigte

Lemma 4 (Bieberbach 1912, 408ff.)
Fur G, G' < Isom(E™) diskret und unzerlegbar gilt:

G affin aquivalent zu G' & G = G'.

Damit war der erste Teil von Hilberts 18. Problem in folgendem Sinne
gelost:



§5. Gruppen in der Kristallographie ... 153

Theorem 7 (Frobenius 1911, Bieberbach 1912, 411f.)
Die Anzahl affin aquivalenter Klassen kristallographischer (diskret, unzerleg-
barer) Gruppen in Isom(E™) ist endlich.

Der zweite Teil der Hilbertschen Frage wurde 1928 von K. Reinhardt
positiv beantwortet. Er gab ein nichteinfach zusammenhangendes Polyeder
vom topologischen Typ des Volltorus an, das als Standardziegel einer mo-
noedrischen Pflasterung des E® dienen konnte, ohne daf die lokale Kon-
gruenzoperation, die einen Ziegel in einen benachbarten tuberfiihrt, zu einer
globalen Deckisometrie der gesamten Pflasterung erweiterbar ist. Dartiber-
hinaus zeigte er, dafl durch Induktion uber die Dimension monoedrische,
nichtisoedrische Pflasterungen fir beliebige n > 3 konstruiert werden kénnen
(Reinhardt 1928). Reinhardts Vermutung, daf} fiir n = 2 monoedrische Pfla-

sterungen dagegen auch isoedrisch sind, wurde schon wenige Jahre spater von
H. Heesch widerlegt (Heesch 1935).

Rein formal betrachtet, war Hilberts Problem damit durch Bieberbach,
Frobenius, Reinhardt und Heesch beantwortet. Tatsachlich war jedoch die
mathematische Arbeit an den damit verbundenen Fragen keineswegs been-
det; ganz im Gegenteil bildeten die von Bieberbach und Frobenius entwickel-
ten Methoden den Ausgangspunkt eines Forschungsprogramms der arithme-
tischen Theorie kristallographischer Gruppen (Burckhardt, Niggli, Zassen-
haus, Hermann, Brown, Neubiiser, Wondratschek u.a.).”> Auf der anderen
Seite begann ein detaillierteres Studium der topologischen und kombinato-

rischen Fragen, die mit reguldren Raumteilungen verbunden sind, erst nach
Reinhardts Arbeit.”

Die Bedeutung des 18. Hilbertschen Problems war also nicht allein un-
mittelbar an die urspriingliche Fragestellung gebunden. Es half dartiberhin-
aus, die Aufmerksamkeit von Mathematikern auf wichtige weitergehende Fra-
gen zu lenken, und trug so zur Entstehung fruchtbarer Forschungsprogramme
bei [Delone 1976, Milnor 1974]. Deren Grenzen sind bis heute keineswegs aus-
geschopft.

Aufgrund der hdheren disziplindren Autonomie der Mathematik fallen
Inhalt und Art der Wechselbeziehung zwischen autonomer (theoretischer)
Mathematik und Anwendungen innerhalb der Kristallographie in unserem
Jahrhundert sichtlich anders aus als im Jahrhundert vorher. Doch sind selbst
noch in dieser Entwicklung die Anst68e aus dem Symmetriestudium der Kri-
stallographie des 19. Jahrhunderts wirksam, das mit R.J. Haliy und C.S. Weif§
seinen Anfang nahm und in den grofien Arbeiten Bravais’, Jordans, Fedorovs
und Schoenflies’ gipfelte.
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Anmerkungen zur Einleitung

1 Die Fragestellung der Disziplingenese und der Entwicklung der Tech-
nikwissenschaften ist in jingeren technikgeschichtlichen Arbeiten aus
der DDR zu einem entsprechenden historiographischen Forschungspro-
gramm verdichtet worden [Buchheim 1978, 1980a, b; Buchheim/Mauers-
berger 1982, 1983; Buchheim/Sonnemann 1985; Hanseroth 1985; Mau-
ersberger 1980; Krug 1982; Richter 1984; Schreier 1977 u.a.]. Die fur
unsere Fallstudie wichtige Entwicklung der Bauwissenschaften ist bisher
m.W. von dieser Stelle aufler in Einzelstudien wie etwa [Hanseroth 1985],
noch nicht dargestellt worden. In der westdeutschen Technikgeschichts-
schreibung gehen in jlingerer Zeit verschiedene Arbeiten in eine ahnliche
Richtung [Braun 1976; Zweckbronner 1979, 1981] und insbesondere fiir
die Baustatik die Arbeiten K.-E. Kurrers [1981, 1985a, b, 1987a, b, ¢],
in denen ausdrucklich auch der Gesichtspunkt der Disziplingenese einge-
nommen wird.

2 Vgl. [Struik 1980, 8ff.] zum Beginn dieser Periode der Mathematikhisto-
riographie, die (etwa von Chasles, Libri und Nesselmann bis M. Cantor,
Enestré6m, Tannery, Zeuthen und Heiberg) etwa zeitgleich zur Heraus-
bildung der “modernen Mathematik“ wahrend des 19. und zu Beginn
des 20. Jahrhunderts entstand.

3 Die historisch treue (“alte”) Terminologie, die von ihren Konnotatio-
nen her anachronistische Methoden- oder Theoriebeziehungen weitge-
hend ausblenden hilft, und dagegen die heutige (“aktuelle”) Termino-
logie, durch deren Verwendung mathematische Zusammenhange in der
Regel knapper, stringenter und fiir den heutigen Leser meist wesentlich
leichter verstandlich formuliert werden konnen, die aber den Nachteil
anachronistischer Konnotationen mit sich zieht.
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Uber die Modellierung regular-dodekaedrischer Kultgegenstande bei den
Etruskern und Kelten und einen moglichen Einflufl auf die Herausbil-
dung des Begriffs der regularen Korper in der griechischen Mathematik
siche [Lindemann 1896]. Zur naturphilosophischen Auseinandersetzung
mit dem Bergkristall siche etwa [Krafft 1971, 111, 263].

Bergkristall/Quarz, reine Kieselsaure Si0,, kristallisiert im trigonalen
System (oberhalb 575°C hexagonal), Kristallklasse D;. Typische For-
men: Rhomboeder, ditrigonales Prisma, trigonale Dipyramide, hexago-
nale Pyramide, trigonales Trapezoeder etc.

Kalkspat/Kalcit, CaCOj, kristallisiert trigonal holoedrisch, d.h. in der
Kristallklasse D34. Typische Formen: Rhomboeder, Skalenoeder. Die
Doppelbrechung erfolgt am Kalkspat mit so stark verschiedenen Bre-
chungsindizes, daf} sie ohne Polarisationsinstrumente nachweisbar ist.

Nach [Marx 1825, 73f.] findet sich die erste generalisierende Verwendung
der Terminologie bei Cappeler (1723). Dort wurden die regelmafiigen
Kristallformen als “cristalles impropries (uneigentliche Kristalle)” be-
zeichnet.

Siehe dazu die mineralogiehistorischen Arbeiten [Burke 1966, Fabian
1986, Groth 1926, Hoykaas 1952, Marx 1825, Safranovskij 1980].

Etwa bei der hexagonalen Pyramide des Quarzes durch Angabe der Kan-
tenwinkel der gleichschenkligen Seitendreiecke mit Basiswinkel “etwa
70°-75°”, Spitzenwinkel “etwa 30°-40°” (Romé de I'Isle 1772, 115 - 176,
Pl. X) — Angabe nach [Burke 1966].

“Weiche” Theoretisierung bedeutet hier: keine strikte Deduktion zulassi-
ger Kristallformen aus einem Satz theoretisch fixierter Prinzipien, son-
dern ideelle Erzeugungsregeln, die so formuliert sind, da8 sie in Hinsicht
auf das zu beschreibende Material ausformbar sind. Nach dem Popper-
schen wissenschaftstheoretischen Dogma wére dies also eine “unwissen-
schaftliche” Theorieform, weil prinzipiell nicht “falsifizierbar”. Dagegen
erscheint sie im Rahmen der Lakatosschen Methodologie der Forschungs-
programme [Lakatos 1980] durchaus als “rational” und damit “wissen-
schaftlich” — was vom wissenschaftshistorischen Standpunkt eher als
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Argument fiir Lakatos’ Methodologie (im Vergleich zu anderen) denn als
Rechtfertigung Romé de 1’Isles zu lesen ist.

Pyrit, FeS,, kristallisiert in der Kristallklasse Tj,. Im Elbapyrit tritt
haufig das nichtregulidre Pentagondodekaeder T} (210) auf.

Da Romé nicht mit weiteren Modifikationen am Dodekaeder arbeitete,
1aBt sich das Auftreten des regularen Dodekaeders und Ikosaeders mit der
Erzeugung von “Scheinsymmetrien” in der gruppentheoretischen Gestal-
tenlehre bei spezieller Lage der Flachenparameter vergleichen. So wird
etwa bei der Operation von T} auf der Flache (1/2(\/5 +1),1,0) das
regulare Dodekaeder erzeugt. Aus den kristallographischen Formen wird
es also nur durch das Rationalitatsprinzip ausgeschlossen, das erst von
Weif} (indirekt schon ansatzweise von Hally) eingefithrt wurde.

Den Hinweis darauf, dal bei Romé de !'Isles Einteilung der Polyeder
in Modifikationsreihen Symmetriegesichtspunkte implizit beteiligt sind,
verdanke ich, wie auch die Beobachtung von Anm. 9, Herrn E. Brieskorn.

Insofern wire es auch anachronistisch (und sogar logisch schief) die de
I’Islesche Modifikationsreihe des Wiirfels als eine frithe Form des isome-

trischen Kristallsystems anzusehen.

Genauer lagen Haiiys Publikationen zur Kristallographie im Zeitraum
zwischen 1781 und 1822; vgl. zum gesamten §1.2 [Wiederkehr 1974).

In (1793) und (1801, 28) listete Hally zusatzlich als sechste Grundform
die hexagonale Dipyramide auf, die er spater fallen lie. Dafiir erganzte er
die Liste der 5 Grundformen von (1822) auf insgesamt 18 “hypothetische
Kerne”, die zwar zum Teil von den eigentlichen Grundformen abgeleitet
waren, aber theoretisch eine gleichwertige Funktion besaflen und spater
als Haliys Grundformen betrachtet wurden.

Im folgenden steht “Prisma” ohne weitere Spezifizierung stets fur “ge-
rades Prisma”.

Frankenheim sortierte zunachst aus Symmetrieerwagungen an Raumgit-
tern Hailys Grundform 1 (Tetraeder) und 14 (schiefes Rechteckprisma)
aus (Frankenheim 1842, 403). Bravais wies dann noch auf die Identitat
von 15 (schiefes Rhombenprisma) und 9 (parallelogrammatische Dipyra-
mide) unter dem Gesichtspunkt des zugehérigen Raumgitters hin (mo-
dern: Raumgittertyp 2I) (Bravais 1850, 97, Anm.) — vgl. §3.3.
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Wegen

tana = (VB -1)

bei Aufschichtung eines Dodeka-

eders auf einen Wirfel mit Fla-

chenwinkel o wirde dies auf ein

irrationales Breiten-Hohenverhal-

tnis der hypothetischen subtrak- \____~
tiven Molekile fihren

[Marx 1825, 146f.].

Also fast gleichzeitig mit Weifl’ erstem grofleren — und wichtigsten —

Beitrag (Weil 1815) — vgl. §1.4.

In (1801) diskutierte Hally etwa, daB beim Ubergang vom generischen
Parallelepiped als Grundform zu einem Parallelepiped “d’une forme plus
réguliére, ... dont la forme a varié de maniére & devenir plus symétrique”
gewisse Kanten und Raum- oder beziehungsweise Flachenwinkel gleich
werden, die vorher verschieden waren. Das Ergebnis ist dann: “Tout ce
qui a lieu sur 'un se répéte sur 'autre, et ils doivent etre par conséquent
marqués de la méme lettre” (1801, 121). Bei allen Grundformen zeichnete
er “gleiche” Kanten, Raum- und Flachenwinkel aus und arbeitete dort
jeweils mit gleichen Dekreszenzen.

Etwa wéren beim schiefen Dreiecksprisma die beiden Dreiecke nach
Hauys Definition “identisch”, ohne daf8 jedoch eine zugehorige Deckiso-
metrie des Prismas existierte. Bei den von Hally verwendeten “Kernen”
fallen hingegen die lokale metrische Definition von “Identitat” und die
aus Kongruenzoperationen gewonnene nicht auseinander.

Keplers Definitionen waren folgende:

— Regularitat eines Polygons: Kanten und “nach auflen gerichtete”

Winkel gleich;
— Halbregularitat eines Polygons: Kanten gleich (Winkel nicht);

— Regularitat eines Polyeders: Seitenflichen reguldr, Ecken auf einer
Kugel und unter sich “gleich” (lokale Kongruenz);

— Halbregularitat eines Polyeders: Seitenflichen halbregular, Ecken
von zwei Arten, die auf zwei konzentrischen Sphéaren liegen

(Kepler 1619, Buch 2, Def. 1, 2, 7, 8).
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In der griechischen Mathematik bedeutete “cvuper pra (symmetria)” die
Kommensurabilitat zweier Grolen. In der Spatantike und der Neuzeit
erhielt “Symmetrie” die Bedeutung der Proportionenregeln, die beim
Entwurf eines “schonen Ganzen” zu beriicksichtigen sind — so auch in
Diderots “Encyclopédie ou Dictionnnaire Raisonnées des Sciences, des
Arts et des Métiers”, 15, Neufchatel 1765, Neudruck Stuttgart 1967,
735f. Vgl dazu auch [Kriimmel 1986]

Gutes Beispielmaterial fiir die Diskussion solcher Unterscheidungen hat-
te Hally genug gehabt, etwa beim Aufbau folgender Gestalten aus dem
Wiirfel: dem Rhombendodekaeder unter Wahrung der vollen Symmetrie
0*(110) und dem Pyritoeder unter hemiedrischer Symmetriereduktion
Tx(210), die fiir seine Sicht darin zum Ausdruck kam, dafl zwar alle
Kanten des Whrfels “identisch” waren, aber nur jedes zweite Paar aus
Kante und inzidierender Seitenflache (Fig. 2).

Dieser philosophische (ontologische) “Atomismus” ist nicht mit dem —
daraus hervorgegangenen -— Atomismus der neuzeitlichen Chemie im
Gefolge Daltons zu verwechseln.

Laplace selber ging davon aus, daff die , Intermolekularkrafte nicht dem
Gesetz der quadratischen Abnahme, wie etwa die Gravitation, folg-
ten, sondern als Nahwirkungskrafte schneller mit steigenden Entfernun-
gen abnehmen. Das konnte mit Haiys Kristallaufbau der “molécules
intégrantes” in Einklang gebracht werden, wenn man nur die auf kiirze-
ste Entfernung wirkenden Beriihrkrafte zulie. Hally und auch keiner der
engeren Schiiler Laplaces machten m.W. jedoch einen Versuch der “offi-
ziellen” Integration der Haliyschen Kristallographie in das Laplacesche
Programm.

Schelling war 1796-1798 als Privatlehrer im Dienste einer adligen Familie
in Leipzig und machte in dieser Zeit die Bekanntschaft von Fichte und
Goethe. Von 1798 bis 1803 war er Extraordinarius in Jena.

Bricfe von C.S. Weil an seinen Bruder Christian vom 24.10.1798,
1.1.1799, 12.2.1799, 2.3.1799 (Wei8 Ms La 1810, 38r-47v), ausgewertet
und ohne Standortangabe zitiert in [Fischer 1963]. Auf diese Briefe wird
auch in [Holser 1976] hingewiesen, jedoch mit falscher Standortangabe

(Marburg!).

Die Analogie Kristall-Zelle der zugrundeliegenden formbildenden Krafte-
systeme spielte im librigen bei der Herausbildung der biologischen Zell-
theorie im 19. Jahrhundert von Schleiden bis Weismann keine unbedeu-
tende Rolle. Wie weit dies direkt oder indirekt durch Schelling beeinfluft
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28

29

30

31

32

war, entzieht sich meiner Kenntnis — eine Auswirkung der dynamisti-
schen Naturphilosophie allgemein liegt jedoch ohne Zweifel vor [Lorch
1974; Jahn e.a. 1985, 3511.].

C.S. Wei8 kritisierte etwa 1805 in Briefen an seinen Bruder nach einem
Gesprach mit Fichte dessen Mangel an empirisch gesattigter Naturan-
schauung (Weif8 24.6.1805, Ms La 1810, 52r-55v) und vertrat gegeniiber
Schelling die Auffassung, da8 “... die Idee nicht wirklich eher da sey, als
bis sie auch in das ganz spezielle hineingehe, (und) (. ..) erst den Dingen
gegeniiber geweckt werde ...” (C.S. Wei8 5. und 8.8.1806, Ms La 1810,
58r-63v, zitiert nach Schuster 1922a, 91).

“Die Form, die Figur soll dynamisch erklart werden. Damit habe ich das
grofle Werk angefangen, in dessen allmahlicher Ausfithrung ich wohl zeit
Lebens begriffen bleiben werde” (Weif§ an Oken, 3.5.1809, Ms La 1810
7r-11v, hier 9r). Siehe dazu auch Weify’ Briefwechsel mit Oerstedt (Weif3
1920) und Schusters Publikation des Oken-Briefes in [Schuster 1922b)].

“Non scilicet istas lineas, in quibus characteres formarum crystallinarum
principales cernuntur, non pure geometricas, i.e. physice mortuas, et ig-
naves, agendi vi nulla praeditas, sed utique actuosas esse contendimus,
h.e. in his lineis directiones videmus, in quibus praequique agant vires,
quae formam nasci jubant.” (Es ist nicht selbstverstdndlich, wenn wir
behaupten, dal jene Geraden, in denen die Hauptmerkmale der Kristall-
formen wahrnehmbar sind, nicht rein geometrischer Natur, d.h. physika-
lisch tot und mit keiner wirkenden Kraft versehen, sondern in gewisser
Weise tatig sind, d.h. wenn wir in diesen Geraden Richtungen sehen,
in denen jene Krifte vorwiegend wirken, die die Form entstehen lassen.
WeiB 1809, zitiert nach Fischer 1962, 251 — eigene Ubersetzung)

Die Achse als Symmetrieelement scheint bei Weifl — wie spater ausdriik-
klich bei Hessel — schon mehr als bloe Rotationssymmetrie anzudeuten;
sie kann als Trager von Drehspiegelungen, Spiegelungen (an einer Ortho-
gonalebene) oder sogar Punktinversion aufgefaft werden. Spatestens in
(1815) wies Weif} bei der Charakterisierung des “ein- und eingliedrigen”
(triklinen) Systems in seiner Sprache auf das Vorliegen einer Punktin-
version hin (s.u.).

Weifl verwendete die Terminologie “Krystallisationssystem” fur die Ge-
samtheit der an einem Mineral vorkommenden Formen (einschlielich
Spaltkernen). Die iibergeordnete Klassifikation bezeichnete er als “Ab-
theilung” bzw. “Unterabtheilung”, sprach aber hin und wieder von “Sy-
stem” in unserem Sinne (“Regulares System” usw.); vgl. [Fischer 1962,
2511.].
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“Alle anderen Kérper (als Wiirfel, Oktaeder, ..., Trisoktaeder, E.S.),
welche in dem spharoedrischen Systeme mdglich sind und von lauter
gleichen und ahnlichen Flachen begrinzt werden, sind — vorausgesetzt,
dass die Flachen einerlei Art, so viele ihrer in dem Systeme méglich,
auch alle gleichen Anteil an der Bildung des Kérpers nehmen — ohne
Ausnahme Acht-und-vierzig-Flachner” (1815, 294).

Interessanterweise spielten die kristallbildenden Kraftesysteme im Theo-
rieaufbau die Rolle “verborgener Parameter”, die auf der einen Seite in
der erscheinenden Kristallgestalt ihren Ausdruck, auf der anderen Seite
ihre theoretische Konzentration im Konzept des Achsensystems fanden.
Die Beziehung zwischen “Achsensystem” und Kristallgestalt war wie-
derum préazisierbar. Insofern hatte das Konstrukt der “verborgenen Pa-
rameter” hier ohne Zweifel eine fruchtbare (heuristische) Funktion bei

der Entfaltung des dynamistischen Forschungsprogramms der Kristallo-
graphie durch C.S. Wei8.

Das galt noch bis vor kurzem. Noch nach Buerger [1963, 164] gibt es
keinen zweifelsfreien Nachweis des tatsachlichen Auftretens der Kristall-
klasse 0 (432 in internationaler Notation). Nach Auskunft der Kristallda-
tenbank des Chemischen Instituts Bonn gelten mittlerweile jedoch nicht
nur alle Kristallklassen sondern sogar samtliche Raumgruppentypen als
empirisch realisiert (Mitteilung von Herrn E. Brieskorn).

Die Orthoklas-Variante des Feldspat (K AlS?30s) kristallisiert monoklin
holoedrisch, d.h. in der Kristallklasse Cs;,.

“Wer sich mit dem geometrischen Studium der Krystalle beschiftigt,
der wird gleichsam a posteriori, d.i. durch den Erfolg tiberfiihrt, dass
die Verhaltnisse in den Dimensionen schwerlich anders als in Quadrat-
wurzelgrossen ausdriickbar anzunehmen seyn dirften, und er wird Haty
Dank wissen, dass er fir diese Art von Annahmen die Bahn gewiesen
hat” (Weifl 1816, 253). Es folgt dann ein Verweis auf die “starksten
Biirgschaften fur die dchte NaturgeméBheit” dieser Annahme durch die
“abgeleiteten Dimensions- und Langenverhaltnisse” im kubischen Sy-
stem, die auch in Quadratwurzeln auszudriicken seien.

Zum Beispiel seien am Rhombendodekaeder (“Granatoeder”) O das
Symmetriezentrum, A und B Ecken “verschiedener Art” (“scharf” resp.
“stumpf”), C' FuBpunkt des Lotes von O auf eine Kante und D Mitte
der Seitenflache. Dann gilt '

3 2 1
OA:OB:OC:ODzl.\/;.\/;-\/;,
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mit der Umkehrproportion /6 : V8 : V9 : V12. WeiB sah hierin —
nach Weglassung der Quadratwurzel — die Realisierung eines Akkordes
aus Oktave (6 : 12), zweier Quinten (2 : 3 = 6 : 9 = 8 : 12) und
zweier Quarten (3:4 =6:8 = 9: 12) (Weil 1819, 229). Diese Arbeit
(Wei8 1819) wird auch sehr ausfiihrlich in der sonst nicht sonderlich
sorgféltigen Dissertation [Kiler 1974, 9ff.] diskutiert.

“Vergleicht man nun die Entwicklung aller dieser Verhaltnisse der raum-
lichen Dimensionen unserer Krystallgestalten mit der der harmonischen
Verhaltnisse der Téne in der Musik, so ist die Analogie auffallend gross;
nur findet man die ndmlichen Verhiltnisse bei unseren raumlichen Di-
mensionen in Quadratwurzelgrossen ausgedrickt, welche bei den einfa-
chen Verhéltnissen der Téne in ganzen Zahlen relativer Schwingungen
angenommen worden (sic!)” (Weil 1819, 233).

Dieser Aspekt wird in der Arbeit [Killer 1974] ziemlich einseitig hervor-
gehoben.

Vgl. [Groth 1926, 73].

“Die Richtung der Flache eines Krystallisationssystems aber wird sich
jederzeit in einem einfachen Zahlenverhéltnis der drei Dimensionen oder
Koordinaten a, b, ¢ ausdriicken lassen” (Weifl 1817, 309). Diese Formu-
lierung legt die weitere Generalisierung natiirlich mehr als nahe.

Drei oder mehr Flachen gehoren einer “Zone” (einem “Zonenverband”)
an, g.d. wenn sie einer Geraden (der “Zonenachse”) parallel sind. Die
Flachen einer Kristallart lassen sich in der Regel einer gut tiberschauba-
ren endlichen Menge von “Zonenverbanden” zuordnen. Weifl entwickelte
diese Beobachtung zunichst wieder am Beispiel des Feldspats (Weif3
1820). Mehr dazu in der sehr prézisen Arbeit [Fischer 1962].

Bei Abkiirzung der Weiischen Parameter in diesem System durch (m;,
ma, m3; n) reprasentierte Weil den Orbit von Dgj, durch

{(£(me1,Me2,Mg3);£n) | o € 85 zyklisch}
U{(£(ms1,mre,mr3);£tn) |7 € 83 Transposition} .

Analog konnte er im Fall der beiden anderen “Abtheilungen” arbeiten
(implizite Charakterisierung von Dyp, Dap).
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“Wir haben bisher eigentlich die einzelne Flache bezeichnet. Sollen die
mehreren unter sich gleichartigen Flachen oder ganze von ihnen be-
grenzte Korper ausgedriickt werden, so bedarf es, wenn die Anzahl
der Flichen, deren jede fiir sich durch das Zeichen ausgedriickt ist,
vollstandig vorhanden ist, keiner besonderen Bezeichnung; es sind die
Flachen [a : b: c] u.s.f. oder der Kérper mit den Flachen [a : b : c]. Sind
sie aber unvollzahlig vorhanden, und soll dies im Zeichen ausgedriickt
werden, so kann auch dies sehr leicht geschehen ...” (Weifl 1817, 313f.).
Die letzte Andeutung wird im folgenden durch Verweis auf die dann im-
mer vorhandene — aber nicht spezifizierte — “Regel fiir das Ausfallen
einer Hélfte der Flachen” ergénzt.

Alle drei Situationen — auch die von C3j im “zwei- und eingliedrigen”
System — waren ja vom Standpunkt der Weiflschen Achsensymmetrien

Falle der “Halbflachigkeit”.

Beim “zwei- und eingliedrigen” System durch die Angabe: Mit [1,1, o0]
tritt stets auch [—1, —1, 00}, nicht jedoch [~1,1,00] oder [1,~1, c0] auf
(Weif8 1817, 315). Das war eine nicht ganz vollstandige Charakterisierung
der Einschrankung der Achsensymmetrie des “zwei- und zweigliedrigen”
(orthogonalen) Systems mit der impliziten Darstellung von Dj,j durch
{(£my, £mq, +m3)} auf Cyp, reprasentiert durch {(£[m;,my], £m3)}.
Das Pyritoeder charakterisierte er durch die Angabe der Symbole [a :
2b : ooc], [2a : ¢ : ob], [b : 2¢ : ooa] — wohlwollend interpretier-
bar als Gesamtheit der Flachen mit Weiflschen Parametern [+1, 42, o],
[£2, 00, £1], [00,+1,4£2] — und “das Gesetz des Weglassens ..., dass,
wenn [a : 2b : coc] vorhanden ist, nicht umgekehrt auch das [2a : b : coc]
mitgebildet wird u.s.f., obgleich a = b” (Weif§ 1817, 317). Die Flachen
mit Weilschen Parametern, die durch nichtzyklische Permutationen von
[1,2, 0] und beliebige Spiegelungen entstehen, sind also auszunehmen.

“Halbalgebraisch”, weil noch der operative Gesichtspunkt in der Inter-
pretation in der Symbolik fehlt — vgl. den Ubergang von Frankenheim
zu J.G. GraBmann und Mdbius.

Frankenheims Arbeit (1826) erschien in Okens naturphilosophisch ausge-
richtetem Organ “Isis” und wurde wenig beachtet; sie blieb selbst gegen
Jahrhundertende unbekannt, als Hessels ebenso recht wenig gelesene Ar-
beit (Hessel 1830) von Sohncke wieder “ausgegraben” wurde [Sohncke
1891]. Damit war sie etwa eineinhalb Jahrhunderte praktisch vergessen,
bis J.J. Burckhardt [1984] sie wiederentdeckte und darauf hinwies, dafl
Frankenheim schon 1826 die 32 Kristallklassen angegeben hat. Seit dem
ausgehenden 19. Jahrhundert war Hessel die Prioritat zugesprochen wor-
den. Auch ich verdanke natiirlich Herrn Burckhardt den Hinweis auf die
Bedeutung der 1826er Arbeit Frankenheims.
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50 Diese Notation ist nicht konsequent durchgehalten; an entscheidenden
Stellen der Liste der teilflichigen Systeme steht stattdessen [+aa+Ba+a]
usw. Der Kontext macht aber vollig klar, was gemeint ist. Sehr wahr-
scheinlich handelt es sich um unkcrrigierte Satzfehler. Wie aus Bemer-
kungen des Korrektors aus dem ersten Teil des Artikels am Ende deutlich
hervorgeht, war dieser bei dem vorliegenden Manuskript tiberfordert:
“Das Manuscript unterscheidet nicht gehorig zwischen a und 0.” und
“Wir bitten kiinftig um ein besseres Manuscript. Corr.” (Frankenheim
1826, 515, 565)

51 Von Frankenheim natiirlich durch Auflistung aller Elemente angegeben
(1826, 544).

52 Frankenheims Angabe war in seiner Notation dquivalent zu folgender:
Viergliedrige Abteilung (tetragonales System)

Dy = {(£ms1, m4q, £m3) o €8}
Dyq = {(£me1,£mqs,5gn 0 m3) o €8}
Cun = {(£(me1,58n0m42), m3) o €K}

Dy = {(£(mo1,€mq2), €5gn0 M3) o €8, e==1}
Sy = Cy = {(£(mo1,5gn 0m42),sgnoms) o € 8,}

Zweigliedrige Abteilung (orthorhombisches, monoklines, triklines Sy-
stem):

Dy = {(£my, £ma, £m3)}
Can = {£(m1,m2), £m3)}
Dy = {(emy,€'my,e€'m3) | €€ = £1}
Cyv = {(£m1, £ma, m3)}
C; = {£(m1,ma,m3)}
C2 = {(£(m1,m2), ms3)}
Cs = {(m1,mq,£m3)}
C1 = {(m1,mq,m3)} Frankenheim: “Achttheil”

Sechsgliedrige Abteilung (hexagonales/trigonales System):

Dep = {(i(malamaz,mda);in) | S 83}
D3a = {(i(manmdzamﬂs);n) | o € 83}
Csh = {(£(ma,, Moy, May ); N) | o € 83 zyklisch}

D¢ = {(£(ms,,Mm0,, Moy );sgnon) | o € Sz}
D3p = {((mo,, Moy Masy ); £N) | o € 83}
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Cey = {(i(mﬂl’mﬂz’mvs);n)
Csi = {(i(mvl’mﬂzvmﬂs);n)
Csr = {((mo,, Moy, May); £0)
D3 = {((mg,,ms,,Mqs,);sgnon)
C3v = {((May, May, Moy ); n)

Ce = {(i(mﬁ’mdz,mtfa);n)

C3 = {((mtr1 ) mazamva); n)

53 Vgl. Anm. 49.

| o € &3}
| o € 83 zyklisch}
| o € 83 zyklisch}
| g e 83}
| o € 85}
| o € 83 zyklisch}
| o € 83 zyklisch}
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Justus G. GraBmann studierte 1799-1801 vornehmlich Theologie in
Halle, horte jedoch auch Mathematik bei Kliigel und Physik bei Gil-
bert. Er wechselte im Jahr 1806 vom Prediger- zum Lehrerberuf. Fiir
weitere biographische Information vgl. [Engel 1911, 2-6]. Da praktisch
keine unpublizierten Quellen zu J.G. Gramann tberliefert sind — der
einzige mir bekannte Brief von ihm (GraBmann Ms H 1811 (3)) ist fur
unseren Zusammenhang belanglos — sind wir auf diese Darstellung und
Grafimanns publizierte Arbeiten angewiesen.

Vgl. G. Schubrings hochst aufschlufireiche Studie [1983].

Grafmann stand nach eigenen Angaben mit der damals gerade heraus-
gekommenen Geschiche von Marx [1825] eine hervorragende Ubersicht
uber die Kristallographie bis hin zu Weif§ zur Verfligung; dariiberhin-
aus waren ihm die Arbeiten von Haily und Mohs zugénglich. Naumann
zitierte er bis in die Notationsweise. Aber was Weifl angeht, hatte er
mitzuteilen: “Dagegen mufl ich es schmerzlich bedauern, dass ich mir
die Abhandlungen der Koénigl. Preuss. Akademie, in welchen die Ar-
beiten des Prof. Weiss enthalten sind, nicht habe verschaffen kénnen”

(Grafimann 1829, XI).

Implizit hatten vor ihm schon Frankenheim (1826), Whewell (1825) und
F. Neumann (1823) diese Art der Charakterisierung (bis auf Normie-
rung) verwendet.

Permutationen &3 reprasentieren geometrisch die erweiterte zyklische
Gruppe C3,. Durch Vorzeichenwechsel wird noch die Inversion am Zen-
trum des Achsensystems adjungiert. Da Spiegelung und Inversion zu ei-
ner 2-zahligen Drehung um eine orthogonale Achse zur Spiegelungsebene
kombinieren, ist das Resultat Djy.

Miller wies spater noch einmal in einer Notiz auf die weitgehend verges-
senen Arbeiten Grafmanns hin (Miller 1868), die schon etwa 30 Jahre
frither auf die Darstellung seines eigenen “Treatise on Crystallography”
einen gewissen Einflufl genommen hatten (Miller 1839, iii).
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Das ist um so bemerkenswerter, als in Hermann Graimanns Staatsar-
beit (1840) zum ersten Mal ein dreidimensionaler Vektorraumkalkiil iiber
R auftrat. In den 1830er Jahren hatte M6bius in seinem “Barycentri-
schen Calcul” (1827) indirekt auch vektorielle Operationen entwickelt.
Bellavitis, der als erster Vertreter (1835) einer vektoriellen Streckenrech-
nung angesehen wird, hatte sich im wesentlichen auf den ebenen Fall
beschrankt; seine Versuche einer Erweiterung auf den raumlichen Fall

waren erfolglos geblieben [Crowe 1967, 52ff.; Favaro 1881].

Daher stammt auch die Terminologie: “Ger” — WurfspieB (aus dem
Althochdeutschen).
Das war — wie unter sich induktionistisch gebenden Naturwissenschaft-

lern ja recht verbreitet — Hessels Formulierung fiir eine durch Abstrak-
tion aus einigen empirischen Phanomenen gewonnene Gesetzesaussage.
Es handelte sich also streng genommen um eine bisher mit der Erfahrung
in Einklang stehende Hypothese, keineswegs einen Erfahrungssatz.

Eigentlich Kongruenz im naiven Sinne durch “Ineinandersetzen” be-
schrieben und uneigentliche Kongruenz durch eigentliche Kongruenz im

“Gegenbild von B”, d.h. einer durch Punktspiegelung aus B gewonnenen
Figur B’ (Hessel 1830, 1, 20, 32).

A=B, B==C = A=C,
A|=|B, B|=|C = A=C,
A2B, B|=|C = A|=|C,
A|l=|B, B=C = A|=|C

(Hessel 1830, 1, 21ff.).

Die Ebene des Spiegelungsanteils m; der Drehspiegelung (der “gerenstel-
ligen Axe”) steht orthogonal zur Achse g; diese wiederum liegt in einer
zweiten Spiegelungsebene m, (“2-fach”). h := m; N'my ist daher eine zu
g orthogonale 2-zahlige Achse, g also “ebenbildlich”: Es handelt sich um
die Konstellation der erweiterten Diedergruppe D,q.

Es werden gelegentlich auch die Bezeichnungen verwendet: Csp = Cp; fiir
ungerade p, d.h. Cp erweitert um die Inversion, Csm = Sam “srlhenoidi-
sche” Gruppe in Anlehnung an die sphenoidische Kristallklasse Cy =: S;.

Im Fall diedrischer Gruppen bei p = 2 schlug Hessel vor, eine der 2-
gliedrigen Achsen beliebig als “Hauptaxe” auszuzeichnen.
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Hessel wies darauf hin, daf§ der “Mittelpunkt des Gleichwerths” nur bei
Vorliegen einer “gleichendigen Axe” eindeutig bestimmt ist, sonst ist er
auf einer Geraden (der Achse im Falle C}p, mit p > 1), einer Ebene (C;,)
oder im Raum (C}) frei wéhlbar (Hessel 1830, 1, 46f.).

Beispielsweise gab Hessel das Strahlensystem zu Dy, (“gleichstellig 2-
endiger, 2-fach k-gliedriger Hauptaxe”) durch folgende Informationen an:
2 k-gliedrige Hauptstrahlen in der Hauptachse selber, k 2-fach 2-gliedrige
“Querstrahlen 1. Art”, k 2-fach 2-gliedrige “Querstrahlen 2. Art” (die
beiden Konjugationsklassen der Diederrotation der Ordnung 2), oo 2-
fach 1-gliedrige “Querstrahlen” (in der horizontalen Spiegelungsebene),
oo 2-fach 1-gliedrige “Strebestrahlen” in den “Hauptfligelflachen” 1. und
2. Art, davon je 2k von “derselben Art” (das sind die Strahlen in den
vertikalen Spiegelungsebenen tiber den “Querstrahlen 1. bzw. 2. Art”),
oo 1-fach 1-gliedrige “Strebestrahlen” (alle tibrigen Strahlen, also die mit
trivialem Stabilisator). Fiir k gerade sind die letzteren “gerenstellig” (ge-
hen durch Inversion in den gegenuberliegen Strahl tiber), wahrend die
2-gliedrigen Achsen “gleichstellig” sind (orthogonal zu einer Spiegelungs-
ebene stehen) (Hessel 1830, 1, 501f.).

Etwa in den Arbeiten von Minnigerode (1887) und Schoenflies (1888,
1890).

Hessel fiithrte zunachst in seiner Tabelle 36 Systeme an: 5 hauptach-
senlose, jeweils 7 mit 3-, 2-, 1-gliedriger Hauptachse, aber nur jeweils 5
mit 6- und 4-gliedriger Hauptachse, weil Cz, und D,, fiir p = 4,6 die
Bedingung m < 3 nicht erfiillen. Er selbst wies aber auf 4 Doppelzahlun-
gen hin, die darin enthalten waren: D14 = Coy, Dy = C3, Dy, = Cay,
C1» = C14 (1830, 2, 971.).

Hessel war von der Aufnahme seiner Arbeit: sichtlich enttauscht. So
glaubte er sich etwa in einem undatierten, wahrscheinlich aber noch in
den 1830er Jahren (in jedem Fall nach 1830) geschriebenen Brief an
Schubert in Erlangen verteidigen zu missen:

“Das wichtigste meiner literarischen Producte ist (...) meine Krystal-
lometrie, welche ich — beilaufig gesagt — nicht geschrieben habe, um
von Leuten, die sie nicht gehérig verstanden haben, scharfsinnig geschol-
ten zu werden, sondern weil ich die von mir erkannten mathematischen
Wabhrheiten als solche von jedem, der Lust und Belieben dazu hat, sie
zu studieren, anerkannt wissen wollte” (Hessel Ms 2640).

Die anderen mir bekannten Briefe (Hessel Ms K 35) enthalten keine
Informationen tiber die Zusammenarbeit mit anderen Mineralogen oder
der Aufnahme seiner Arbeit (1830).
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Die Neigung Frankenheims zur naturphilosophisch ausgerichteten Natur-
forschung wird durch solche Umstande wie die Publikation seiner ersten
bedeutenden kristallographischen Arbeit (1826) in dem Journal “Isis”
und einer engen personlichen Bekanntschaft mit dem naturphilosophisch
orientierten Botaniker Nees van Esenbeck weiter bestatigt. Leider ent-
halten die iiberlieferten Briefe Frankenheims an N. v. Esenbeck (4 Briefe
aus den 1830er bis 1850er Jahren, Frankenheim Ms G1 1827(5)) lediglich
personliche Informationen.

Bei Isolierung des trigonalen vom hexagonalen System mit Holoedrien
D34 bzw. Dgj. Frankenheim fafite dagegen im Anschlufl an Mohs das
trigonal /hexagonale System zu einem zusammen.

In (1835, 296, 312 u.a.) sprach Frankenheim hier von “Krystallfamilien”,
anderte diese Terminologie spater (1842) in “Ordnungen” ab. Auch in
anderer Hinsicht verdnderte sich seine Terminologie im Laufe der Jahre:

Frankenheim 1826/1835 |Frankenheim 1842 modern

“System” , “Classe/System” System

“Familie/Grundform” “Ordnung/Grundform” | Gittertyp

“Unterabtheilung “Familie” Kristallklasse

“Es scheint mir nicht passend, die Hypothese selber hier vollstandig zu
entwickeln. Ich betrete das schliipfrige Gebiet solcher Hypothesen nur
ungern und bin tberdies von der Wahrheit des ersten Satzes (der ato-
mistischen Hypothese, E.S.) keineswegs iiberzeugt. Ein grofler Theil der
Naturforscher halt ihn jedoch fiir evident, und diese werden, wenn sie

consequent verfahren, die Resultate erlangen, die ich kurz angedeutet
habe.” (Frankenheim 1835, 312)

Vom wissenschaftstheoretischen Gesichtspunkt aus liegt hier eine for-
schungsorientierende Vermutung vor, die funktionell mit einem Heuri-
stikelement des “Girtels” eines Forschungsprogramms im Lakatosschen
Sinne vergleichbar ist. Interessanterweise lag Frankenheims Vermutung
aber nicht im “Giirtel” des von ihm favorisierten dynamistischen Pro-
gramms; das hatte den Versuch einer strikteren Assimilation des aus
dem atomistischen Programm entnommenen Gedankens erfordert — ei-
nen Versuch, den Frankenheim zwar fiir wiinschenswert hielt, ohne ihn
aber realisieren zu konnen (1835, 312f.). Seine Vorgehensweise stellte
stattdessen einen Ansatz fur eine heuristische Verbindung der beiden
Forschungsprogramme dar, die nun nicht mehr allein in einem Konkur-
renzverhaltnis zueinander standen.



276 Anmerkungen zu §2

25 Zu Werners und insbesondere Haiiys Auffassung zu dieser bijektiven Kor-
respondenz zwischen Kristallform und chemischer Substanz vgl. [Schiitt
1984, 50fF.).

26 “Wir behalten die sechs, wie wir glauben, zuerst von Bernhardi und
Weiss aufgestellten Systeme bei und nennen sie:

I. Tesseral A=B=C, a==v=90°
II. Tetragonal B=C, a=f=+v=90°
ITI. Hexagonal B=C, a =120°, B =~ =90°.
IV. Isoklinisch a=f=+=90°
V. Monoklinisch B =+ =90°.
VI. Triklinisch” (Frankenheim 1842, 480).

Und: “FEine Classe bilden alle Krystalle, deren Krystallform einem Sy-
steme angehért (ebda., 484).”

27 [v.Engelhardt 1978, Caneva 1978, Williams 1974].

28 [Crowe 1967, 225ff.; Scholz 1983, 1984b].
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1 Die Ablehnung der dynamistischen Auffassungen begann mit der Ausein-
andersetzung um Weify’ Kommentar zu Hallys “Traité de Minéralogie”
(Chevenix 1804) und fand noch nach der Jahrhundertmitte in einem bio-
graphischen Artikel iiber Haiy ihren Niederschlag (Delafosse/Duraziers
1854) — vgl. auch [Burke 1966, 153f., 165f.].

2 Im englischsprachigen Raum wurden dagegen neue Ideen der “deutschen
Schule”, die sich in die eigene, empirisch orientierte Forschung integrie-
ren lieflen, zligig aufgenommen und weiterverarbeitet. Dabei spielten
zunachst von deutscher Seite Mohs und Haidinger, etwas spater von eng-
lischer Seite Miller eine wichtige verbindende Rolle [Groth 1926, 249ff.;
Burke 1974; Deas 1959]. Die iiber etwa drei Jahrzehnte weiterhin sehr
starke Dominanz Hatiys in Frankreich erscheint in diesem Lichte als eine
gewisse Sonderentwicklung.

3 Vgl. dazu auch [Schiitt 1985].

4 Delafosse zitierte insbesondere Weifl, Naumann, Neumann, Rose, Mohs
(1832), Frankenheim (1835) (Delafosse 1843, 644, 657f., 669f., 673).

5 Vgl. dazu auch [Burke 1966, 165f.].

6 Im Falle des Borazit ergibt etwa die Auswertung der Kristallgestalten
die “Molekiilsymmetrie” (Kristallklasse) T4. Die Molekiile, “... qui dans
le boracite peuvent etre regardées comme des tétraedres réguliers ...”,
sind nach Delafosse alle in gleicher Ausrichtung von Basis und Spitze
angeordnet. Damit erklarte er die Polaritdt, die beim Phanomen der
Pyroelektrizitat auftritt (Delafosse 1840, 400).

Das Phanomen der Pyroelektrizitat war schon Mitte des 18. Jahr-
hunderts von Aepinus (1724-1802) am Turmalin (NaM g3 B3 AlsS16047
(OH)4, Kristallklasse C3, = 3m) entdeckt worden. Die Bezeichnung
“Pyroelektrizitat” geht auf Brewster zuriick (1824), der weitere Vertre-
ter dieser Eigenschaft entdeckte.

7 So gab Bravais etwa explizite Hinweise auf Weifl in (1849b, 53; 1851,
237), auf Miller in (1851, 13ff.) und Frankenheim in (1850, 94).
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Wihrend Bravais auf eine Reihe von Arbeiten anderer Kristallographen,
auf die er aufbaute, explizit hinwies (vgl. Anm. 7), gab er keinen Hin-
weis auf Hessel. AuBerdem war seine Liste der endlichen Punktsymme-
triesysteme nicht ganz vollstandig, weil er keine Drehspiegelungen als
eigenstandige Symmetrieelemente betrachtete. Nach einer mehr als nur
oberflachlichen Lektiire Hessels ware das kaum denkbar gewesen.

Ist p eine Drehspiegelung geradzahliger Ordnung 2¢ und m die zu-
gehorige Spiegelung, p’ eine Rotation um 7 beziiglich derselben Achse,
¢ die Punktinversion beziglich dem Schnittpunkt der Achse mit der zu-
gehorigen Spiegelungsebene, so ist

fir 2¢ = 2(mod4), ¢ = 1(mod 2), also p? = p'm =1,
fir 2¢ = 0(mod4) ¢ = 2(mod 2), also p?=p.

Im ersten Falle ist p offenbar durch Bravais’ Symmetrieelemente darstell-
bar. Ist ndmlich p" eine reine Rotation der Ordnung 2¢ + 1 um dieselbe
Achse wie p (Ordnung 4q + 2), so ist

p=pi® = p(mp')i = (pm)?1+% = p"(at);,

Auf den “Verlust” von Cy, bei Bravais wies im {ibrigen schon Schoenflies

(1891, 79, 104£.) hin.

Bravais legte das “Mémoire” (Bravais 1850) am 11.12.1848 der Académie
des Sciences vor. Ein sehr positiver Bericht einer aus Biot, Beudant,
Dufrénoy, Regnault, Lamé und Cauchy bestehenden Kommission wurde
am 6.8.1849 vorgetragen (Cauchy 1849).

Ausgehend von einem Punkt Py des Gitters wird ein Punkt P; minimalen
Abstands gewahlt, zur Gerade gp,p, = Py - P, wiederum ein Punkt P,
minimalen Abstandes und analog P3; mit Minimalabstand zur Ebene
Ep,p,p, = gpp, - P3. PyPiP;P; definiert ein “tétraedre principal”
(Bravais 1850, 22, 54).

Dabei ist © die quadratische Form der euklidischen Metrik bezogen
auf Koordinaten im System “konjugierter Achsen” der zugrundegelegten
Elementarzelle P, P, P, P;; also in vektorieller Symbolik mit PyP; =: a;

(ai’a’j)z:gija 1Sza.] <3

3
®(z1,72,73) 1 = Z 9ijTiT;

1,7=1
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“Netzebene (plan réticulaire)” ist eine Ebene, die mindestens drei nicht
kolineare Gitterpunkte enthalt und damit ein ganzes Netz (Bravais

1850, 7).

Bravais konnte dabei auf ein Studium der von Punktinversionen erzeug-
ten Symmetriesysteme von Gittern durch Bréton (1845) aufbauen, auf
dessen Arbeit er ausdriicklich verwies (Bravais 1850, 94).

Die moderne Definition der Bravaissysteme arbeitet bekanntlich mit
Raumgruppentypen und entsteht durch Vergroberung der Einteilung in
arithmetische Kristallklassen [Neubiiser e.a. 1981]. Die Einteilung beruht
aber bei geometrischer Interpretation auf der generischen Symmetrie des
zugehorigen Gitters. Insofern steht die moderne Einteilung (der ebenen
oder raumlichen Gruppen) in Bravaissysteme in unmittelbarer Parallele
zu Bravais’ Einteilung der Punktgitter in Symmetrietypen. Letztere wird
daher 1.f. als “Gittersysteme” bezeichnet (vgl.auch Anhang).

Entsprechend fiir die 14 semidirekten Erweiterungen der Raumgitter mit
ihren jeweiligen Minimalsymmetrien.

Dieses Generizitatsprinzip bestimmt nicht in allen Fallen das Gitter-
system eines hypothetischen Molekiils in eindeutiger Weise. Die offen
bleibenden Falle stehen im Zusammenhang mit der Nichteindeutigkeit
der Einteilung von Raumgruppen in das trigonale bzw. hexagonale Sy-
stem, je nachdem der Weiflsche Standpunkt (Klassifikation nach dem
orthogonalen Anteil der Raumgruppe) oder der Bravaissche Standpunkt
(Symmetrietyp des Gitters) eingenommen wird (s.u.).

Die hochgestellte “4” im Symbol [A%, 0C, OP]* reprasentiert diese in
Bravais’ Notationen fixierbare Paradoxie: eine Achse mit reinem Rota-
tionsanteil der Ordnung 2, dennoch im tetragonalen (“quarternéren”)
System.

“J’ai exclu les polyédres qui offriraient ce singulier genre de symétrie de
P’étude générale que j’ai faite des polyédres symétriques, avec d’autant
moins de scrupules qu’il ne parait pas que ce cas singulier se rencontre
dans la nature.” (Bravais 1851, 229)

In Anlehnung an Miller (1839) verwendete Bravais fiir eine Flache mit
Normale (g, h, k) im Punktgitter die Notation (g h k), fiir die zugehorige
holoedrische einfache Gestalt {g h k} und fiir meriedrische Gestalten
p{g h k} (Bravais 1851, 218).
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Einschliefllich der Gestalten der sonst nicht beriicksichtigten Kristall-
klasse Cy; vgl. Anm. 19.

Unter der Voraussetzung, da8 Bravais eine einigermafilen vollstandige
Ubersicht fiir seine Zeit geben konnte, scheint die sichere Identifizierung
von 18 empirisch auftretenden Kristallklassen, 7 holoedrische und 11 me-
riedrische (O*, Ty, Ty; Den, Cen; D3a, Ds, Csv; Dan, Can, D2a, Dy; D,
Cy; Dg; Cap, Cy; Cy = C;) keine wesentliche Erweiterung in dieser Hin-
sicht seit Hessel zu signalisieren, der schon 17 Kristallklassen als sicher
identifiziert ansah: zwei weniger (D4 und C7), dafiir aber eine andere
mehr (C’s = Cji, identifiziert als “Apotomes Eisen” — Ilmenit FeT:03).
Es waren also nicht neue empirische Erkenntnisse, die Bravais Theorie
erforderlich machten.

Insgesamt sind 73 der 230 Raumgruppentypen in natiirlicher Weise als
semidirektes Produkt ihres Translationsgitters mit ihrem orthogonalen
Anteil darstellbar (vgl. Anhang). Zwei davon konnte Bravais nicht er-
halten, weil er die zugehorige Kristallklasse als “Anomalie” behandelte:
Z(4P) * C4 und Z(4I) x C, (int. Not. P4, I4). Natdirlich 148t sich die
Bravaissche Tabelle auch so lesen, dafl darin die Klassen moglicher Erwei-
terungen von 31 Kristallklassen mit den 14 Gittertypen angedeutet sind;
das entspriche einem impliziten Hinweis auf 71 (der 73) arithmetischen
Kristallklassen. Jedoch wére diese Interpretation weiter vom Bravais-
schen Text entfernt, da Bravais lediglich Deckisometriesysteme einfacher
Punktgitter, evtl. reduziert durch die “Molekiilsymmetrien” diskutierte.
Die Moglichkeit verschrénkter Erweiterungen tauchte bei ihm dagegen
(verstandlicherweise) nicht auf.

Das entspricht zunachst der Beobachtung, daf allein fiir die Kristall-
klassen K = Cs, D3, C3;, C3,, D3g Raumgruppen durch semidirekte
Produktbildungen mit Gittern aus verschiedenen Gittersystemen gebil-
det werden konnen, namlich jeweils G = Z(3P)* K und G' = Z(3R)* K.
Wahrend G’ unter beiden Gesichtspunkten dem trigonalen System zu-
gehort, ist G dem hexagonalen Bravaissystem, aber natiirlich dem tri-
gonalen Kristallsystem zuzuordnen. Vom Standpunkt des entwickelten
Raumgruppenkonzepts sind insgesamt diejenigen 18 Raumgruppenty-
pen betroffen (d.h. werden je nach Klassifikation gemafl Kristallsystem
bzw. Bravaissystem verschiedenen Systemen zugeordnet), die durch Er-
weiterung eines Gitters I' mit Elementarzelle vom Typ 3P (Holoedrie
Deg4) durch eine orthogonale Gruppe aus dem trigonalen Kristallsystem
(Holoedrie D34) entsteht (vgl. etwa [Brown e.a. 1978, 19f.]).
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1 H. WuBling beschreibt diesen Sachverhalt durch eine zu grofie Antizipa-
tion in der “Intension” des Begriffes gegeniiber dem historisch erreichen
Stand von dessen “Extension” [WuBing 1967).

2 Erst 1873 wurde Jordan Dozent und Examinator der Ecole Polytech-
nique, 1876 Professor der Analysis. 1885 trat er von seiner Funktion als
Ingenieur zurlick [Lesbesgue 1923, Dieudonné 1973]. Fiir seine friitheren
Arbeiten zur Galoistheorie siehe [WuBing 1969, 100ff.], zur Flichentopo-
logie [Scholz 1980, 154ff.].

3 Die explizite Forderung der Existenz von Inversen und damit die formelle
Trennung der (unendlichen) Gruppen von den Halbgruppen erfolgte erst
ein bis zwei Jahrzehnte spéater. In den frithen Arbeiten der 1870er Jahre
verwendeten Lie und Klein als explizite Forderung an Transformations-
gruppen lediglich die Abgeschlossenheit unter Komposition; stillschwei-
gend gingen sie aber immer von der Existenz von Inversen und Neutralem
aus. Das gilt insbesondere fiir Lies erste Arbeiten zu seinem Klassifika-
tionsprogramm kontinuierlicher Transformationsgruppen (1874; 1876a,b;
1878 a,b usw.). Erst in der zweiten Halfte der 1870er Jahre entdeckte
er, daf in der Deduktion der Existenz von Inversen im Fall unendlicher
Gruppen ein gréfleres Problem lag als vorhergesehen (Lie 1880, 5). Aber
selbst dann glaubte er zunachst noch fiir einige Zeit daran, da zumin-
dest bei einer geeigneten Explizierung des Attributs “kontinuierlich” die
Existenz von Inversen beweisbar sein konnte. Sein Schiiler F. Engel er-
schutterte diese Annahme durch ein einfaches Gegenbeispiel, das Lies
Bedingungen an kontinuierliche Transformationsgruppen geniigte (Lie
1884, 500). In der Konsequenz deuteten Lies spatere Bemerkungen zur
axiomatischen Charakterisierung des Gruppenbegriffs eine Unterschei-
dung zwischen dem Konzept einer allgemeinen “Gruppe von Operatio-
nen”, von denen er bewuflt lediglich Halbgruppeneigenschaften forderte
(Lie 1895, 597), und den spezielleren Transformationsgruppen an, die
in seinen Arbeiten behandelt wurden und (in unserem Sinne) die vollen
Gruppeneigenschaften besaflen (Lie 1891). Auf diesen bisher wenig stu-
dierten Sachverhalt, daff Lie und auch andere Mathematiker des ausge-
henden 19. Jahrhunderts zum Teil auch noch nach der Klarung der Un-
terscheidung der Eigenschaften von Halbgruppen und Gruppen bewuft
von “Gruppe” sprachen, wenn sie lediglich Halbgruppeneigenschaften
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forderten, weist dankenswerterweise K.H. Hoffmann hin [1983, 1985].

Zur Ausformulierung der vollen Gruppeneigenschaften bei Lie siehe auch
[Wufling 1969, 166-171].

4 Seien B, und B!, Rotationsanteile der Schraubenbewegungen A, ; und
A!,,, um Achsen B | A und B’ | A’ durch einen vorgegebenen festen
Punkt. Dann rechnete Jordan wie folgt (bis auf kleine Abweichungen in
der Notationsweise):

Ary=1t-Arg=(t+t1) B, =({,B;) im semidirekten Produkt

mit Notation der Translationen durch t, t;, ¢ usw., t; orthogonal zu A
und t =t + t;,

A:,.l,tl = t, . A'T’,O = (tl + ta) . :./ = (%",B:.I)
{,,/,tl . Ar’t = ({' '+‘ B;.I'E, B:.IB‘,-) = (:E”, B;.lu)
= (t” + 'tlll, ;.Iu) - l.,fu,tu

mit B, = BB, in O(3,R) und t"| B"

1.II

(Jordan 1869, 234).

5 “Cette proposition présente une analogie remarquable avec un théoréme
fort utile dans la théorie des substitutions, qui a été donnée par Cauchy
et par M. Betti, et que j’ai retrouvé depuis au début de mes recherches
sur le méme sujet.” (Jordan 1869, 235)

6 Jordan klassifizierte in 6 Kategorien, je nachdem der rotative Anteil G,
einer Bewegungsgruppe

(i) von einer endlichen oder unendlich kleinen Rotation er-
zeugt wird: G, = C,, St,

(i1) dito, zusatzlich noch eine orthogonale bindre Rotation

Go = Dn, Sl © C2,

(iii)—~(v) eine Deckbewegungsgruppe der platonischen Korper bil-
det: G, 2 T,0,1,

(iv) G, 2 SO(3, R).

7 Reine Translationsgruppen also isomorph zu Z, Z*, Z°, R, R® Z, R®
7’ R’ R°a Z, R

8 Cn, S, D, ST®Cy, T, 0, I, SO(3, R) — vgl. Anm. 6.
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9 Bei einer Darstellung von G, durch Terme P;(py, ..., px), 1 < 1 <

10

|G,|, stellen dann die Translationen, die sich aus den Relationen der
Gruppentafel ergeben, also etwa fiir h = P;, ' = P;, hh' = P € G,

fop = Pi(pry- - pr)Pi(Pry .- pr)Pi(P1y. .., px)" T ET

die Werte des Faktorensystems der Erweiterung von I" durch G, dar. Die
Assoziativitatsbedingung

‘P(h)fh',h”fh_hlr,hufh,h'h“f;;}u =1

ist durch die Realisierung als Operationensystem (zunéchst Halbgruppe)
in Isom™*([E®) gewahrleistet. Die Gruppeneigenschaft folgt aus der Erwei-
terungstheorie von Gruppen — vgl. z.B. [Suzuki 1982, 192ff.] oder auch
Anhang, Theorem 8. Fir Jordan war die Gruppeneigenschaft natiirlich
durch die Definition qua geometrischer Erzeugung evident.

Beispiele (Zusammenfassung des Resultats) in (Jordan 1869): “93. Art”
kristallographischer Raumgruppentyp internationale Notation P2;2;2
erzeugt aus I' = (a1, ag, a3) mit 3 paarweise orthogonalen Transla-
tionen ay, az, ag durch Erweiterung mit D, (= 222); Erzeugende py, ps,
von D,, wobei

5y = (%,X,) B = (%Z,Y,) , Isom*(E®) 2 R® + SO(3, R)

Dabei seien in Anlehnung an Jordan X, Y3, Z, Rotationen vom Winkel
a, 3, v um die z/y/z-Achsen respektive, parallel a;, a;, a3. Die Relatio-
nen reduzieren sich hier im wesentlichen auf

P =5 =(pp2)* = 1.

) . o o~ ay az’
Mit ps :=p1p2, P3 1= pi1p2 = (‘5‘ - 'é“,zw)

Mit p3 := p1p2, p3 := p1p2 = (& — 2, Z,) ist dann die o.a. Bedingung
evident:

fP102=a17 fP1P2 =0, fP1Pa =ay,

fP2P1 = —ay + asg, fpzpz = a2, szPa = —ap,

fosm = —az, fosps = =02, fpsps = 0.
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11

12

13

Analog in den anderen Fallen,

von denen etwa ein verwickel-

terer Fall bei Jordans “124. ~

Art” (1869,268f.) — interna- 00, 3,
tionale Notation P432,2 — |
auftrat. Diese wird durch Er- ' | '
weiterung von I' = (a1, aq, |
a3) mit paarweise orthogona- 0, \
len Translationen und |a,| = P2,2,2
|az| mittels Dy (= 422) er-
zeugt, wobei die Erzeugenden ¥ ’4
ps (Rotation der Ordnung 4)

und p; (Ordnung 2) von D,
bei der Raumgruppe zu .’ S

Schraubenbewegungen 1

ﬁ3=<éa3,Z§) N Jaf J

3

P4,2
o ai 341
pr = (—-2 +5 ,X.g.)

fuhren. (Zur geometrischen Konstellation erzeugender Symmetrieele-
mente siehe Skizze mit Symbolik wie in der Kristallographie {iblich; vgl.
etwa [Buerger 1963)).

Vgl. Anm. 8.

So gab Jordan bei den kristallographischen Raumgruppen mit Schrau-
benbewegungen verschiedene Darstellungen derselben Gruppe in ver-
schiedenen “Arten” an. Er zahlte etwa in der 3. Kategorie (rotativer
Anteil Tetraedergruppe T') 15 (eigentlich) diskontinuierliche Gruppen
mit dreidimensionalem Translationsgitter (also relativ kompakten Fun-
damentalbereich) auf. Es gibt aber nur 5 kristallographische Raumgrup-
pentypen in dieser “Kategorie” (P23, F23, 123, 12,3, P2,3). Die Liste
enthalt also 10 “Arten”, die durch Doppelzahlung zustande kommen.

Es fehlen im reguldren System I4;32 im trigonalen (Kristallsystem)
P312, P3,12, P3,12 und im orthorhombischen P2;2;2; und C222;.
Darauf wurde schon von Sohncke und Schoenflies (1887) hingewiesen.
Schoenflies behauptete dabei, dal P222; (Schoenflies’ V7, spater D3?)
bei Jordan auch fehlt. Das stimmt jedoch nicht: sie ist Jordans Nr. 95.
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14

15

16

17

18

19

20

21

Von den 24 kristallographischen Raumgruppentypen aus eigentlichen Be-
wegungen fehlte eine in Jordans Liste, ndmlich P321 = Z(3P) *x Dj.
Dagegen ist P312 = Z(3P) %4 D3 die “130” Art. Dabei ist P321 als se-
midirekte Erweiterung durch die Operation von D3 auf Z(3P) definiert,
bei der die bindren Achsen von Dj langs der Kanten des (60°/120°—)
Basisthombus von Z(3P) liegen; bei P312 liegen sie dagegen zu dessen
Diagonalen parallel.

Dieses Manuskript (Klein Ms XXII G) wird demnéachst von D. Rowe
publiziert und ausfiihrlich ausgewertet. Zur Problematik der Beziehung
zwischen Klein und Lie — insbesondere deren rapide Verschlechterung
nach 1889 — siehe [Rowe 0.D.]. Zu Lies und Kleins Beitragen zur Heraus-
bildung des Transformationsgruppenkonzepts siehe auch [Yaglom 1988],
das mir erst wahrend der Fahnenkorrektur zuganglich wurde.

Klein war als Schiiler Pliickers (wahrend 1865 bis 1868) und nach einer
ersten kurzen, aber intensiven Beeinflussung durch Clebsch (wahrend
Kleins Gottingen Aufenthalt vom Januar bis August 1869) in dieser
Hinsicht von groBer Bedeutung fiir die mathematische Entwicklung des
bis dahin weitgehend autodidaktisch gebildeten, aber um 7 Jahre &lte-
ren Lie; vgl. [Noether 1900, Freudenthal 1973, Rowe 0.D.], sowie (Klein
1921, 50-52) und (Klein Ms XXII G).

“Es war durchaus naturgemass, dass Lie in unserem wissenschaftlichen
Verkehr die fithrende Rolle zufiel, wahrend ich mehr fiir die klare Durch-
arbeitung und geeignete Darstellung seiner nur theilweise fertigen Ge-
danken sorgte” (Klein Ms XXII G).

So Klein in (Ms XXII G).

Wir verwenden hier die von Klein in (1872a) eingefithrte Notation
ME™™8) fir eine n-dimensionale projektive Varietat in P(n + k, ©C),
die als simultane Nullstellenmenge von k Gleichungen des Grades m;,
..., my ausgezeichnet ist.

Vgl. (Klein XXII G)

(Klein 1871) wurde am 19.8.1871 fertiggestellt, (Klein 1872a) im Oktober
1871. ‘
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22

23

24

25

26

27

28

Dabei ist anzumerken, daf§ der erste Teil der Dissertation (Lie 1871a) ur-
sprunglich norwegisch verfafit und publiziert worden ist und erst bei der
Aufnahme in die Gesammelten Abhandlungen Lies von Engel/Heegard
ins Deutsche Ubertragen wurde. Das wurde dadurch moglich und nahe-
gelegt, daf} der zweite Teil (Lie 1871b) von Lie selbst fur die Erstpubli-
kation auf deutsch verfafit wurde. Lie sprach hier von einer “Klasse von
Transformationen (Classe geometriske Transformationer)” — so auch
noch in der Selbstanzeige (Lie 1871c) der Dissertation — und verwen-
dete “Gruppe” rein umgangssprachlich etwa fiir n-Tupeln von Variablen
(1871a, 146), Geradenkonfigurationen (1871b, 207) usw. Uber Gesamt-
heiten von Transformationen sprach er als “allgemeine Transformation,
die n Konstanten enthélt” (1871a, 146ff.).

Auf den historischen Stellenwert dieser Andeutung weist auch Wufling
[1969, 159] hin. Jedoch scheint ihm die Tatsache und die Bedeutung
des terminologischen Bruchs bei Lie entgangen zu sein, der deutlich auf
das Gewicht der Jordanschen Arbeit (1869) fir die Formulierung dieser
Programmidee verweist.

So soll die relativ ausfiihrliche Terminologiediskussion an dieser Stelle
verstanden werden. Die Terminologie ist ja “an sich” nicht von solcher
Bedeutung, sondern eher formelle Hiille des mathematischen Gedankens.
Erst als sichtbarer sprachlicher Ausdruck von Einflissen und kontextu-
ellen Bedeutungen bekommt sie hier Gewicht fir die Historiographie.

Klein selber schilderte den Unterschied von Lies und seiner Arbeitsweise
folgendermafen:

“Lie hat immer nur seine eigenen Probleme gekannt und mit Ausschliess-
lichkeit verfolgt. Eben hierin liegt die Stirke und die Groésse seines Er-
folgs. Meine Art ist umgekehrt, fortzuschreiten, indem ich die Untersu-
chungen Anderer von meinem Standpuncte aus auffasse, zu producieren,
indem ich recipiere. Mein Plan muf sein, wechselnd die verschiedenen
Gebiete der neueren Mathematik zu durchwandern, um schliesslich, so-
weit das gelingen mag, eine Gesamtiibersicht zu erreichen, von der aus

sich eine allseitige Wirkung ermdglicht.” (Klein Ms XXII G) — Vgl
Anm. 15.

Vgl. dazu [Russo 1968].

Insbesondere die Thesen (i) und (iii) lassen sich natiirlich im Lichte der
weiteren Entwicklung nicht ganz ohne Einschrankungen teilen.

Siehe dazu die ausfiihrliche Diskussion in [Hawkins 1984].
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29

30

31

32

33

34

Seine Sprechweise war hier noch die von “Zyklus der wirklichen Bewe-
gungen” fiir die Gruppe der eigentlichen Bewegungen, von “dreifach un-
endlicher Schar linearer Transformationen”, “Zyklus linearer Transfor-
mationen im Raume” usw. (Klein 1871, 282, 302).

Moglicherweise spielte bei Lies Reaktion zusatzlich eine Rolle, dal Lie
kaum zur Formulierung gewissermaflen metageometrischer Ideen neigte,
wie sie Kleins “Erlanger Programm” nun einmal enthielt. Lie sah mogli-
cherweise keine Notwendigkeit fur die Explizierung von ﬁberlegungen
oberhalb der Ebene von forschungsprogrammatischen Zielen. Zum Ver-
gleich des Lieschen Klassifikationsprogramms kontinuierlicher Transfor-
mationsgruppen mit dem “Erlanger Programm” siehe [Hawkins 1984].

Das “Erlanger Programm” besafl selber nicht die Eigenschaften eines
Forschungsprogramms (darauf weist etwa auch Hawkins in [1984] hin).
Klein versuchte in ihm jedoch, eine Ordnung in die verschiedenarti-
gen geometrischen Forschungsprogramme seiner Zeit zu bringen und
eine ibergeordnete gemeinsame Orientierung zu formulieren. In diesem
Sinne war es ein Stuck “Metamathematik” in einem anderen Sinne als
spater bei Hilbert: nicht zur formellen Grundlagensicherung, sondern zur
Verstandigung auf gemeinsame Forschungsorientierungen in einem kom-
plexer werdenden, arbeitsteiligen Wissenschaftssystem. In diesem Sinne
war es ab den 1890er Jahren fir einige Jahrzehnte auch durchaus ef-
fizient. Das scheint Hawkins in [1984] zu iibersehen, wo das “Erlanger
Programm” ohne weiteres mit Lies oder Killings Programm der Klas-
sifizierung der kontinuierlichen Transformationsgruppen verglichen wird
und dabei natiirlich schlecht abschneidet.

Das schliet natirlich nicht aus, da§ Klein die Arbeit eventuell schon
vorher sah, ohne daB dies sichtliche Konsequenzen fiir seine eigene Arbeit
gehabt hatte.

Jordan tbertrug die aus der Kristallographie adaptierte Bezeichnung fur
Untergruppen als “groupes mériédriques” (1869, 302) auch in geénder-
tem Zusammenhang auf Isomorphismen/Homomorphismen (mit nicht-
trivialem Kern), als er im “Traité des Substitutions” von “isomorphisme
holédrique” und “isomorphisme mériédrique” sprach (Jordan 1870, 56).
Diese zunachst fiir Substitutionsgruppen verwendeten Konzepte wurden
spater von F. Klein (1884, 8) auf strukturgleiche Gruppen verschieden-
artiger Realisierungen tibertragen ( “holoedrischer/meriedrischer Isomor-
phismus”) und ging in die Fachterminologie des ausgehenden 19. Jahr-
hunderts ein [WuBiing 1969, 151].

Vgl. Anm. 31.
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1

Vgl. [Burke 1976].

2 Gadolin verwendete zwar die Terminologie “groupes cristallographiques”

fur die Kristallklassen; diese Terminologie bezeichnete aber lediglich die
Gesamtheiten gleichberechtigter Richtungen bzw. Flachen in einem Kri-
stall. Das entspricht dem Orbit einer Gruppe; dieser wurde von Gadolin
ohne explizite operative Struktur verwendet — und damit die Bezeich-
nung “Gruppe” im umgangssprachlichen Sinne.

Gadolin identifizierte drei von F. Naumann im tetragonalen System auf-
gezahlte Symmetrietypen als schon bekannte Kristallklassen des ortho-
rhombischen Systems, namlich Naumanns “rhombotypische Hemiedrie”
des tetragonalen Systems als D,), (Holoedrie des orthorhombischen Sy-
stems), die “rhombotypische Tetartoedrie” als D, (in Gadolins Termino-
logie: “sphenoidale Hemiedrie des thombischen Systems”) und die “He-
mimorphie der sphenoidalen Hemiedrie des tetragonalen Systems” als
C2v (Gadolin: “Hemimorphie des rhombischen Systems”). Unter den
von G. Rose angegebenen Symmetrietypen identifizierte er sowohl die
“Meroedrie des tetragonalen Systems” als auch die “Meroedrie des mo-
noklinen Systems” als Cy; (Holodrie des monoklinen Systems). Dariiber-
hinaus verwarf er, wie andere vor ihm, die Existenz eines in der Mohs-
Tradition zunédchst angenommenen “diklinen Systems” und analysierte
die zugehdrigen Kristallgestalten und Klassen als solche des monoklinen
Systems mit speziellen Winkelparametern der Achsen (Gadolin 1871,
601L.).

Zur Bedeutung der Dyckschen Arbeiten als Ausgangspunkt fiir die
kombinatorische Gruppentheorie endlich prasentierbarer Gruppen siehe
[Chandler /Magnus 1982].

Darauf weist schon Engel in [1984, 210] hin.

Diskontinuierliche Bewegungsgruppen ohne relativ kompakten Funda-
mentalbereich charakterisierte Sohncke entsprechend durch die Bedin-
gung “... welche Punktsystemen entsprechen, die nicht nach allen 3 Di-
mensionen unendlich ausgedehnt sind” (Sohncke 1879, 25).
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7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

Vgl. §4.2, insbesondere Anm. 13.

Raumgruppe C222; trat bei Sohncke als “zusammengesetztes rhombi-
sches 2-Punktschraubensystem” (Nr. 9) und als “System der Rhom-
bensdule 2. Art” (Nr. 13) auf.

Eine entsprechende Idee hatte vor ihm schon C. Wiener (1869, 82ff))
formuliert.

Zur Biographie vgl. [Safranovskij 1980, 273fF.; Spangenberg 1933; Meniai-
lov 1972] und die mir nicht zugéngliche Arbeit [Safranovskij 1963].

Berichtet in (Fedorov 1900, 468ff.) — vgl. auch [Safranovskij 1980, 277].

Fedorov griff dabei die Innovationsfeindlichkeit an, die er im unmittel-
baren Einflu der zaristischen Biirokratie auf die Akademie begriindet
sah [Safranovskij 1980, 274]. Er stand iiber diese fachpolitische Haltung
hinausgehend in einer grundséatzlichen politischen Opposition zum zari-
stischen Absolutismus, die sich auf populistische Grundiiberzeugungen

griindete [Safranovskij 1980, 274f.; Meniailov 1972].

Siehe dazu die Diskussion von (Fedorov 1885) in [Galiulin/Senechal
1984].

Fedorov ging also anscheinend davon aus, dafl jede monoedrische Pflaste-
rung im E? bzw. E? isoedrisch ist, d.h. ziegeltransitive Symmetriegruppe
besitzt. Das ist fir eine Anfang der 1880er Jahre geschriebene Arbeit,
fast zwei Jahrzehnte vor der Formulierung von Hilberts 18. Problem (vgl.
§5.6), mehr als verstandlich.

Siehe [Galuilin/Senechal 1984, 13ff.] fiir eine Ubersetzung der zentralen
Passage des Beweises im ebenen Fall und deren Diskussion.

Die von Fedorov gewahlte Bezeichnung “Triparallelogramm” verweist
auf die affin invarianten 3 Paare paralleler Kanten des Hexagons.

Die Fedorovsche Terminologie des “n-Paralleloeders” (n = 3,4,5,6) ver-
weist auf die jeweilige (affin invariante) Anzahl von Paaren paralleler Sei-
tenflachen. Siehe fiir eine erneute Herleitung auch (Fedorov 1896, 124ff.)
und — in etwas anderer Vorgehensweise — (Schoenflies 1923, 505ff.);
vgl. auch [Aleksandrov 1958; Toth 1965, 114-119, 121-123].
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18 Minkowski klassifizierte vor seiner Fragestellung herkommend die “Par-
alleloeder” unabhéngig von Fedorov. Er glaubte dabei kurzzeitig an
die Existenz eines Dodekaparalleloeders. Schoenflies, der Minkowskis
und Fedorovs Arbeiten kannte, stellte eine Verbindung zwischen bei-
den Anséatzen her (Schoenflies an Fedorov 15.5.1892, 3.6.1892, 9.6.1892).
Vgl. auch Minkowskis Sicht in seinem Brief an Hilbert vom 11.6.1892
(Minkowski 1973, 47) und [Burckhardt 1969].

19 In (1892, 29) schrieb Fedorov, dafl er “erst vor kurzem seine (Hessels;
E.S.) Arbeiten kennen zu lernen und zu studieren das Vergniigen gehabt”
habe.

20 Fedorovs Darstellung 1a8t sich als eine effiziente symbolische Zusam-
menfassung der Darstellungen von Symmetriebeziehungen auffassen, die
Frankenheim und J. G. Graflmann verwendeten. Fedorov kannte deren
Arbeiten allerdings zu diesem Zeitpunkt sicherlich nicht.

21 Der erste erhaltene Brief Schoenflies’ an Klein stammt vom 5.5.1885
(Codex Ms. Klein, Gottingen, 11:728).

22 Zur Beziehung Schoenflies-Fedorov vgl. auch Burckhardts Darstellung
[1967/68], die jedoch noch ohne Kenntnis des von ihm selber wenige
Jahre spater deutsch herausgegebenen Briefwechsels (Fedorov/Schoen-

flies 1970) entstanden ist und dementsprechend an einigen Stellen offen
bzw. unklar blieb.

23 Zweite iiberarbeitete Auflage (Schoenflies 1923) und Reprint der 1891er
Ausgabe im Jahre 1984.

24 Siehe dazu [Johnson 1979, 174ff.].

25 Da R® 2 Isom([E*)/0(3, R) homogener Raum mit lokalkompakter Grup-
pe Isom(E®) und kompakter Untergruppe ist, sind fir G < Isom(E®)
aquivalent:

(i) G diskrete Untergruppe von Isom(E?),
(ii) G diskontinuierlich,
(iii) G eigentlich diskontinuierlich.
Fiir Schoenflies erschienen diese Unterscheidungen daher zurecht besten-
falls als verschiedene Aspekte desselben grundlegenden Sachverhaltes.

26 Wie eine Korrektur am urspriinglichen Manuskript zeigt, reichte Schoen-
flies diese Arbeit (1887a, b) liber Felix Klein im Sommer 1886 ein
(Schoenflies an Klein 1.9.1886; Codex Ms. Klein 11:729).
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27 Reduzierte Operation einer Achse ist die Erzeugende der Stabilisators

28

29

31

32

33

der Achse in der Raumgruppe; analog fiir Ebenen — vgl Definition 6.

Die Bedingung (i) sichert den fiir die Erweiterung von G durch (3) <
Isom™(E®) notwendigen Homorphismus (8) — Aut(G), Bedingung (ii)
die Existenz eines Faktogensystems mit Werten in I' und damit eine

Erweiterung von G ohne Anderung des Translationsgitters (vgl. Anhang
Lemma 7, Thm. 8).

So Schoenflies in (1890, 239) und im Brief an Fedorov am 4.7.1890 (Fe-
dorov/Schoenflies 1970, Brief #540). Ein geeigneter Anlafl bot sich etwa
anlaBlich des Erscheinens von (Schoenflies 1887).

“Die Krystallelemente erfilllen entweder den Raum stetig, oder wenn
dies nicht der Fall ist, so sind sie als punktuelle resp. kérperliche di-
screte Atome zu betrachten, die sich in irgendwelcher Weise bewegen.
Die Gleichwerthigkeit aller Punkte bietet den Vorzug, da8 die vorstehend
auseinandergesetzte Theorie (die mit kristallographischen Raumgrup-
pen und zugehérigen Pflasterungen arbeitet; E.S.) mit jeder hieriiber
moglichen Hypothese ohne jede Modifikation vereinbar ist.” (Schoenflies
1888b, 499)

Pa und Ia reprasentieren die Erweiterungen von Z(2P) bzw. Z(2I)
durch die Gleitspiegelung S(a/2) [Buerger 1963, 298ff.]. Im ibrigen sind
etwas andere Darstellungen (und damit auch Symbolisierungen) dieser
Raumgruppen im Gebrauch: Im = Am = Bm, Ia = Aa = Bb.

Diese Erzeugung von I43d gab Schoenflies in seinem Brief an Fedorov
vom 17.3.1891 an (Schoenflies/Fedorov 1970, 112), in dem er nach
anfanglichen Einwéanden die Existenz dieser von Fedorov im November
1890 entdeckten Raumgruppe anerkannte (vgl. §5.4). In (1891) wahlte

er dann eine andere Erzeugungsweise.

P42;c (in (Schoenflies 1891a) V;} bzw. Dj;) erschien in (1889) in der
Version “ V¢ ” und “ V! 7 als Erweiterung von “ Vg ” (P2;2;2) durch
eine Diagonalspiegelung (Vy') bzw. eine Drehspiegelung S,, deren Achse
mit der der reinen Drehungsachse von P2;2;2 iibereinstimmt (V) (1889,
196f.). Darauf wurde Schoenflies von Fedorov (1890, 118) und Brief vom
21.10. 1890 (alten Stils) (Schoenflies/Fedorov 1970, 97) hingewiesen (vgl.
§5.4).
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Schoenflies wies auf eine solche “im Prinzip” genannte Gruppe in seinem
Brief an Fedorov vom 29. 10.1890 hin. Die Angabe der Raumgruppen mit
zyklischer Kristallklasse in (Schoenflies 1889) war v6llig uniibersichtlich.
Es gibt deren 63, Schoenflies zahlte am Ende des Absatzes 62. Diese
Zahlung erweist sich als praktisch uniiberpriifbar, weil die gebildeten
Gruppen und die dabei auftretenden Aquivalenzen zum Teil nur ange-
deutet und nicht einzeln aufgelistet sind. Schoenflies durchschaute in sei-
nem Briefwechsel mit Fedorov die eigene Zahlung nicht mehr (Schoenflies
an Fedorov 17.11.1890 und 28.11. 1890; in: Fedorov/Schoenflies 1970, 96,
100, 106ff.). Nachdem er die Zahl der zyklischen Gruppen zunachst kor-
rekt auf 63 erhcht hatte, ging er weiter auf 64 hoch und glaubte, damit
eine endgiltige Uberemstlmmung mit Fedorovs Ergebnissen erzielt zu
haben. Dieser entdeckte kurz darauf jedoch eine Doppelzahlung unter
seinen eigenen Symmetriesystemen in der Kristallklasse Cs, (vgl. §5.4).
Das zeigt, wie “anpassbar” die Lesweise des Abschnittes iiber Erweite-
rung Sohnckescher Gruppen mit zyklischer Kristallklasse in (Schoenflies
1889) war.

“Alter Stil” bezieht sich auf die Angabe vor der Kalenderreform von
1918. Im uns interessierenden Zeitraum ergibt sich das reformierte Da-
tum durch “Datum neuen Stils” =“Datum alten Stils” +12 Tage. Im
folgenden sind Datumsangaben bezlglich Fedorov entweder stets im
alten Stil oder als Doppelangaben zur besseren Vergleichbarkeit ver-
merkt. Zitate vom Typ (Fedorov an Schoenflies, “Datum”) bzw. (Schoen-
flies an Fedorov, “Datum”) beziehen sich im folgenden stets auf (Fe-

dorov/Schoenflies 1970).

“Pod prabilnuju sistemoju figur ja podrazumévaju takuju beskoneénuju
vo vcéch naprablenijach sovokupnost’ koneénych figur, sto esli my pri-
vedem po zakonam simmetrii v sovmecenie dve is figur, vchodséich v

‘sostav sistemy, to sovmestjatsja i sami sistemy.” (Fedorov 1890/91a, 10)

Zum Beispiel in [Griinbaum/Shephard 1987, 34|, wo als “reguldre Pfla-
sterung” eine Pflasterung mit ziegel- und fahnentransitiver Symmetrie-
gruppe bezeichnet wird (“Fahne” im Sinne eines 4-tupels aus paarweise
inzidierenden Ziegeln, Seitenflachen, Kanten und Ecken von Ziegeln).

“Predstaviv sebé, 5to my proizveli vcé vozmoznyja dvizenija sovimésceni-
ja, my vmésté s tém poluéaem sovokupnost’ vséch étich élementov sim-
metrii, opredélenno raspolozivsichsja v prostranstvé i vpolné toéno obus-
lovlivajuséich zakon simmetrii sistemy. Zakon étot budet soversenno
tozdestven kak dlja simmetrii nékotoroj pravil’noy sistemy figur, tak i
dlja simmetrii vyvedennoj iz neja pravil’noj sistemy tocek. Po eétomu za-
konu my mozem raspolagat’ v prostranstvé netol’ko tocki, gruppy tocek,
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proizvol’nyja figury, no daZe voobse proizvol’nye geometriceskije ob-
razy” (Fedorov 1890/91a, 11; Hervorhebung im Original) — Im Text
angegebene Ubersetzung V. Scholz. Dieses Zitat, wie auch das von Anm.
37, in englischer Ubersetzung in (Fedorov 1890/91/1971, 53).

In der heutigen kristallographischen Literatur werden diese Gruppen
in Anlehnung an Fedorovs Terminologie als “symmorphe Gruppen” be-

zeichnet [Wondratschek 1983] — vgl. Anhang 1.4.

“Konjugierte Netzebene” einer Translation 1, € I' < G ist eine Ebe-
nenrichtung, die zwei Translationen, 71,72 € I' enthéalt, sodafl ' =
(71, T2, 73). Eine solche existiert immer. Fedorovs Beobachtung war: Hat

" eine p-zahlige Drehachse A mit elementarer Translation 7 keine orthogo-

nale konjugierte Netzebene und ist 7’ eine konjugierte Translation, dann
ist die Komponente von 7’ langs A gerade 7/2 bzw. 7/3, je nachdem p
gerade ist oder p = 3 (Fedorov 1890/91a, Thm. 7; 1971, 61).

Fedorov gab direkt mit der Einfithrung des Systems an, welchem Schoen-
fliesschen es entsprach (Fedorov 1890/91b, 1891b). In der Symbolik von
(Schoenflies 1889) handelte es sich um “ V;}”, spiter (Schoenflies 1891a)
als “ V27 ” bzw. “ D27 ” bezeichnet.

So gab Fedorov dem neuen System zunachst die Bezeichnung “55h”
(hemimorph) (Fedorov 1890b, 1891b) und anderte sie spater nach ei-
ner Neustrukturierung seiner Bezeichnung zu “2la” (asymmorph) ab

[Safranovskij 1980, 286fF.].
Vgl. Anm. 36.

Am 15./27.12.1890 schrieb er an Schoenflies in einem nichterhaltenen
Brief von dieser Entdeckung. Schoenflies nahm spater ausdriicklich dar-
auf Bezug (Schoenflies an Fedorov 17.3.1891).

Die Ubersetzung (Fedorov 1971) ist leider schlecht ediert. Das Original
(1890/91a) wurde in mehrfacher Hinsicht ohne Hinweis gedndert (“ak-
tualisiert”): Im Vorwort (Fedorov 1890/91/1971, 51) ist von 230 Syste-
men die Rede, dagegen in der Originalversion von (1890/91a, 4) von
229. Die Doppelzahlungen und Liicken wurden bei der Ubersetzung eli-
miniert und die spéateren Fedorovschen Bezeichnungen fiir die Gruppen
eingesetzt. So ist nach all den im Text angebrachten Anderungen unklar,
was durch die am Ende des Textes (Fedorov 1971, 119) angefiigte Kor-
rekturnote (Fedorov 1890/91b) iiberhaupt noch korrigiert werden soll!
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(Fedorov 1890/91a, 4, Anm. 2), in der Ubersetzung (Fedorov 1971)
ungeandert als Anmerkung 9 angegeben. Dafl diese schon im Vorab-

druck von 1890 enthalten war, geht aus Schoenflies’ Brief an Fedorov
vom 29.10.1890 hervor.

Fedorovs Briefe #235 und #242 an Schoenflies sind undatiert. Sie sind
der Numerierung entsprechend in (Schoenflies/Fedorov 1970/71) hinter
#234 vom 25.11./6.12.1890 eingeordnet. Beide lassen sich aber grob da-
tieren und sind eindeutig vor #234 geschrieben. #242 wurde unmittel-
bar nach #235 verfalt; das geht aus dem ersten Satz zweifelsfrei her-
vor. #242 ist eine direkte Antwort auf Schoenflies’ Brief #543 vom
10.11.1890. Die Brieflaufzeiten Gottingen—St. Petersburg waren etwa
3 bis 4 Tage (Fedorov antwortete etwa am 21.10./2.11.1890 auf einen
Brief Schoenflies’ vom 29.10.1890); frithestes Datum fiir #242 ist also
der 14.11.1890, fiir #235 demnach etwa der 11.11.1890 (neuen Stils).
Schoenflies antwortete am 17.11. auf #235, ohne #242 zu erwahnen,
den er wiederum am 18.11. — anscheinend nicht unverziiglich nach Ein-
treffen — beantwortete. Die Laufzeiten in umgekehrter Richtung waren
hochstens einen Tag langer (Schoenflies’” Antwort #548 vom 22.1.1891
auf Fedorovs Anfrage vom 5./17.1.1891). #235 ist also zwischen dem
12.11. und 14.11.1890 (neuen Stils) geschrieben, #242 demgemaB zwi-
schen dem 14.11. und 17.11.1890 (neuen Stils). Die Reihenfolge der Briefe
ist also abweichend von der publizierten folgende:

Sch. an F. #543 (10.11.1890) — F. an Sch. #235 — Sch. an F. #544
(17.11.1890) — F. an Sch. #242 (evtl. Uberschneidung mit #544) —
Sch. an F. #545 (28.11.1890) — F. an Sch. #234 (25.11./6.12.1890).

Vgl. (Schoenflies an Fedorov 14.12.1889, 4.7.1890 usw.).

Das geschah zunachst mit dem Schreiben vom 17.11.1890 vor Ankunft
des Antwortbriefs Fedorovs, auf den Schoenflies am 28.11. erneut rea-
gierte

Die “Zapiski” geben im Inhaltsverzeichnis als Datum dieser Sitzung
den 16./28.11.1890 an; dagegen wird im Text iiber dem Protokoll der
13./25.11.1890 angegeben.

Insofern ergibt sich aus den Quellen fir Ende November 1890 ein etwas
widerspriichliches Bild von Fedorovs aktueller Position. Es lohnt sich
jedoch nicht, die moglichen Erklarungsvarianten davon zu diskutieren.
Die Lage klarte sich wenig spater endgultig durch Fedorovs nicht erhalte-
nen Brief an Schoenflies vom 15./27.12.1890 (Anm. 45) und Schoenflies’
Reaktion darauf. Fedorov hatte seiner Notiz (1890/91b) dem mathema-
tischen Sachverhalt nach so bald nichts mehr hinzuzufiigen. Auf der Sit-
zung der Petersburger Mineralogischen Gesellschaft vom 11./23.12.1890
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trug er iber die Einordnung mineralogischer Beobachtungen in sein
neues Raumsymmetriekonzept vor; die 230er Liste wurde nun von ihm
vorausgesetzt (Fedorov 1889/90c).

Fedorov hatte schon im Tafelanhang an sein (1890/91a) zur Charakteri-
sierung der “Symmetriearten” (Kristallklassen) die graphische Darstel-
lung von Symmetrieelementen verwendet, die sich spater in der kristal-
lographischen Literatur international durchgesetzt hat.

Int. Not. P1 P2 Pm Cm Pg
Fedorov  1ps 4ps 2ps 3ps 1pa

Jordan 2 27 28 32 30

Sohncke - XI - - -

Int. Not. Pmm Cmm Pgm Pgg P4 P4mm P4gm
Fedorov  5ps 6ps 2pa 3pa  Tps 8ps 4pa
Jordan 86 87 90 88 53 115 123
Sohncke X VI XIII XIr 1Iv VII \%

Int. Not. P3 P3lm P3ml P6 P6mm
Fedorov  9ps 10ps 11ps 12ps  13ps
Jordan 60 129 - 46 107
Sohncke  III IX I I VIII
(Fedorov 1891a, 387)

Bekannter wurden die erneuten Ableitungen der ebenen Ornamentgrup-
pen durch Pélya (1924). Dabei wies schon Speiser (1956, 86) darauf
hin, daf8 sie von Fricke schon fast 30 Jahre frither angegeben worden
waren (Fricke/Klein 1897, 222-234). Die Fricke/Kleinsche Darstellung
geht von der Kleinschen Ableitung der hyperbolischen, parabolischen
(euklidischen) und elliptischen Geometrie aus der projektiven Geome-
trie aus und gibt in der Tat im euklidischen Fall eine vollstandige Liste
der ebenen Ornamentgruppen. Dazu werden noch drei Friesgruppen hin-
zugefligt (in der Ebene also mit unbeschranktem Fundamentalbereich);
das erklart die zusammenfassende Bemerkung, dal die vorgestellte Liste
20 Gruppen enthalt (Fricke/Klein 1897, 234). — Burckhardt [1967/68]
und Delone [1976] verwiesen auf die noch friihere vollstandige Angabe
der ebenen Ornamentgruppen durch Fedorov.

Schoenflies nahm an dieser Stelle die Einteilung der Kristallklassen nach
dem “Symmetrietypus” der orthogonalen Gruppen vor, zunachst ohne
Bezug zur Symmetrie von Raumgittern, also etwa vom Weilschen Stand-
punkt aus. Er gab dabei 6 Systeme an:

— regulares System: vier 3-zéhlige Achsen,

- hexagonales System: 6-zéhlige oder 3-zéhlige Hauptachse,
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— tetragonales System: 4-zahlige Hauptachse
und falls hochstens 2-zéhlige Achsen auftreten:
— orthorhombisches System: mehrere Achsen bzw. Spiegelebenen,
- monoklines System: eine Achse bzw. Spiegelebene,
— triklines System: keine Achse oder Spiegelebene (1891a, 128).

Das “hexagonale System” unterteilte er allein unter dem Aspekt der
Punktsymmetrie in “hexagonalen Typus” (Dgp, D¢, Cév, Con, Cs, D34,
C3;) und “trigonalen Typus” (Dj3y, D3, Cs3p, C3, C3,).

Im zweiten Abschnitt seines Buches erganzte er dies durch die fiir die
Raumgruppen wesentliche Diskussion der Symmetrie von Raumgittern
und leitete die 7 Bravaissysteme ab (1891a, 290ff.). Das fiihrte ihn auf die
zugehorige Unterteilung der Kristallklassen (und Raumgruppen) in die 7
Kristallsysteme (siehe auch Anhang 1.2) mit der Unterteilung “trigonal”
(D34, D3, Csi, C3y, C3) und “hexagonal” (Dgp, D¢, Cen, Cov, Cs, D3p,
Csn) (1891a, 5194.).

“Unter einer endlichen Gruppe von Operationen verstehen wir eine end-
liche Reihe nicht dquivalenter Operationen von der besonderen Beschaf-
fenheit, dass das Product von irgend zweien derselben stets einer Ope-
ration der Reihe dquivalent ist.” (Schoenflies 1891a, 54)

Siehe §4, Anm. 3.

Die von Schoenflies bis Bieberbach verwendete Definition war: G <
Isom(E"™) = R"*O(n, IR) “enthélt unendlich kleine Operationen’’, genau
dann wenn

YV 3 g¢g=(t,a) mit teR, a€O(nR)
>0 g€G
und [t] <€ ta— 1 <€

(Schoenflies 1891a, 628, n=3; Bieberbach 1910b, 313).

Die Irrationalitat des Drehwinkels verletzt namlich die Diskretheitsbe-

dingung von G (fuhrt auf “unendlich kleine Operationen”) (Schoenflies
1891a, 631-636).

Rohn bewies, daBl eine kristallographische Gruppe keine Schraubun-
gen mit Winkel < (27/6) (1899, 454ff.) und genauer nur mit Win-
keln o = (27/k) (p = 1,2,3,4,6; k € Z) enthalt (1899, 454f.; 1900).
Schoenflies rechnete daraufhin in seinem Bericht fir die “Enzyklopadie
der Mathematischen Wissenschaften” den gesamten Existenzbeweis fiir
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das Translationsgitter Rohn zu (Schoenflies 1905, 463) — eine freund-
liche Untertreibung seines eigenen Beitrages. Der Spezialfall des Satzes
von Bieberbach fiir n = 3 konnte also als “Satz von Schoenflies-Rohn”
bezeichnet werden.

Schoenflies formulierte die Bedingung in geometrischer Form als:

A 1aBt das Achsensystem und das System der Symmetrieebenen von
G invariant.

Damit ist A™1g\ € G fiir ¢ € G\TI" gesichert. Bei Beriicksichtigung der
stillschweigend als selbstverstandlich vorausgesetzten Annahme, daf der

rotative Anteil p(A) =: px das Punktgitter von I invariant 1a8t, paI' =T,
gilt auch \7ITA =T < G.

Schoenflies formulierte lediglich die Bedingung ' € G. Das reicht jedoch
offensichtlich nicht aus, wie etwa das Beispiel mit G = Z(4P), G = P4,
und G’ = P4, zeigt.

Zum Vergleich der verschiedenen Bezeichnungsweisen von Raumgruppen

siehe [Safranovskij 1980, 286fF.; Henry/Lonsdale 1969, 545-553].

Fir G(T), die zu erweiternde Raumgruppe der Kristallklasse T', konnen
nur 4 Gruppen auftreten, von denen bei Erweiterung durch die Dia-
gonalspiegelung S(d) bzw. die zugehorige Schubspiegelung Sg(7) mit
T = (1/2)(t; + t2 + t3) jeweils nur drei in Frage kommen.

G(T) P23  F23 I23  I2;3
G(Dy) P222  F222  I222 I2,2;2

Erweiterung durch Sy

G(Dqs) P42m I42m2 I422m —
G(T;) P423m F423m I423m -

=T} =T} =T} -
Erweiterung durch S;(7)
G(D2q) P422c I42c2 — 1422d
G(T;) P423n F423c - 14234
=T =T =T

(Schoenflies 1891a, 540f.).
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Wie weit er dabei Erfolg hatte, ist schwer zu entscheiden, weil seine
Klassifikationskriterien implizit blieben und seine Klassifikationsmetho-
den stark auf geometrischer Intuition beruhten. Es tritt hinzu, dafl
seine spezifische Restriktion durch die Fedorovschen Strukturarten nach
Entdeckung der Rotgenstrahlbeugungsmethoden als kristallphysikali-
sche Hypothese ihre Bedeutung verlor und auch mathematisch meines
Wissens nicht weiter verfolgt wurde.

Fedorov trug anscheinend durch eine kleine Stilisierung des Sachverhalt
ungewollt zur Mythenbildung einer vollig getrennten Entdeckung bei
(Fedorov 1892, 25{.). Er erwéhnte zwar, dafl er Schoenflies’ Artikel iber
Raumteilungen (1888a) gelesen hatte und davon angeregt wurde, setzte
dann aber in etwas einseitiger Pointierung fort:

“Damals kannte Schoenflies noch nichts tiber meine russisch geschrie-
benen Werke, deren eines (Fedorov 1885; E.S.) den Inhalt jenes Arti-
kels schon lange vorher bekannt gemacht hatte. Wir setzten unsere wis-
senschaftliche Thatigkeit fast unabhingig (weder hier noch an anderer
publizierter Stelle weiter ausgefiihrt; E.S.) fort und nun, nachdem wir
Beide die ersten Resultate dieser Thatigkeiten publiziert hatten, tritt
eine hochst wundersame Thatsache zu Tage: eine solche Uebereinstim-
mung in der Arbeit zweier Forscher, wie vielleicht die Geschichte der
Wissenschaft kein anderes Beispiel aufzustellen verméchte.” (Fedorov

1892, 26)

Der letzte Satz ist angesichts der in der Wissenschaftsgeschichte relativ
haufig auftretenden Doppelentdeckungen und der Probleme, die Fedorov
und Schoenflies hatten, bevor die Ubereinstimmung der Resultate wirk-
lich erzielt war, als Legende anzusehen. Darauf wies schon Schwarzen-

berger [1980, 132f.] hin.

Barlow verwies in (1894) sowohl auf (Schoenflies 1891a) als auch auf (Fe-
dorov 1892), erklarte allerdings bei der Ausarbeitung der Ideen, die in
seinem Artikel dargestellt wurden, lediglich Fedorovs kurze Zusammen-
fassung (1892) zur Hand gehabt zu haben, nicht dagegen Schoenflies’
ausfithrliche Darstellung in Buchform [Holser 1970, 762].

Die Entdeckung wurde von Max Laue und Mitarbeitern (W. Friedrich,
P. Knipping) gemacht. Die Namensénderung in “Max von Laue” erfolgte
erst im Jahre 1914. Sie hatte im {ibrigen nichts mit Max’ wissenschaftli-
chen Verdiensten zu tun, sondern ergab sich als Folge einer seinem Vater
zugedachten Ehrung, der sich in der Militargerichtsbarkeit um den Wil-
helminischen Staat verdient gemacht hatte [Hermann 1973, 51].
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Bis 1912 — und tatséachlich noch einige Jahre spater — war eine Be-
stimmung des Raumgruppentyps eines Kristalls unmoéglich. Volle Aus-
nutzung morphologischer und kristallphysikalischer Daten gestatteten
bestenfalls eine Bestimmung von Raumgittertyp und Kristallklasse. Bei
der naheliegenden Annahme,dafl der Gittertyp keine Scheinsymmetrie
(vom Standpunkt der aufzustellenden Raumgruppe aus betrachtet; vgl.
Anhang 1.2) aufweist, war dadurch — aufler fur die Kristallklassen Dy,
D3y, D3, Csy, Dyy, Cy, — die arithmetische Kristallklasse bestimm-
bar. Bei den genannten Kristallklassen sogar weniger, weil sie in jeweils
zwei wesentlich verschiedenen Weisen auf zugehorigen Gittern operieren
konnen und damit auf jeweils zwei arithmetische Kristallklassen fithren.
Das war also im Prinzip nicht mehr, als schon Frankenheim (1842) ver-
sucht hatte (vgl. §2.5); allerdings durch Verbesserung der MefSimethoden

verlaflicher.

William Henry Bragg teilte dabei anfangs noch eine korpuskulare Auf-
fassung der Rontgenstrahlung und ging erst nach der erfolgreichen Er-
klarung der Laue-Diagramme durch Reflexion von Teilwellen und In-
terferenz durch seinen Sohn William Lawrence (1913) zum elektroma-
gnetischen Standpunkt iber. Nach erster Nutzung des neuentdeckten
Phanomens zur spektrometrischen Untersuchung von Emission und Ab-
sorption von Rontgenstrahlen (W.H. und W.L. Bragg 1913a, W.H. Bragg
1913) kehrten die beiden die Zielrichtung der Nutzung um und bestimm-
ten nun mit Rontgenstrahlen bekannten Spektrums die Gitterstruktur
von Diamant (Raumgruppe F'd3m = O}) einschlieflich der metrischen
Parameter (W.H. und W.L. Bragg 1913b) [Ewald 1962b; Forman 1969).

Implizit wies Bieberbach also nach, daf}
|H*(Gy, Z™)| < oo.

Er arbeitete aber natiirlich noch nicht mit einer gruppenhomologischen
Charakterisierung der Faktorensysteme, sondern entwickelte sie analog
der Schoenfliesschen Vorgehensweise durch die jedem ¢ € G in natiirli-
cher Weise zugeordnete reduzierte Bewegung

g € Gy; mit §g= (tg,g)’ Itg|sup <1
fo.0 =ty —tgr +gtgg™" mit g" = gg'

Burckhardt war der Pionier in der Verwendung arithmetischer Metho-
den fiir den klassischen dreidimensionalen Fall (1930, 1934). Das gip-
felte in seinem — wegen des Krieges und anderer duflerer Umstéande
erst verzogert publizierten — bekannten Buch (Burckhardt 1947). Bei
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der Einfithrung arithmetischer Konzepte (insbesondere der arithmeti-
schen Kristallklassen) in die Kristallographie kam Nigglis Einsatz beson-
dere Bedeutung zu (Niggli/Nowacki 1935). Zur von Niggli begriindeten
Ziiricher Schule der Kristallographie siehe [Burckhardt 1988]; vgl. auch
[Burckhardt 1985). Die Berechnung der kristallographischen Raumgrup-
pentypen fiir n > 3 wurde durch Arbeiten von Burckhardt (1936/37)
und Zassenhaus (1948) vorbereitet. Nach ersten Studien der Punktsym-
metrien und der Gitter maximaler Symmetrie im vierdimensionalen Fall
von Hermann (1949, 1952) sowie verschiedene Teiluntersuchungen wurde
die Klassifikation fiir n = 4 mit einem auf Zassenhaus (1948) zurickge-
henden Algorithmus gelost (Bilow e.a. 1971, Brown e.a. 1978). Teil-
schritte fir eine Klassifikation bei n = 5,6,7 wurden seit den 1970er
Jahren gemacht [Brown e.a. 1978, 1-4; Schwarzenberger 1980, 132-135].

Schon die Klassifikation isoedrischer Pflasterungen der euklidischen Ebe-
ne erwies sich als relativ verwickelt. In (1931) zeigte Laves, daf es 11
topologisch unterschiedliche Typen von Randnetzen ebener isoedrischer
Pflasterungen gibt. Auf eine sinnvolle feinere Unterteilung durch Bertick-
sichtigung der “Adjazenz” wies Delone hin; das bedeutet die Beriicksich-
tigung der Zuordnungsstruktur der (evtl. orientierten) Kanten anein-
anderliegender (verallgemeinerter) Polygone. Implizit wurde eine solche
Unterscheidung ebener Pflasterungen schon in (Sinogowitz 1938) vor-
genommen. In (1968) gab Heesch eine Klassifikation in 93 Typen isoe-
drischer Pflasterungen der Ebene an, die von Grinbaum und Shepard
(1977) im wesentlichen als Adjazenzklassifikation rekonstruiert wurde.
Wihrend Delone in (1961) die Endlichkeit der Anzahl topologischer Ty-
pen isoedrischer Pflasterungen im Raum nachwies, steigt die Komple-
xitat der zu bewiltigenden Probleme bei Adjazenzklassifikation schon
fur n = 3 so betrachtlich an, daf eine Durchfithrung bestenfalls auf der
Grundlage besserer Formalisierungen moglich erscheint (Dress/Scharlau
1984). Siehe dazu auch die mit detaillierten historischen Anmerkungen
versehene Monographie [Griinbaum/Shephard 1986].
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1 Vgl. [Grattan-Guinness 1984; Hanseroth 1985; Kurrer 1987b; Mauers-
berger 1980, 1985; Straub 1949/1964; Wagner/Egermann 1987].

2 Vgl. zu Poncelet etwa [Zweckbronner 1981].

3 Oder sogar noch zu Beginn des 19. Jahrhunderts, etwa bei Eytelwein
[Kurrer 1987b).

4 Herr K.-E. Kurrer wies mich darauf hin, daf§ dieser Entwicklung umge-
kehrt auch grofle Bedeutung aus der Sicht der Disziplinbildung der Bau-
-statik zukommt. Eine unter diesem Gesichtspunkt verfafite komparative
Studie der von Mathematikern (etwa A. Clebsch (1862)) und Physikern
vorgetragenen Auffassungen der Elastizitatstheorie und denen von Tech-
nikwissenschaftlern wie Winkler, Mohr, Miiller-Breslau im deutschspra-
chigen Raum, Saint-Venant in Frankreich, Rankine in Groflbritannien,
Castigliano in Italien u.a. ware daher sicherlich sehr aufschlufireich fiir
diese Frage.

5 Am ehesten noch — ansatzweise und indirekt — in theoretisch orientier-
ten technikhistorischen Studien wie [Klemm 1966, Timoshenko 1956] und
jungeren wie K.-E. Kurrers und [Wagner/Egermann 1987]. I. Grattan-
Guinness hat in seinen jliingeren Arbeiten von seiten der Mathematikge-
schichte begonnen, dieses sonst fast unerforschte Terrain zu betreten.

6 Eine hoch interessante Debatte tiber die Niitzlichkeit der mathematisch-
statischen Analyse entziindete sich etwa anléfllich der Erstellung von
Gutachten iiber die Sanierung der Peterskuppel, nachdem dort grofiere
Risse aufgetreten waren [Straub 1964, 146fF.].

7 So blieben etwa auch Coulombs Untersuchungen iiber Gewolbetheo-
rie, Erddruck und Biegung von Balken, in denen Elastizitdt, Reibung
und Kohision beriicksichtigt wurden, zunachst ohne praktische Wirkung
[Straub 1964, 186ff.].

8 Hinweis von K.-E. Kurrer.
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Hier ist also die Rede vom Fachwerk als statischem System, das als ge-
dankliches und damit idealisiertes Modell der realen Tragstruktur Fach-
werk fungiert. Bei Culmann findet sich diese Unterscheidung nicht; H.-E.
Kurrer wies mich aber darauf hin, dafl sie von dem zu Culmann etwa
zeitgleich arbeitenden J.W. Schwedler (1823-1894) und allgemein etwa
ab den 1880er Jahren beachtet wurde.

Bei Wahl kartesischer Koordinaten mit Ursprung auf einer Ecke und
z-Achse langs eines davon ausgehenden Stabes seien die Ecken des
Fachwerks gegeben durch (z;, y;) (0 £ ¢ < e — 1). Bei Normierung
(z0,%0) = (0,0), z; = 1 verbleiben 2e — 3 freie Parameter: z,, ..., T._j,
Y1, - -+, Ye—1. Die durch die Stablangen definierten Bedingungen sind von
der Form

filga, -0y Tems, Y1y -evy Yeo1) = (@i —Tk)® + (i — y&)* = U2,

wobei die Ecken 7 und k mit dem Stab j der Lange /; inzidieren (1 <
J < 2e — 3). Zusammengefafit:

f(Z)le mit f:(fla-",f26—3), l::(lly"',l2e—3)

z2=(21,...,22e-3) = (T2, .+, Te—3,Y1,- -, Ye1)-

Das Fachwerk mit den Parametern z, [, f(2) = [? ist also bei det f'(2) # 0
bestimmt. Anderenfalls sind “infinitesimale Bewegungen” des Fachwerks

ohne Langendnderungen der Stibe moglich. Vgl. etwa (Foppl 1900,
2044F.).

Hinweis von K-E. Kurrer, der dieser Entwicklung eine relativ grofie Be-
deutung im Disziplinbildungsprozef§ der Baustatik zubilligt.

Theoretische Analysen der Bestimmtheitsbedingungen von Fachwerken
gab Mobius in seinem “Lehrbuch der Statik” (1837, 2, Kap. 4/5) spater
Maxwell (1864a, 516; 1864b, 598f.). In die ingenieurwissenschaftliche Li-
teratur wurde das “Fachwerk” als Konzept und Bezeichnung durch Cul-
mann eingefiihrt (1851, 1852); er verstand darunter — auch spater noch
(1866, 360ff.) — ausdricklich lediglich statisch bestimmte Dreiecksfach-
werke. Entscheidend war seine Betrachtung der Knoten von Fachwer-
ken als — idealisiert — gelenkige Stabverbindungen; das schaffte erst
die Voraussetzung fiir eine Theorie der bestimmten Fachwerke [Werner
1980, 121], vgl. auch [Henneberg 1903, 385fF.].

In die deutschsprachige Ingenieurliteratur wurde die Unterscheidung
von bestimmten und unbestimmten Fachwerken in ausgearbeiteter Form
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durch Mohr (1874, 511; 1885, 295f.) eingefiihrt (seine Terminologie: “ein-
faches” bzw. “zusammengesetztes” Fachwerk). Mohr war auch entschei-
dend in der Entwicklung elastizitatstheoretischer Methoden fiir die Ana-
lyse der Krafteverteilung im unbestimmten Fachwerk beteiligt (vgl. §9.1).
Natiirlich war den Ingenieuren auch vorher schon die Bedeutung der
statischen Bestimmtheit in weniger formalisierter Weise gelaufig; vgl.
etwa (Culmann 1866, 360). In der englischsprachigen Literatur legte Bow
(1873) die Unterscheidung von bestimmten und unbestimmten Fachwer-
ken seiner Klassifikation der Fachwerktypen zu Grunde. Er verwendete
dabei fir bestimmte Fachwerke die Charakterisierung k = 2f +1 die sich
aus der Eulercharakteristik e — k + f = 1 ergibt und die er vermutlich
von Maxwell iibernommen hatte (Bow 1873, 15). Eine frithere, weniger

stark formalisierte Charakterisierung findet sich etwa schon bei Jenkin
(1869, 441, 4441.).

Ein Onkel C. Culmanns war Professor an der Artillerieschule in Metz.
Carl Culmann hatte im Alter von 16 Jahren begonnen, sich dort un-
ter dessen Rat und Anleitung auf eine Aufnahmeprifung fiir die Ecole
Polytechnique vorzubereiten. Eine schwere Krankheit hinderte ihn je-
doch daran. Nach seiner Erholung trat er mit 17 Jahren (1838) in die
Ingenieurschule des Karlsruher Polytechnikums ein, unter Umgehung der

sonst Ublichen beiden mathematisch-naturwissenschaftlichen Eingangs-
klassen [Tetmajer 1882, 4f.].

(de la Gournery 1859, 1860/1862; Fiedler 1860, 1863; Schlesinger 1870

u.a.)

Namentlich von A. Clebsch, L. Cremona und F. Klein (Clebsch an Fied-
ler 9.2.1864, 9.11.1871, Hs 87:154, 170; Cremona an Fiedler 9.6. und
29.6.1871, Hs 87:183, 187; Klein an Fiedler 4.2.1872, 2.2.1873, 10.6.1881,
Hs 87:574, 576, 585, u.a.).

Zwei Zitate aus Briefen von Clebsch und Cremona mogen hier als Beleg
ausreichen:

“Ihre Beschaftigung mit der darstellenden Geometrie wird gewiss sehr
fruchtbar werden. Der Fehler, der immer gemacht wird, indem man spe-
zielle Projectionsarten ausschliesslich behandelt und die wahre Quelle
nicht angibt, aus der alles zusammenfliesst, muss sich in vielem emp-

findlich richen ...” (Clebsch an Fiedler, 9.2.1864; Hs 87:154)
Cremona hob an Fiedlers (1871) nach einer ersten Sichtung die

“Eleganz, die Prazision und didaktische Effektivitat (I’eleganza, la pre-
cisione e l'efficacia didattica)” hervor und fuhr fort: “.. Dieses Buch
wird eine wahre Revolution in den technischen hoheren Lehranstalten
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bewirken, an denen die darstellende Geometrie gelehrt wird. (Questo Ii-
bro operera una vera rivoluzione nelle scuole tecniche superiori, anche
dovunque esiste un insegnamento di geometria descrittiva.)” (Cremona

an Fiedler, 9.6.1871; Hs 87:183)

Das Manuskript (Hs 2997:10) ist wahrscheinlich Ende der 1860er Jahre
geschrieben; vgl. [Scholz 1984].

Zur Biographie Culmanns siehe u.a. [Hartenberg 1971, Stiissi 1971, Tet-
majer 1882].

Liegen die Stabe in den Kanten a,, az, a3z sei A := a; - a; der Schnitt-
punkt von a;, az (vgl. Konventionen/Notationen) und p' die zu zer-
legende Kraft langs der Geraden p so zerlege man p’ im Schnittpunkt
B := p-a3 langs a3 und in Richtung B- A (Komponenten pj, p). p zerlegt
sich dann in natiirlicher Weise in Komponenten p}, p), langs a;, a,.

Kommutativitat explizit, Assoziativitat implizit.

Drehmomente hatte Poinsot (1804) als Kraftepaare (“couples”) ana-
lysiert und durch Klassen orientierter Parallelogrammflachen reprasen-
tiert.

Das wird von Reye bezeugt, der in der Zeit 1862-1867 enger mit Culmann
zusammenarbeitete (Reye 1868, V). In der zweiten Auflage seines Werkes
bezog sich Culmann selber ausdriicklich auf v. Staudt, hier jedoch auf
sein neues Werk (Staudt 1856-60) sowie auf Salmon/Fiedler (Culmann
1875, XIVT1., 227).

Korrespondierende Seiten in Kréfte- und Seilpolygon sind parallel (n-
Polygone). Eine evtl. in Frage kommende projektive Abbildung ¢ der
Ebene hatte fir n > 3 die unendlich ferne Gerade als Fixgerade, ware
also affin und bildete Geraden auf parallele Geraden ab. ¢ wire also
Ahnlichkeitsabbildung; das ist im allgemeinen aber nicht der Fall.

Dabei bedeutet “perspektivische Korrespondenz” einer Geraden ¢ und
eines Punktes P' = 1(g) daB ein Punkt @ von g auf die Gerade ¢' des
Biischels durch P' mit ¢ - ¢' = @ abgebildet wird.
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24 Speziell ergibt sich die Fortsetzung wie folgt: Die p; seien alle aus einem

25

26

Buschel, etwa durch O. Fir eine beliebige Gerade a aus einem Biischel
G # O liegt ¢(a) auf ¥(a- goo) also (wegen 9 : goo — O' perspektivisch)
auf der Parallelen zu a durch O'. Wahle A’ auf dieser Parallelen beliebig,
dann ist ¥ durch (* * *) und ¥(a) = A’ bestimmt. Fur eine Gerade g
durch O ist ¥(g) = g - goo- Fiir Q € a ist ¥(Q) als Verbindungsgerade
von ¥(0 - Q) und A’ bestimmt, also 4(Q) die Parallele zu O - Q durch
A'. Fir eine beliebige Gerade g nicht aus G und nicht aus O sowie g |f a
ist 9(g) durch ¥(g - a) und ¥(g - goo) bestimmt, also der Schnittpunkt
von %(g - a) und der Parallelen zu g durch O'. Damit ist nun auch ¢ (P)
fir einen beliebigen Punkt P der Ebene zu bestimmen und dann auch
das Bild der noch nicht diskutierten Geraden (Culmann 1875, §7.4).

Ist ndmlich @ ein beliebiger Punkt im Urbild, etwa auf der Geraden
g := Q- 0’ soist a(Q) bis auf Variation auf der Geraden a(gq) bestimmt;
nach der Fixierung des Bildes a(Q) eines Punktes Q # O' ist « als
projektive Kollineation also vollstandig determiniert.

Das “Fugenbischel” f; entsteht dadurch, da das Gewdlbe interpolie-
rend zu den wirklichen Fugenrichtungen in unendlich diinne Schichten
zerlegt wird. Das “Druckbiischel” t; entsteht als Tangentialbiischel an
die “Drucklinie” d des Gewdlbes, dem kontinuierlichen Analogon zum
Seil- bzw. Stabpolygon eines diskreten Kraftesystems. Jede Schicht des
Gewolbes tragt durch Eigengewicht eine auflere Kraft langs der Verti-
kalen p; durch den Schwerpukt der Schicht bei. Die Tangente ¢; an d in
pi - d ist die Wirkungslinie des Resultierenden aus p; und den direkten
angrenzenden Kraften im Gewdlbe. Der Schnitt s; = t; - f; gibt daher
den Angriffspunkt der im Gewdlbe wirkenden Stutzkrafte in der Schicht
fi an. Die Stiitzlinie ist die Gesamtheit dieser Punkte.
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Rankines Beschaftigung mit klassischer Philosophie blieb, wie Channell
[1982] ausfiihrt, nicht ohne Bedeutung fiir seine spatere Arbeitsweise.
Insbesondere scheinen seine Aristoteles-Studien einen kategorialen Rah-
men geliefert zu haben, in dem er spater die besondere Aufgabe technik-
wissenschaftlichen Wissens verorten konnte. — Zur allgemeinen biogra-
phischen Information siehe auch [Parkinson 1975].

Bezeichnung nach Maxwell (1864a).

Das sichert das globale Gleichgewicht und das lokale in den Ecken E;
(1 £ ¢ < p). Gleichgewicht in jedem Stab k; (inzident E;_;, E; ) ist
gewahrleistet, weil zu kj zwei Teilpyramiden II); , II}, mit gemeinsamer
Seitenflaiche korrespondieren, also zwei gleich grofle entgegengesetzt ge-

richtete Krafte (1 < j <v).
Vgl. zur Maxwell-Biographie etwa [Everitt 1974].

Rankines Arbeit (1864) erschien im Februarheft des Philosophical Ma-
gazin 27 (1864) und Maxwells (1864a) in der Aprilauslieferung desselben
Bandes.

“Reciprocal figures are such that the properties of the first to the
second are the same as those of the second relative to the first.”
(Maxwell 1864a, 514)

Maxwell fiihrte dariiberhinaus in Anlehnung an Rankines Stabilitéts-
satz an raumlichen Fachwerken auch die Reziprozitdt raumlicher Figu-
ren (“figures in three dimensions”, modern dreidimensionaler endlicher
linearer Zellenkomplexe) ein. Namlich bei zwei “raumlichen Figuren” mit

Ecken A; (1 <i<p) bzw. Aj(1<i<y),
Kanten a; (1<i<v) bzw. a;(1 <i<d),
Seitenflichen a;(1 <i < A) bzw. o) (1 <1< N),
- 3-Zellen A; (1<i<x) bzw. A[(1<i<x)
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durch die Bedingungen

Hp=x,x=u,v=>X, A=,
(i) a; Lo}, a;lal;

(iii) A; inzidiert genau mit a;,,...,a;, &
A;- wird genau von aj_,...,a; berandet;
A; wird genau von «;,,...,q;, berandet &
A} inzidiert genau mit a;,,...,a;,

(Maxwell 1964a, 523).

Diese strukturelle Pointierung der von Rankine betrachteten Relation

trug anscheinend zur Klarung von Maxwells Ideen iber die Dualitat in

den Diagrammen der Statik bei; sie hatte in unserem Rahmen aber keine
- weiteren Konsequenzen.

8 Um hier keine falsche Betonung entstehen zu lassen, ist anzumerken,
dal Maxwell sich ebensowenig wie Rankine auf die statische Analyse
bestimmter Fachwerke beschrankte, sondern sich auch um eine Auswer-
tung der Elastizitdtstheorie Lamés in einer fiir die Theorie statisch un-
bestimmter Fachwerke geeigneten Form bemiihte (Maxwell 1864b). Vgl.
dazu [Timoshenko 1953, 202ff.; Niles 1950].

9 Maxwells Arbeitsweise zeichnete sich auch in anderen Gebieten durch
sich schubweise vertiefende, durch andere Themen unterbrochene, mehr-
fache Arbeitsphasen zu einem Thema aus [Everitt 1974, 199].

10 Die Orientierung auf die Anwendungspraxis und Publikation in einem
Ingenieurorgan ist wohl auch der Grund, obgleich keine Rechtfertigung
dafur, dafl dieser Artikel bei der Zusammenstellung von Maxwells “Scien-
tific Papers” durch W. P. Niven (Maxwell 1890) nicht mit aufgenommen
wurde.

11 Er eroffnete die Arbeit sogar durch eine Darstellung des Rankineschen
Satzes Uber das Gleichgewicht an raumlichen Fachwerken (Satz 1). Ge-
meint als Grundlage und Motivation fir die Dualitat ebener Fachwerke,
die Maxwell als Grenzfall hieraus ableitete, durfte diese Einfihrung wohl
wenig zur Motivation fiir Ingenieure gewirkt haben. Sie blieb ein blof§
theoretischer Aufhédnger, der in die Behandlung der ebenen Situation
dann nicht weiter hineinwirkte.

12 Damit waren natiirlich Schubkrafte etwa an Eisenbahnbriicken oder aus

Winddruck resultierende Seitenkrafte in diesem Rahmen zunachst ein-
mal nicht zu behandeln (siehe aber §7.3).
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In der Parallelebene zur Basis durch die Spitze und auf einer Parallelen
zu den aufleren Kraftlinien.

Maxwell verwies bei diesem Argument ausdriicklich auf die in (1864a)
aufgestellte These tiber die Aquivalenz der Zulassigkeit einer Figur mit
der Eigenschaft, Bild eines Eulerpolyeders ( x = 2 ) unter Zentralpro-
jektion zu sein, brauchte hier aber lediglich den trivialen aber richtigen
Teil der These: Das ebene zentralprojektive Bild eines Eulerpolyeders ist
eine zulassige Figur.

Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt im Prinzip aus der Bestimmt-
heit des zugrundegelegten Fachwerks, ist aber bei der zeichnerischen
Losung von der geschickten Wahl der Reihenfolge der Konstruktions-
schritte abhangig und nicht immer moglich. Dagegen ist die prinzipielle
Aussage von Lemma 1 nicht an bestimmte Fachwerke gebunden.

“The construction of such diagrams is easy, and affords a security against
errors, since if any mistake is made the diagram cannot be completed.”

(Maxwell 1869, 402)
(Jenkin 1869), vgl. §7.4.

Siehe den Verweis auf eine diesbeziigliche Mitteilung an die British Asso-
ciation for the Advancement of Science im September 1867 in (Maxwell
1870, 164). Unklar ist, ob Maxwell zu diesem Zeitpunkt direkt oder in-
direkt von Culmanns Programm erfahren hatte.

Zum Stand der topologischen Flachentheorie in den 1860/70er Jahren
vgl. [Scholz, 1980, Kap. 4].

An einem Beispiel dargestellt von Maxwell in (1870, 165f.).

Die von Maxwell angegebene Dualitat ist in homogenen Koordinaten
offenbar E = (ala az, as, aO) — Punkt 6 = (619 62, €3a 60) = (cal’ caz,
—ag, —a3)

C 0 0 0

. 0 C 0 0
§=TE mit T=|, o o4 _;
0 0 -1 0

Die von Maxwell zur Charakterisierung der Dualitdt zundchst angege-
bene bilineare Gleichung hat nun fiir einen Punkt z = (z,, z2, 3, o)
der Ebene E zur Folge:

2TE & :::TT“lﬁ & 216y + 228, — (2380 + Toé3) = 0.
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Und z liegt auf der ihm dualen Ebene, falls
tTT 'z & 22 + 22 = 2cz320;
also genau dann, wenn z auf einem Rotationsparaboloid liegt.

Elementare Konstruktion von ¢(E) zur Ebene E nach Einfihrung carte-
sischer Koordinaten z, y, z und Wahl von O = (0,0, ¢) durch Betrachtung
der Normalen ng von O auf E. Der Schnitt von ng mit der (z,y)-Ebene
sei (£,n). Dann ist

(P(E) = (67 7, —C).

Abbildung einer Geraden g etwa durch Betrachtung zweier Ebenen E, E’
mit ¢ = E- E' und Verbindung der Bildpunkte p(g) = ¢(E)-¢(E'). Die
Orthogonalprojektion von ¢(F) in die (z,y)-Ebene liegt in der Norma-
len von O auf E; entsprechend fiir E'. Die Orthogonalprojektion des
Bildes ¢(g) der Geraden liegt daher in der Orthogonalebene von O auf
g. Demnach ist sie orthogonal zur Orthogonalprojektion von ¢ in die
(z,y)-Ebene (Maxwell 1870, 168f.).

Diese Eigenschaft nitzte Foppl spater fur die Theorie der statisch be-
stimmten raumlichen Fachwerke (“Flechtwerke”) (Foppl 1880; 1900,
241fF.).

Maxwell diskutierte kurz die Konsequenz einer Annahme von n Lochern
im Inneren des Dreiecksnetzes. Das lieferte wegen x = 1 — n jedoch
v = —ez—3n, “verschlimmert” also die Unbestimmtheit der untersuchten
Fachwerkstruktur (Maxwell 1870, 175).

Vgl. Anm. 33.
Die Behauptung folgt unmittelbar aus
mf=2k, x=e—f+k=4-2n, v=2e—-k-3.
Natirlich lieBe sich die Relation weiter auswerten
u=0@4n=5+(m—4)%.

Also ist die Bestimmtheitsrelation gegebenenfalls doch erfillbar, wenn
4|(5 + (m — 4)(k/m)), also schon bei

m=5 k=5, K =3(modd), n= i(s +E)

usw.
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Dies liefle mdgliche geometrische Konfigurationen durchspielen (z.B. 14
nichtplane Funfecke auf einem Torus usw.). Die durch Projektion erzeug-
baren zulassigen ebenen Netze wéren jedoch wohl fiir Ingenieurzwecke
ungeeignet. Maxwell verfolgte diese Idee dementsprechend auch nicht
weiter.

Die sonstige Aufnahme dieser Maxwellschen Idee kann im Rahmen die-
ser Arbeit nicht weiter verfolgt werden, ware aber sicherlich weiterer
Untersuchung wert.

Vergleiche §6.3, Anm. 15, und §9.1.

Das war Cremonas Formulierung fiir eine Koordinatenwahl im projekti-
ven Raum derart, daf§ die schiefsymmetrische Korrelation T

E=(a1, az, as, ao)—) Punktfz({l,...,ﬁo)

die Normalform

0 k 0 O
-k 0 0 O
T= 0 0 0 1
0 0 -1 0

annimmt.

Eine Ausnahme bildete lediglich die - periphere Konstruktion der Bela-
stungskurve am elliptischen Bogen (vgl. §6.4).

Bow klassifizierte die Fachwerke nach den Gesichtspunkten bestimmt
(“class I”), kinematisch unbestimmt (“class II”), kinematisch iber-, sta-
tisch unbestimmt (“class III”) und sonstige, d.h. teils {iber-, teils unterbe-
stimmte etc. (“class IV”). Von den 137 in “class I” angegebenen Typen
ist jedoch eine, Nr. 125, nach dem Maxwellschen Kriterium tber be-
stimmte Dreiecksfachwerke, (§7.3, Satz 6) sofort als statisch unbestimmt
zu identifizieren.

Ein groflerer Teil der deutschsprachigen Literatur sprach jedoch von
“Cremona-Planen” (Ritter 1890, 8ff.), eine auch heute noch in der Lite-
ratur der Bauingenieure verwendete Bezeichnung.
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Maxwell etwa war als Wissenschaftler eher bekannter als Cremona, Cul-
manns Stellung fiir die Herausbildung des technischen Hochschulwesens
in der Schweiz, Osterreich und Siiddeutschland war in etwa, wenn auch
nicht vollig, vergleichbar mit der Cremonas in Italien. Maxwells Arbeiten
zur graphischen Statik bekamen ihre Wirksamkeit jedoch erst indirekt
durch spétere Darstellungen anderer Wissenschaftler-Ingenieure (Jenkin
1869, Bow 1873, Cremona 1872 usw.); Culmanns wurden gespalten auf-
genommen (vgl. §9.1).

Vgl. etwa die Literaturdiskussion “Die graphische Statik” von J. Wey-
rauch (1874), der an Cremonas Darstellung die “... Allgemeinheit und
Eleganz, wie man es von dem gefeierten italienischen Mathematiker er-
warten konnte . ..” und deren Bedeutung fir die “theoretische Entwicke-

lung der graphischen Statik” hervorhob (Weyrauch 1874, 375).

Cremona betonte die praktische Nutzbarkeit der Ergebnisse seiner Ana-
lyse durch ein langeres Zitat aus (Jenkin 1869), das auf die Entwicklung
der analogen Idee in Cochranes Ingenieurbiiro verwies (Cremona 1872,
§11, pp. 111f.).
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(Hs 2997:10) ist wahrscheinlich gegen Ende der 1860er Jahre geschrieben.
Das ergibt sich aus einem Vergleich mit (Culmann 1866, 1870, 1875).
Siehe dazu [Scholz 1984]. Die folgende Darstellung stiitzt sich in weiten
Teilen auf diese Auswertung.

Mit Orientierung durch Auswahl der Halbgeraden a4, soda$ das geord-
nete Paar (a4, grad(az + By)) mit der Orientierung der Ebene iiberein-
stimmt.

In (1866) rein synthetischer Beweis, in (1875) erginzt um die entspre-
chende analytische Betrachtung.

Vgl. (Culmann 1875, §§85ff.).
Das heifit, Kraft in der k-ten Kante des Seilpolygons.

Die Plickerschen Geradenkoordinaten sind bekanntlich so definiert, daf
in der projektiven Ebene ein Punkt [z¢, z1, z2] genau dann auf der
Geraden [£y, &1, &3] liegt, wenn

2
Z&xi =0

=0

Also in inhomogener Schreibweise mit Koordinaten (z,y) beziehungs-
weise (§,7) im Endlichen: '

z€+yn+1=0.
Entsprechend fir Plickersche Ebenenkoordinaten [£, ... ,£3]: Ein
Punkt [zg, ..., 3] liegt genau dann auf der Ebene, wenn
3
D =0
=0

gilt, beziehungsweise im Endlichen (zo # &, # 0; Koordinaten (z,y, 2)
beziehungsweise (£, 7, ())

z€+yn+2(+1=0.
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Fir einen im Unendlichen (zo = 0) gelegenen Punkt (0,z;, z2, z3) ist
die Inzidenz tliber den zugehorigen Punkt im Endlichen (z,y, 2) := (z1,
Zq, T3) auszudriicken:

z€1 +yn2 +2¢ =0.

Bis auf den konstanten Faktor sinw.

Zu Culmanns Plan fir Band 2 der Neuauflage der “Graphischen Statik”
vgl. (Ritter 1888, IIff.).

Nattrlich bei Cauchy komponentenweise geschrieben mit

3 3
Spurdy = 9yi (divT); = Z oL usw.

)
7 Oz; Oz;

i=1

Siehe dazu etwa [Todhunter/Pearson 1886, 319ff.; Timoshenko 1953,
108ff.; Truesdell 1968; Szabd 1976, 393ff. und die in Kiirze erscheinende
genauere Auswertung von A. Dahan-Dalmedico, von der ihr [1985] nur
eine erste Vorankiindigung ist.

Die erste theorieorientierte Aufnahme der Elastizitatstheorie in die In-
genieurwissenschaften scheint gegen Ende des Jahrhunderts einer &hn-
lichen “Bereinigung” unterworfen worden zu sein wie das Culmannsche

theoretische Programm (vgl. §9.2) [Timoshenko 1953, 238].

Auch Cauchy hatte wesentlich ein Drehmomentargument verwendet, je-
doch durch Betrachtung des Oberflachenintegrals iiber eine geschlossene
infinitesimale Flache (Cauchy 1827a). Bei Clebsch findet sich schon die
Elementarisierung des Arguments durch Diskussion der Oberflachenkraf-
te an einem Parallelepiped (Clebsch 1862, §3), das Culmann dann am
Tetraeder entwickelte.

Genauer: Culmann zeigte, dafl die Korrespondenz, die einer Ebene E
die Gerade ¥(FE) zuordnet, lings der die Kraft auf E wirkt, inzidenzer-
haltend ist (1875, 538f.). Weiter betrachtete er zu jedem ebenen Strah-
lenbiischel durch O das zugehérige Ebenenbiischel aus den Ebenen durch
die Normale zur Ebene des Strahlenbiischels. Die Zuordnung der Kraft zu
jeder dieser Ebenen und nachfolgende Projektion in die Ebene des Strah-
lenbiischels liefert nach Culmann eine involutorische Korrespondenz im

Strahlenbiischel (Culmann 1875, 540).
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Da der Spannungstensor T auf der Normalen des Schnittes operiert, ist
im ebenen Fall die von Culmann betrachtete Korrespondenz darstellbar

durch ¢ = T'p mit
0 1
-1 0

Da8 ¢ eine Involution ist, 2 = AId, folgt nun aus der Symmetrie von

T.

Culmanns Kréafteellipsoid (bzw. Kréfteellipse) war mit keiner der beiden
von Cauchy mit dem Spannungstensor T' verbundenen Quadriken iden-
tisch. Cauchy verwendete die Spannungsquadrik (Tz,z) = 1 und das
Spannungsellipsoid mit |Tz| = 1. Culmanns Krafteellipsoid war dagegen

{Ta| |2] = 1}.

Etwa bei der statischen Berechnung des mittleren Fachwerkbogens der
Miingstener Briicke (Rieppel 1897, 13271.).

Zu diesem Streit siehe etwa [Kotter 1901, 160ff; Pedoe 1975b; Gray 1987,
281F.).

Mobius verwies in der Vorrede zum “Barycentrischen Calcul” darauf, dafl
er erst bei Drucklegung seines Werkes von der Existenz analoger Studien
in der franzdsischen Mathematik erfahren hatte (1827, 11); dagegen war
ihm die &ltere Pol-Polaren Theorie einschliefilich Brianchons Ergebnis
natiirlich bekannt (1827, 367).

Mébius sprach in (1833) von einer “besonderen Art dualer Verhéltnisse
zwischen Figuren im Raum”, bei der jedem Punkt eine “Gegenebene”
und jeder Ebene ein “Gegenpunkt” zugeordnet wird. In (1837) fiihrte er
die Formulierung “Nullebene” und “Nullpunkt” ein; die betrachtete Re-
ziprozitat wurde durch von Staudt dann zur Abgrenzung von “gewohn-
lichen Polarsystemen” als “Nullsysteme” bezeichnet (Staudt 1847, 191).

Vgl. dazu auch [Ziegler 1985, 32ff.].

Dies entspricht in vektorieller Auffassung der bekannten Reduktion auf
einen resultierenden Kraftvektor £ und ein Drehmoment m, chne Mog-
lichkeit den Drehmomentanteil durch Translation wegzutransformieren.
Mobius verwendete in (1837) eine analoge implizit vektorielle Charak-
terisierung durch Streckenrechnung in cartesischen Koordinaten. Sind
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etwa die Krafte P; mit Angriffspunkten (z;, yi, zi) und deren “End-
punkte” (z; + X;, y; + Vi, zi + Z;) gegeben (1 < ¢ < n), dann wird das
Kraftesystem durch die 6 Parameter

A:———iXi, Bl:f:yi, Ci:Xn:Zz‘a
=1 =1 =1

L:= i(yizi - 2zY;), M:= i(ziXi —z;Z;),
i=1 =1

N:= ;(«’EiYi —y: X5)

charakterisiert. Gleichgewichtsbedingung ist:
A=B=C=L=M=N=0
(Mdbius 1837, 91f.).

Dies erlaubt ein graphisches Verfahren zur raumlichen Kréftezusammen-
setzung: Jede Kraft eines Systems wird in eine Komponente durch den
fest vorgegebenen Punkt P und eine in der fest vorgegebenen Ebene E
zerlegt; dann erfolgt die Zusammensetzung durch das Krafteparallelo-

gramm bezlglich P und ein Seilpolygon in E. So verfuhren etwa Cul-
mann in (1875, §57) und in seiner Nachfolge Féppl (1900, 113ff.). Siehe
§8.4.

Dies 1st eine zusammenfassende Formulierung fir die von Mébius einzeln
aufgefiihrten Inzidenz- und Involutionsaussagen (Mobius 1833, §§5, 11,
12, 15; 1837, §§85fL.).

Moébius’ Analyse erfolgte durch eine Rechnung, die sich in Vektorschreib-
weise folgendermaflen zusammenfassen 148t (vgli auch Anm. 21). Sei
a = (A,B,C) der Vektoranteil des Kraftesystems, m = j(L,M,N)
das Drehmoment mit der bei Orthonormalkoordinaten im euklidischen
Raum natirlich gegebenen Abbildung

iR —RAR?
Die beiden Krafte, durch die das Kraftesystem dargestellt wird, seien
p=(X,Y,2),p = (X'",Y', Z') mit den jeweiligen Angriffspunkten z, z'.

Dann sind die Bedingungen

p+p =a, zAp+z'Ap =m
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zu erfillen. Daher gilt auch
mA(zd' —z)=zApAz —2'ApAz=(p+p)A'Az=aAz' Az

Das entspricht Bedingung (*). Mobius’ Rechnung folgte — in anderer
Notation — genau diesem Aufbau (Mébius 1837, 97).

Insbesondere die Inzidenz PTy(P), ETy(E) fir jeden Punkt P und
jede Ebene E des Raumes.

Vgl. [Freudenthal 1974], auch beztiglich der spateren feineren Unterschei-
dung durch Bertcksichtigung von Automorphismen und Antiautomor-
phismen des Grundkorpers zusétzlich zu den linearen Abbildungen.

Von den 3 Schnittpunkten konnen zwei imaginar sein.

Pliicker entwickelte dariiberhinaus in seiner “Neuen Geometrie des Rau-
mes” (1868, 25ff.) in seinem Konzept des “linearen Komplexes” einen
weiteren geometrischen Gesichtspunkt der Nullsystem-Korrelationen.
Dabei charakterisierte er eine solche Korrelation durch die Gesamt-
heit der sich selbst dualen Geraden (“Nullgeraden”). Deren Pliicker-
Koordinaten erfiillen eine lineare Bedingung, bilden also einen “linearen
Strahlenkomplex”. Siehe dazu [Ziegler 1985, 66ff.]. Obwohl Plickers “li-
nearer Komplex” fir eine statische Interpretation eher geeignet ist als
die Staudtsche “Ordnungskurve”, nahm Culmann keinen Bezug darauf.
Ihm scheint Plickers Spatwerk unbekannt geblieben zu sein.

Vergleiche Anm. 6.

Umgekehrt gilt namlich, wenn ¢ bekannt ist, bei Reduktion des Krafte-
systems auf eine Komponente pp durch einen vorgegebenen Punkt P
und eine Kraft pg in einer vorgegebenen Ebene E:

a) Wird P variiert (das entspricht einer Variation der Richtungslinie
og in E), so schneidet die Wirkungslinie von pp die Ebene E stets
im Punkt ¢(E).

b) Wird FE variiert (das entspricht einer Variation der Richtungslinie
von pp bei festem P), dann ist pg offenbar immer der Schnitt von

E und 9(P).

Culmann tber Cremona (1875, V), siehe §8.2.
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Im deutschsprachigen Raum (einschlieflich B6hmen/Prag, deutschspra-
chiger Schweiz und Osterreich) etwa (Ott 1870, 1884/85; Bauschin-
ger 1871; Winkler 1872; Weyrauch 1874; Mohr 1875; Culmann 1875;
Miiller-Breslau 1881; Hauck 1887; Ritter 1888-1906; Foppl 1900), in
GroBbritannien (Jenkin 1869; Bow 1873; Graham 1883; Hoskins 1892;
Dobbs 1897), in Frankreich (Lévy 1874; Maurer 1882; Koechlin 1889)
und die Ubersetzung (Cremona 1885), in Italien (Cremona 1872; Favaro
1877; Padeletti 1879; Saviotti 1885, 1888), in den USA (Du Bois 1875;
Eddy 1877, 1878) und in Skandinavien neben anderen (Zeuthen 1877).
Es handelt sich hier nattrlich nicht um eine vollstandige Publikationsli-
ste zur graphischen Statik; sie reicht aber vielleicht dazu, die internatio-
nale Breite der Beschaftigung mit diesem Problenfeld zu dokumentieren.
(Nicht alle Publikationen von mir eingesehen.)

Beide schrieben auf der Grundlage ihrer Vorlesungen spater vielbeachtete
Lehrbiicher (Reye 1868, Fiedler 1871, 1875).

Vgl. §6.3, Anm. 15.

Der Einflu8 nach Deutschland wirkte insbesondere tiber F. Klein, der sich
in seiner Erlanger Zeit (1872-1875) und spater in Miinchen (1875-1880),
Leipzig (1880-1886) und Gottingen (1886-1913) fiir die Einfithrung von
Kursen in darstellender Geometrie fiir Mathematikstudenten sowie in
graphischer Statik und allgemein angewandter Mathematik fur Lehr-
amtsstudenten einsetzte. Klein stand zwischen 1872 und 1893 in Brief-
wechsel mit Fiedler, erhalten im Fiedler-Nachla8 (19 Briefe, eine Karte,
Codex Ms Fiedler Hs 87:574-593). Eine Zusammenfassung der Briefe
findet sich in [Wild 1958, 68, 126-129]. Vgl. auch §6, Anm. 15.

Frithere Uberlegungen in diese Richtung finden sich schon bei Clebsch
(1862) und bei Maxwell (1864b), dessen Arbeit jedoch weitgehend un-
beachtet blieb [Timoshenko 1953, 204ff.; Niles 1950].
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Mohrs Ergebnis folgt etwa aus der Bedingung stationdrer Forménde-
rungsarbeit E wie folgt:

E =(5,Al) = (8, Al') + (5", Al")
— (SI’SI . 7',) + (S", Sll . ,,Jf)
=(S+US",(S+US")-r')+(8",8"-+").

Ableitung der Energie nach S” ergibt:
dE\sy(2) =22,'USr) + 2(Z, 'UUSy -r') +2(Z, Sy - ')
E wird also stationar fir S mit
tUS.r' + WWUSY v + S -" = 0.

Mohr stand nattirlich die Matrixschreibweise nicht zur Verfigung; er
rechnete komponentenweise. Dariiberhinaus ist dies auch methodisch
eine Umformulierung. K.-E. Kurrer wies mich darauf hin, daf} die Va-
riationsprinzipien der elastizitatstheoretischen Baustatik aus zwei —
auch historisch - unterschiedlichen und komplementaren Gesichtspunk-
ten entwickelt werden konnen, dem “Prinzip der virtuellen Krafte”
oder dem “Prinzip der virtuellen Verschiebungen” (siehe auch [Kurrer
1987a]). Mohrs Argument basierte auf dem letzteren, wahrend Argu-
mente stationarer Energiezustidnde unter das erstere subsumiert wor-
den wiren (“Krafte” noch im Sinne “lebendiger Kréfte” alias Energiebi-
lanzénderungen). Weitere Untersuchungen zu diesem Thema waren sehr
winschenswert (vgl. §6, Anm. 2).

Mohr machte durch die Behandlung der Elastika als Seilkurve die Ana-
lyse elastischer Verformungen durch graphisch-statische Methoden erst
moglich (Hinweis von K.-E. Kurrer). Dariiberhinaus verbesserte er die
von Culmann begonnene graphische Représentation des ebenen Span-
nungszustandes elastischer Baumaterialien (Mohr 1882; Culmann 1866,
224fF.). Sie diente ihm zur graphischen Darstellung von Scherkraften in
Querschnitten eines gebogenen Balkens und bekam ab den 1880er Jahren
in der empirischen und konstruktiven Festigkeitslehre grofie Bedeutung
[Timoshenko 1953, 285ff.]. Projektiv-geometrische Konzepte spielten da-
bei aber keine Rolle mehr.

Wilhelm Ritter erkrankte 1902 schwer. Der letzte Band seines Werkes
(Ritter 1906) wurde nach seinen Aufzeichnungen von seinem Sohn H.
Ritter ediert, wahrend er an sein Krankenbett gefesselt war.
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“Altere technikwissenschaftliche Disziplinen” heifit hier aufbauend auf
wissenschaftliche Kenntnisse und industrielle Praktiken, die zu Jahrhun-
dertbeginn schon in wesentlichen Ziigen vorlagen. Das Muster gilt also
etwa nicht fiir die Elektrotechnik.

Etwa (Weisbach 1846).

Etwa (Karmarsch 1837). Zu Karmarschs (1803-1879) Bedeutung fiir
die Entwicklung der Polytechnischen Schule Hannover siehe [Manegold
1970]. Vgl. auch [Kurrer 1987b].

Dem theoretisch-wissenschaftlichen Griindungskonzept des Eidgenossi-
schen Polytechnikums entsprach eine Konzentration theorieorientierter
Technikwissenschaftler in den ersten Jahrzehnten nach dessen Griin-
dung: Culmann (1855-1880), Reaulaux (1855-1863), Zeuner (1855-
1871). Dazu kam eine entsprechende Berufungspraxis in den Grundla-
genfachern, insbesondere der Mathematik: Dedekind (1858-1862), Chri-
stoffel (1862-1869), H.A. Schwarz (1869-1875), Frobenius (1875-1892),
Schottky (1882-1892) und Fiedler (1867-1908) — in der Physik nicht zu
vergessen R. Clausius (1855-1867) [Urner 1980].

Das erste Materialprifungslabor einer Hochschule wurde 1871 von J.
Bauschinger an der Technischen Hochschule Miinchen in Zusammen-
arbeit mit der Maschinenfabrik Nirnberg eroffnet [Timoshenko 1953,
276ff.]. Es folgten Berlin (1871), Wien (1873), Ziirich (1879 — Tetmajer)
und Stuttgart (1879 — Bach). Ab dieser Zeit entwickelte sich auch eine
enge Verbindung zwischen den entstehenden Industrie- und Hochschul-

laboratorien [Manegold 1969).

Im deutschen System wie international dominierte bis in die 1870er Jahre
die Technikerausbildung fiir den Staatsektor (einschlieBlich Eisenbahn-
bau), wihrend erst in den 1880er Jahren der Ubergang zur priméren
Ausrichtung auf die Ausbildung von Ingenieuren fiir den privaten Sektor
erfolgte. Diese von P. Lundgreen in seinen Diskussionsbeitriagen auf dem
17. Internationalen Kongref fiir Wissenschaftsgeschichte 1985 vertretene
Einschatzung korrespondiert gut mit Manegolds Beobachtung der engen
Verbindung zwischen Technischen Hochschulen und privater Industrie
beim Aufbau der technischen Laborforschung ab den 1870/80er Jahren.
Vgl. Anm. 13.

Mohrs Beitrag (1875) markiert etwa den Beginn einer offenen kritischen
Auseinandersetzung mit Culmanns Theoretisierungsprogramm. Hinzu
trat in den 1880er Jahren ein Streit zwischen Mohr und Miller-Breslau
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um die Grundlegung der klassischen Baustatik [Kurrer 1987a]. — Hin-
weise auf die zeitliche und sachliche Distanz zwischen der Umorientie-
rung der Bauwissenschaften und des Maschinenbaus verdanke ich T.
Hanseroth und K.-E. Kurrer.

Die Konfrontation wurde unter anderem durch die Weltausstellung 1893
in Chicago vermittelt und schlug sich im Eindruck nieder, den insbe-
sondere die US-Exponate auf deutsche Ingenieure machten. Das Kon-

kurrenzmotiv fand direkten Eingang in die “Aachener Erklarung” des
VDI:

“ .. Es handelt sich also jetzt nicht um sogenannte akademische Erorte-
rungen tber die Ausbildung der Ingenieure, sondern wir stehen einer
driickenden Notwendigkeit gegeniiber, welche uns der Wettbewerb des
Auslandes in Verbindung mit unseren vielfach schwierigen Verhaltnissen

auferlegt. Es heisst jetzt einfach, sich der eigenen Haut zu wehren ...”
(VDI 1895a, 1212)

Uber die Rolle Felix Kleins im Hintergrund der Meinungsbildung im VDI
vgl. [Manegold 1970, 1361F.].

Neben den Artikeln von A. Riedler (1895, 1896), der sich zum — haufig
polemischen und etwas konfusen — Sprecher der “Ingenieurbewegung”
machte, ohne jedoch die instrumentalistische Verkilirzung von Theorie
und Mathematik in den Technikwissenschaften inhaltlich voll mitzutra-
gen, siehe etwa die in Anm. 19 angegebenen Diskussionsbeitréage.

Die instrumentalistische Position findet sich in verschiedenen Varian-
ten bei (Briickmann 1895, Mohr 1897). Dagegen steht die Position von
Mathematikdozenten an den Technischen Hochschulen (Dyck/Henne-
berg/Krause 1897, Henneberg 1897), die von 7 Ingenieurwissenschaft-
lern in einem gemeinsamen Schreiben mit gewissen Einschriankungen
unterstitzt (Dietz u.a. 1897), jedoch in einer weiteren Erklarung von
44 Ingenieurwissenschaftlern etwa so radikal wie von Mohr angegriffen

wurde (Arnold u.a. 1897).

Siehe unter institutionellem beziehungsweise methodischen Gesichts-
punkt [Manegold 1969, 1970; Braun 1977], unter dem der Mathema-
tik [Hensel/Purkert 1986/87] und insbesondere die materialreiche und
sorgfaltige Studie [Hensel 1987a, b]. W. Purkerts Vortrag iiber das
Thema in Bielefeld im Juni 1985 sowie Gesprachen mit ihm verdanke
ich viele wertvolle Hinweise.

Vgl. dazu etwa A. Stodolas Vortrag auf dem 1. Internationalen Mathe-
matikerkongre8 in Ziirich (Stodola 1897).
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Die Akzentverschiebung in Foppls Darstellung gegeniiber Culmann
konnte u.U. ein indirekter Niederschlag des von Pliickers Auffassung des
“linearen Strahlenkomplexes” gepragten “geometrischen Mechanik” der
zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts sein. — Vgl. dazu [Ziegler 1985].

Momente als “freie Vektoren”, Krafte als “linienfliichtige Vektoren”, d.h.
an die Wirkungslinie gebunden. Analytische Darstellung komponenten-
weise, ahnlich wie schon bei Mdbius (vgl. §8.3) (Foppl 1900, 120fF.,
140fT.).

Hilbert verteidigte an dieser Stelle die Cantorsche Mengentheorie ge-
gen Angriffe aus dem intuitionistischen Lager durch Hinweis auf deren
Fruchtbarkeit. Er charakterisierte dabei “Fruchtbarkeit” einer Theorie
durch die Fahigkeit, vor Entwurf der Theorie schon gestellte Probleme
zu 16sen (gewissermafen die historisierte Variante von (%)) und ein in-

haltliches Aquivalent zur Bedingung () (Hilbert 1926).

Das ging wiederum ein bis zwei Jahrzehnte spéter (also in der “Kon-
solidierungsphase”) bis zu einer gezielten Ausarbeitung geeigneter ma-
thematischer Grundlagen aus dem baustatischen Kontext heraus, ins-
besondere mit dem Ziel der Gewinnung praktikabler Lésungsmethoden
linearer Gleichungssysteme (Hertwig 1912, Pirlet 1909 u.a.) — Hinweis
von K.-E. Kurrer.

Das erscheint mir als die wahrscheinlichere Variante. Die Entscheidung
daruber, welche der Varianten historiographisch korrekter ist, muf} aller-
dings anderen Untersuchungen iberlassen bleiben.
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Ahnliches gilt dariiberhinaus fiir die Ausbildung vektorieller Systeme
(vgl. §§2.1, 2.2).

Diese Formulierung ist einer Passage entliehen, in der Herbart die Be-

ziehung von Philosophie und Einzelwissenschaften diskutierte (Herbart
1807, 230).

Natiirlich war der weiterreichende Erfolg in der modernen Kristallogra-
phie des 20. Jahrhunderts ganz wesentlich von der Entwicklung rontge-
nometrischer Methoden und den neuen Méglichkeiten empirischer Beob-
achtung abhangig. Er ist also durch die theoretische Fruchtbarkeit der
Mathematisierung allein nicht zu erklaren (vgl. §5.6).

“Regelmassige Ungleichformigkeit im Innern eines Korpers nennen wir
Structur.” (Frankenheim 1826, 498)

Berichtet etwa von Courant in (1981, 164).

Die zweitgenannte Abdnderung (“abgewandt-angewandt”) verweist
stattdessen eher auf ein Stiick wissenssoziologischer Wahrheit.

In der Diderot-d’Alembertschen “Encyclopédie” wurden die Gebiete
der “Mathématiques mixtes” auch als “Physico-Mathématiques” klas-
sifiziert (Statik, Dynamik, Optik, Astronomie, Geographie, Harmonie-
lehre, Akkustik, sowie “Mutmafungskunst” als Vorlaufer der Wahr-
scheinlichkeitstheorie) und auf die Probleme hingewiesen, die aus der
notwendigen Kombination empirisch-phanomenologischen Wissens mit
mathematisch-ableitender Argumentation entspringen (Encylopédie
175111.). Haliys Gewinnung der 18 elementaren Kristallformen (die den
“hypothetischen Kernen” entsprachen) kann als ein schones und typi-
sches Beispiel der “mathématiques mixtes” in unserem Kontext angese-
hen werden — vgl. §1.2.

Vgl. dazu auch §11.1.

Vom Standpunkt der Mathematik als eigenstindiger Wissenschaft ist
dabei auch schon die Verfolgung der Erkenntnisziele einer anderen Wis-
senschaft als heteronome Anbindung an einen vorgegebenen Zweck zu
verstehen. Dies ist frei von einer a-priori Wertung zu verstehen.
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10 Es liele sich also zwischen “stark fremdreferentiellem” mathematischen
Wissen, das von Begriindung und Bedeutung des Aufenbezuges bedarf,
und “schwach fremdreferentiellem”, das selbstreferentiell begriindet ist,
aber seine Bedeutung erst aus der Fremdreferenz bezieht, unterscheiden.
Dies ist nicht mit der Situation zu verwechseln, dafl eine mathematische
Theorie sowohl innerhalb der Mathematik als auch im Auflenbezug Be-
deutung besitzt oder gewinnt (das liee sich vielleicht einmal provisorisch
als “bireferentiell” bezeichnen).

11 Nicht ganz zutreffend Ende des 19. und Anfang unseres Jahrhunderts als
“Arithmetisierungstendenz” bezeichnet. Vgl. auch die weiteren Bemer-
kungen dazu in §11.

12 Um nur einige der jingeren Zeit zu nennen: Heaviside-Diracsche §-
Funktion [Liitzen 1982, Kap. 4.20], die weiterverwendeten Leibnizschen
Differentiale in technikwissenschaftlichen oder heuristisch-physikalischen
Arbeiten, divergente Reihen der Quantenfeldtheorie usw.

13 So machte Fedorov bei der Verwendung des Gruppenbegriffs nicht mit
und gab eine heteronom begriindete Einschrankung der von ihm als we-
sentlich angesehenen Pflasterungen durch seine Parallelitatshypothese

(§5.4).

Anmerkungen zu §11

1 Das wurde anfangs keineswegs als im strikten Gegensatz zur fremdrefe-
rentiellen Bedeutsamkeit der mathematischen Theorien angesehen, son-
dern als eine notwendige Erganzung.

2 [Gray 1979, Toth 1980, Kotter 1901, Reich 1979]

3 Vgl. etwa die scharfe Kritik an Cauchys Konzept fiir die Fundierung der
Analysis, die dieser in den Kursen der Ecole Polytechnique zu entwickeln
begann [Belhoste 1985, 107f.], oder auch die Neigung, selbstreferentiell
ausgerichteten Arbeiten einen “angewandten” Titel voranzustellen, wie
es etwa Cauchy bei seiner Untersuchung tiber die Diagonalisierbarkeit
symmetrischer Matrizen tat [Hawkins 1975, 21].
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GauB bildete in dieser, wie in nahezu jeder anderer Hinsicht, eine monu-
mentale Ausnahme.

Der herausragendste unter ihnen war zweifelsfrei B. Riemann (1826-

1866).
Etwa bei der oben angefihrten Polemik Jacobis gegen Fourier.
Vgl. dazu [Jahnke 1982; Eccarius 1976, 1977 u.a.].

Der Vergleich zwischen der Kameralistik- Ausbildung und einem Studium
an der Ecole Polytechnique sowie nachfolgender Spezialschule ist keines-
wegs schief, wie es auf den ersten Bilck erscheinen mag, da auch die
letztere neben der Selbstrekrutierung von Naturwissenschaften, Mathe-
matik und technischen Fachern im wesentlichen der Ausbildung hoherer
Staatsbeamter diente.

Jahnke in Anlehnung an eine Beobachtung Gillispies tiber die Bedeutung
naturwissenschaftlichen Wissens fiir die industrielle Revolution [Jahnke

1982, 99ff.; Gillispie 1957].
[Brock 1975; Richards 1979; Todt 1979b; Scholz 1980, 100fF.]

[Dieudonné 1974, 42ff., Reich 1979; Struik 1934; Vincensini 1972; Pont
1974; Scholz 1980]

[WuBling 1969; Purkert 1971, 1972, 1973; Edwards 1980]

Es scheint unwahrscheinlich, dafl in anderen europaischen Landern uber-
haupt keine entsprechende Anpassungsprobleme auftraten; jedoch wur-
den sie allem Anschein nach weniger lautstark und konfliktreich bewal-
tigt. Die im folgenden mehrfach zitierte Studie L. Pyensons [1983] ist
insgesamt sehr stark, meines Erachtens zu stark, auf die kulturelle und
soziale Seite des entstehenden Konflikts im deutschsprachigen Raum aus-
gerichtet und vernachlissigt die kognitiv-disziplinire Seite zu sehr.



Anhang

Anhang 1: Uberblick Kristallographische Raumgruppen

Dieser Anhang enthalt einen knappen Abrifl der Klassifikation und der erwei-

terungstheoretischen Konstruktion kristallographischer Gruppen. In Hinsicht
auf die historischen Arbeiten des 19. Jahrhunderts wird auf die Konzepte
der geometrischen Theorie besonderer Wert gelegt. Vieles 148t sich natiirlich
heute leichter verstehen, wenn Grundideen der arithmetischen Theorie und
der Gruppenerweiterungen hinzugezogen werden. Da andererseits aus den
modernen Darstellungen in der Regel die klassische Theorie mit ihrem geo-
metrischen Zugang zu den zentralen Konzepten verschwunden ist, wird man
in diesem Anhang eine sonst wohl selten anzutreffende Kombination der geo-
metrischen und der arithmetischen Aspekte der kristallographischen Raum-
gruppen finden. Dazu gehért auch die Verwendung einer an einigen Stel-
len von der Literatur etwas abweichenden Terminologie. Die betreffenden
Stellen sind entsprechend gekennzeichnet. Ich hoffe, daf diese Abweichungen
nicht zur terminologischen Konfusion fithren, sondern dazu beitragen, da8 die
Beziehungen und Unterschiede zwischen modernen (arithmetischen) und hi-
storischen (geometrischen) Klassifikationskonzepten der kristallographischen
Symmetrien klarer hervortreten.

Aufbau von Anhang I1:

1.1 Grundlegende Begriffe

1.2 Geometrische Klassifikation
1.3 Arithmetische Klassifikation

1.4 Geometrische Erweiterungen
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1.1 Grundlegende Begriffe

Im folgenden sei G stets eine diskrete Untergruppe der Isometriegruppe
Isom(E’) 2 R" + O(n,R) und T < G der Normalteiler der Translationen
in G, T' = GNR". G operiert also diskontinuierlich und sogar eigentlich
kontinuierlich mit Fundamentalbereich auf E™. Dabei konnen wir ausgehen
von

Definition 1:

a) G < Isom(E™) heifit genau dann diskontinuierlich (genauer: operiert
diskontinuierlich auf E™), wenn alle Punktorbits G(z) fiir z € E™ ohne
Haufungspunkt sind.

b) G heiit genau dann eigentlich diskontinuierlich, wenn fir z,y aus ver-
schiedenen G-Orbits stets Umgebungen U von z, U' von y existieren,

sodaB G(U)NU' = 0.

In unserem Fall konnen wir auf die sprachliche Unterscheidung zwischen
diskret, diskontinuierlich und eigentlich diskontinuierlich weitgehend verzich-
ten, weil E® = Isom(E")/O(n,R) homogener Raum zur lokalkompakten
Gruppe Isom(E™) und der kompakten Untergruppe O(n, R) ist, und daher
hier diese drei Attribute aquivalent sind.

Offensichtlich kann es in einer diskontinuierlichen Gruppe keine beliebig
kleine Translationen geben; das heiBt, es gibt stets ein € > 0, sodaB [¢t| > e
fir alle Translationen ¢ € I'. Dariiberhinaus gilt sogar

Lemma 1:

Eine diskontinuierliche Translationsgruppe I' < Isom(E™) ist endlich er-
zeugte, freie abelsche Gruppe mit rang(T") < n.

In der Kristallographie spielen nun aufgrund der 3-fachen Periodizitat
des Aufbaus der kristallinen Materie (bei n = 3) diejenigen diskontinuierli-
chen Gruppen eine ausgezeichnete Rolle, deren Translationsuntergruppen ein
Gitter im E™ (im strikten Sinne) bilden, d.h. von maximalem Rang sind. Das
ist der Grund fiir

Definition 2:

a) Eine diskontinuierliche Gruppe G < Isom(E™) heifit genau dann kri-
stallographische Raumgruppe (kurz: n-dimensionale Raumgruppe), wenn
ihre Translationsuntergruppe I' von maximalem Rang ist, also rang(T") =
n.

b) Eine diskrete Translationsgruppe maximalen Rangs im E™ oder IR™ heifit
(Translations-) Gitter.
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Es gibt verschiedene andere Moglichkeiten, kristallographische Raum-
gruppen unter den diskontinuierlichen Isometriegruppen auszuzeichnen. Die
wichtigsten davon ergeben sich aus

Lemma 2 (Bieberbach):
Folgende Bedingungen sind fiir eine diskontinuierliche Gruppe G von Isome-
trien im E™ mit Translationsuntergruppe I" aquivalent:

(i) T bildet ein Gitter.
(ii) T ist maximal abelsch.

(iii) E™ ist als G-Modul unzerlegbar.

(iv) Der Fundamentalbereich von G ist relativ kompakt.

Nun gibt es nattirlich sehr viele kristallographische Gruppen, die sich
“nicht wesentlich” unterscheiden, zum Beispiel wenn es eine Gitterisomorphie
gibt, deren affine Fortsetzung auf E™ einen Isomorphismus der Raumgruppen
induziert. Diese Uberlegung fithrt auf den Anfang von

Definition 3:
Zwei kristallographische Raumgruppen G, G' heifilen genau dann

a) vom selben Raumgruppentyp, wenn sie in der affinen Gruppe Aff(E™)
konjugiert sind;

b) vom selben eigentlichen Raumgruppentyp, wenn sie in Afft(E™), also
orientierungserhaltend affin, konjugiert sind;

c) enantiomorph, wenn sie affin, aber nicht orientierungserhaltend affin kon-
jugiert sind.

Enantiomorphe Gruppen repriasentieren die Symmetrien von Kristall-
strukturen, die sich zueinander in gewissem Sinne spiegelbildlich verhalten.
Raumgruppen ein- und desselben Typs konnen sich auer durch die Lage
insbesondere auch durch metrische Parameter des Gitters unterscheiden. Je-
der Raumgittertyp enthalt also unendlich viele einzelne Raumgruppen (sogar
eine “mehrfach unendliche”, stetig parametrisierbare Schar).

Von metrischen Parameter zu reden, hat nur unter Bezug auf Gitterba-
sen Sinn, die in spezifischem Sinne normiert sind. Dabei ist zu beachten, daf
in der kristallographischen Literatur schon eine Basis {a1, ..., a,} des R",
deren additive Hillle im Gitter T liegt, als kristallographische Gitterbasis be-
zeichnet wird. Wird I' davon erzeugt, handelt es sich also im mathematischen
Sinne um eine Basis des Gitters, so ist von einer primitiven Basis die Rede
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[Wondratschek 1983, 715]. Die konvexe Hiille einer kristallographischen Ba-
sis ay, ..., an im R" wird als Finheitszelle (bezuglich der Basis) bezeichnet.
Zur Beschreibung eines kristallographischen Musters, das heiflt eines geome-
trischen Objektes, das unter der Operation einer Raumgruppe G invariant
ist, reicht es offensichtlich aus, das Muster innerhalb einer Einheitszelle zu
kennen. Daraus entsteht das gesamte Muster durch n-fach periodische Fort-
setzung.

Im mathematischen Sinne gibt es natiirlich unendliche viele Méglich-
keiten zur Basiswahl im Gitter (Koordinatenwechsel durch GL(n, Z)). Die
genannte Normierung der Gitterbasis (im mathematischen Sinne) erfolgt am
einfachsten uber die Bestimmung einer Minimalbasis im Sinne von

Definition 4:
Eine Minimalbasis a1, ..., a, des Gitters I' im IR" entsteht rekursiv durch n
Schritte folgender Art:

— Auswahl eines Elementes a; von I' < R™ minimaler Lange (beziiglich
der euklidischen Metrik),

- sind ay, ..., a; als Elemente der Minimalbasis bestimmt, so wird a4,
aus den Gitterelementen minimalen Abstandes zur linearen Hiille (a;,
..., ak) ausgewahlt.

Eine reduzierte Basis kann nun wie in der arithmetischen Reduktions-
theorie positiv definiter quadratischer Formen durch weitere Normierung un-
ter den nun noch vorhandenen Auswahlmoglichkeiten der Minimalbasen aus-
gezeichnet werden [Engel 1986, 46ff.; Burckhardt 1947, 94fF; Bachmann 1923,
180fF; Klemm 1982, 161]. Damit ist ein Gitter in unserem Kontext durch
einen von der Gittersymmetrie abhangigen Satz reeller metrischer Parame-
ter determiniert. Ist ein Raumgruppentyp vorgegeben, so sind Kristallklasse
und die Erweiterungsdaten (s.u.) festgelegt. Die Variation der Raumgruppen
innerhalb desselben Raumgruppentyps wird also im wesentlichen durch die
Gitterparameter und zusétzlich noch die Lage des Gitters (Konjugation in

Isom(E™)) erfafit.

Der Ubergang zum Standpunkt der Raumgruppentypen reduziert den
Spielraum der verschiedenartigen Objekte betrachtlich. Das zeigt

Theorem 1 (Bieberbach; Fedorov/Schoenflies; Brown/Kohler):
a) In jeder Dimension n gibt es nur endlich viele kristallographische Raum-
gruppentypen.
b) Fir n = 2 gibt es 17 eigentliche Raumgruppentypen; fiur n = 3 gibt es
219 Raumgruppentypen und 230 eigentliche Raumgruppentypen.
c) Fir n =4 gibt es 4783 Raumgruppentypen und 4895 eigentliche Raum-
gruppentypen.
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Interessanter als die blolen Anzahlen sind natirlich Informationen iiber
Eigenschaften und Beschreibungsmoglichkeiten von Raumgruppen, die neben
anderem auch deren Konstruktion erméglichen. Dabei sind zwei grundsatz-
lich verschiedene Zugénge mdglich, ein geometrisch-algebraischer, der fir die
Félle n = 2,3 entwickelt und angewendet wurde (Schoenflies 1891a) und ein
arithmetisch-algebraischer, der fiir n = 3 gewisse formale Vorteile hat (al-
lerdings ohne den geometrischen Aspekt etwas kahl bleibt)[Burckhardt 1947;
Klemm 1982], leichter auf den n-dimensionalen Fall {ibertragbar ist und fiir
n = 4 auch den technischen Rahmen zur konstruktiven Klassifikation geliefert
hat.

Im folgenden konnen nur kurz einige Grundbegriffe der beiden Zuginge
resiimiert werden. Der geometrische Zugang ist im Kontext der hier vorliegen-
den Studie von ausschlaggebender Bedeutung; der arithmetisch-algebraische
ist hingegen in der heutigen mathematisch-kristallographischen Literatur aus
guten Grinden dominant, sodaf er in diesem Kurzresiimee ein grofleres Ge-
wicht bekommen muf) als in der historischen Darstellung. Fir genauere In-
formation siehe die entsprechende Fachliteratur [Burckhardt 1947; Klemm
1982; Schwarzenberger 1980; Brown e.a. 1978 und andere].

1.2 Geometrische Klassifikation der kristallographischen Raumgruppen

1.2.1 Geometrische Kristallklassen

Aufgrund der Inklusionen einer Raumgruppe G und ihres Gitters I' in
Isom(E™) ist die Faktorgruppe G/I' in natirlicher Weise einer orthogona-
len Gruppe isomorph:

0 — R* — Isom(E") £ Isom(E")/R"=O(n,R) — 0

T T T
T 7 T
0 0 0

Definition 5a:
Der orthogonale Anteil der Raumgruppe G wird gegeben durch p(G) & G/T
mit p(G) < O(n, R) wie oben.

Affine Konjugation der Raumgruppen zieht fiir die orthogonalen Anteile
Konjugation in O(n, R) nach sich. Man wird also zu entsprechenden Aquiva-
lenzklassen iibergehen. Andererseits sind in unserem Kontext nicht alle Kon-
jugationsklassen orthogonaler Gruppen relevant, da p(G) bei Konjugation
stets ein Gitter invariant 138t und dies nicht fiir alle orthogonalen Gruppen
der Fall ist. Wir konnen uns also im folgenden so einschrénken, wie in
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Definition 6a:

Eine Konjugationsklasse K von Untergruppen K in O(n, R) heiit genau
dann geometrische Kristallklasser (der Dimension n), wenn K ein Gitter T
invariant 1a8t, das heifit: Zu jedem K aus K gibt es ein Gitter I' mit

ala™' =T fiir alle a € K.

Die hier gegebene Definition ist ein wenig “altmodisch”. In der neueren
Literatur ist es Uiblicher statt der Konjugationsklassen orthogonaler Gruppen
die zugehorigen Raumgruppentypen als “Kristallklassen” zu bezeichnen. Das
entspricht dann der

Definition 6b:

Ist K Konjugationsklasse von Untergruppen K von O(n, R), die ein Gitter T
invariant lassen, so wird als geometrische Kristallklasser; von K die Menge
aller Raumgruppentypen G mit p(G) = K bezeichnet.

Andererseits 148t sich damit die Zuordnung eines “orthogonalen Anteils”
konsistent auf Raumgruppentypen tibertragen.

Definition 5b: Der orthogonale Anteil eines Raumgruppentyps G ist die
(geometrische) Kristallklasser des orthogonalen Anteils p(G) eines Représen-
tanten G von G.

Die beiden Sprachverwendungen der Definitionen 6a, 6b erginzen sich
gegenseitig. Die Angabe einer Kristallklasse durch die orthogonale Gruppe
K erlaubt es, je nach Kontext darin einen Bezeichner fir Kristallklasseny
oder fur Kristallklassenry zu lesen. Das reduziert den sprachlichen Aufwand
und macht Beziige leichter formulierbar. In unserer historischen Darstellung
sind in der Regel geometrische Kristallklassen; gemeint, wenn einfach von
“Kristallklassen” die Rede 1st. Der Leser kann mit der Assoziation K;—-Kr
spielen, sollte aber den historischen Kontext im Auge behalten. In dhnlicher
Weise werden im folgenden haufig Doppel- (oder sogar Vierfach-)Erklarungen
angegeben.

Erfreulicherweise gelten fiir die geometrischen Kristallklassen zwei starke
Endlichkeitsaussagen.
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Theorem 2:

(i) Die geometrischen Kristallklassen werden durch endliche Untergruppen
von O(n, IR) repréasentiert.

(ii) Die Anzahl der geometrischen Kristallklassen der Dimension n ist end-

lich.

(iii) Speziell fir n = 2 gibt es 10 Kristallklassen, fiir n = 3 sind es 32 (vgl.
auch Anhang 2, Tab. 9).

Die Endlichkeitsaussage (i) folgt aus der Diskontinuitatsbedingung von
G, die auch Diskontinuitdt von K < O(n,R) zur Folge hat. (ii) folgt aus
der Endlichkeit der Anzahl endlicher Untergruppen von GL(n,Z) und der
Erweiterungstheorie (s.u.). Die Begriindung von (iii) erfordert die detaillierte
Auswertung der Gitterinvarianz fiir die zulassigen Rotationen in O(2, R) bzw.

O(3, R).
1.2.2 Holoedriegruppen und Kristallsysteme

Ein Gitter T’ einer Raumgruppe G gegebenen Raumgruppentyps G kann sel-
ber auf seine maximale orthogonale Symmetrie Hr unter Konjugation in
Isom(E™) untersucht werden. Es zeigt sich, da8 innerhalb eines Raumgrup-
pentyps die dabei auftretenden Hr im allgemeinen reprasentantenabhéngig
sind. Um diesen Mangel zu beheben, verwenden wir zunachst

Definition 7a:
Die geometrische Holoedrie eines Gitters I' < IE™ sei definiert durch

Hr := {glg € O(n,R),gqTg~" =T},

Die (geometrischen) Holoedrien sind per definitionem spezielle (geome-
trische) Kristallklasseny.Innerhalb der halbgeordneten Menge der Kristall-
klasseny markieren sie gewisse Elemente (eben als Holoedrien). Das gestattet
die Einteilung der Kristallklassen in “Kristallsysteme” gemaf

Definition 8a:

(i) Zwei geometrische Kristallklassen; K, K’ gehoren genau dann demselben
Kristallsystemr an, wenn jede K enthaltende (geometrische) Gitterho-
loedrie auch K' enthdlt und vice versa.

(i1) Als Holoedrie eines Kristallsystems; werde nun die Gesamtheit der nach
(1) zu bildenden kleinsten Gitterholoedrien (zu K, K' aus dem betreffen-
den Kristallsystemj) bezeichnet.

(iii) Unter Holoedrie einer (geometrischen) Kristallklasse; K wird entspre-
chend die Holoedrie des zugehorigen Kristallsystemsy verstanden, ge-
schrieben Hy.



332 Anhang

Bemerkungen: Zunachst ist nur die Gitterholoedrie als Gruppe definiert, die
Holoedrie eines Kristallsystems oder einer Kristallklasse dagegen als Menge
von Gitterholoedrien. Flir n = 2,3 gibt es aber immer ein eindeutig be-
stimmtes kleinstes Element in der Menge der Holoedrien grofler als eine Kri-
stallklasse K. Dort ist Hg tatsachlich als Holoedriegruppe (bzw. die Konju-
gationsklasse) zu lesen, nicht als 1-elementige Menge von ... Fiir hohere n

ist das jedoch nicht mehr immer der Fall (n = 7, vgl. [Neubiiser, Plesken,
Wondratschek 1981]).

Falls das auch fiir hohere n gilt; wiirde das die Sprache vereinfachen.

Die hier gewahlte Definition ist in der aktuellen Literatur nicht iiblich,
sie entspricht aber einer modernisierten Fassung der Terminologie des 19.
Jahrhunderts, die sich statt auf Gitter fir lange Zeit auf “Achsensysteme”
bezog (und damit auf endliche Punktsymmetriekonstellationen). Ganz ahn-
lich wie im Fall der Kristallklassen 148t sich die Einteilung von den ortho-

gonalen Gruppen via orthogonalen Anteil auf die Raumgruppen iibertragen.
Das fuhrt auf

Definition 8b:

(i) Zwei Raumgruppentypen G, G' gehdren genau dann demselben Kristall-
systemrr an, wenn die orthogonalen Anteile p(G) und p(G') demselben
Kristallsystem; angehdren.

(ii) Als Holoedrie eines Kristallsystemssr bzw. eines Raumgruppentyps G
des Systems wird die Holoedrie des zugehorigen Kristallsystems; H (G
bezeichnet.

(iii) Die orthogonale Holoedrie einer Raumgruppe G (bzw. eines Raumgrup-
pentyps G) ist die Holoedrie des zugehdrigen orthogonalen Anteils H o(G)-

Die Kristallsysteme des zwei- und dreidimensionalen Falls sind gut be-
kannt.

Theorem 3:

(i) In der Dimension n = 2 gibt es 4 Kristallsysteme, ausgezeichnet durch
die Holoedrien D¢, D4, D,, C; die in dieser Reihenfolge als ebenes hexa-
gonales, tetragonales, orthogonales und monoklines System bezeichnet
werden.

(ii) Fir n = 3 gibt es 7 Kristallsysteme, ausgezeichnet durch die Holoedrien
O*, Dgp, D3q, Dyp, D3y, Can, C;, in dieser Reihenfolge als kubisches
(auch isometrisches oder reguldres), hexagonales, trigonales, tetragona-
les, orthorhombisches, monoklines und triklines System bezeichnet.



Anhang 1: Uberblick Kristallographische Raumgruppen 333

1.2.8 Gittersysteme, Bravaissysteme, Kristallfamilien

Die Holoedriegruppen wurden als orthogonale Symmetriegruppen von Git-
tern eingefiihrt. Dadurch wird eine Klassifikation der Gitter nach ihrem Sym-
metrietyp nahegelegt.

Definition 9a:

Zwei Gitter T',T" gehoren genau dann demselben Gittersystemr (bzw. Bra-
vaissystemr) an, wenn ihre geometrischen Holoedrien (Def. 7a) iibereinstim-
men:

Hr = Hr..

Bei dem Versuch der Ubertragung dieser Klassifikation auf die Raum-
gruppentypen analog der Vorgehensweise bei Kristallklassen und Kristallsy-
stemen ergibt sich zunédchst das Problem, daf8 die Gitter der Reprasentanten
eines Raumgruppentyps G je nach Wahl der Gitterparameter verschiedene
Holoedrien besitzen koénnen. Allerdings entstehen diese Unterschiede ledig-
lich dadurch, daBl zusatzlich zur Gittersymmetrie, die von der Raumgrup-
penstruktur erzwungen wird, bei spezieller Parameterwahl weitere Symme-
trien der Gitter hinzugefigt werden, die fiir die Raumgruppenstruktur ohne
Bedeutung sind. Die Erhéhung stellt sich also unter dem Blickwinkel der
Raumgruppenstruktur als Scheinsymmetrie des Gitters dar.

Es zeigt sich, daBl die bei den unterschiedlichen Gruppen eines Raum-
gruppentyps auftretenden Holoedrien der zugehorigen Gitter zumindest in
den Dimensionen 2 und 3 ein eindeutig bestimmtes kleinstes Element Hr(G)
haben (beziiglich der von der Inklusion auf Konjugationsklassen von Unter-
gruppen in O(n, R) induzierten Ordnungsrelation). Dies wird im Sinne der
Gitterparameter sogar generisch angenommen, d.h. lediglich fiir spezielle Git-

terparameter (Bedingungen der Kodimension > 1 im Parameterraum) erh6ht
sich die Gitterholoedrie. Wir halten daher fest

Definition 7b (n =2,3):

Die (geometrische) generische Gitterholoedrie eines Raumgruppentyps G sei
fiir n = 2,3 das eindeutig bestimmte kleinste Element Hr(G) der durch die
Inklusion halbgeordneten Menge

{Hr|T Gitter von G,G € G}.

Um es noch einmal deutlicher zu sagen, die Méglichkeit dieser Definition
beruht auf



334 Anhang

Lemma 3:
Die geometrischen Holoedrien der Gitter von Raumgruppen eines Raumgrup-
pentyps G besitzen fiir n = 2,3 ein eindeutig bestimmtes kleinstes Element

Hr(G) = ﬂ Hr ().
GeG

Dieses wird generisch angenommen, d.h. lediglich fiir spezielle Werte der Git-
terparameter (Bedingungen der Kodimension > 1) erhoht sich die Gitterho-
loedrie.

Damit wird nun die gewiinschte Ubertragung der Einteilung der Raum-
gruppentypen analog der Einteilung der Gitter in Gittersysteme moglich.

Definition 9b (n =2,3):

Zwei Raumgruppentypen G, G' gehéren genau dann demselben Bravaissy-
stemrr (bzw. Gittersystemr) an, wenn die generischen (geornetrischen) Git-
terholoedrien nach Definition 7b) gleich sind:

Hr(G) = Hr(G").

Es gibt also ebensoviele Kristallsysteme wie Gitter /Bravaissysteme, und
beide werden durch dieselben Holoedriegruppen charakterisiert. Aber das Zu-
ordnungsverfahren der Holoedriegruppe zu einem Raumgruppentyp ist je nach
dem zugrunde gelegten Aspekt verschieden. Beim ersten erfolgt die Klassifi-
kation nach dem Gesichtspunkt des orthogonalen Anteils (geometrische Kri-
stallklasse) eines Raumgruppentyps, beim zweiten wird die zugehorige struk-
turelle Gittersymmetrie klassifiziert. Und dartiberhinaus sind nicht nur die
Zuordnungsverfahren verschieden, sondern zuweilen auch die Resultate. Da-

her die
Warnung: Es gilt nicht allgemein

Hya) = Hr(G)!

Beispiele sind in der Dimension n = 3 alle Raumgruppentypen, die durch
Erweiterung eines Gitters vom Typ Z(3P) (also der Holoedrie H g7, p) =

Dgp, — vgl. Anhang 2, Tab. 10) durch eine Kristallklasse K des trigonalen
Systems (also der Holoedrie Hy = Dj4) entstehen.

Es ist nun naheliegend, die aus diesen Unterschieden hervorgehende fein-
ste gemeinsame Vergroberung der Einteilung der Kristallklassen zu betrach-
ten, das heifit, Kristallsysteme mit Holoedrien H, H' genau dann zu einer
neuen klassifizierenden “Familie” zusammenzufassen, wenn es einen Raum-
gruppentyp gibt, dessen orthogonale Holoedrie bzw. generische Gitterholoe-
drie mit H bzw H' iibereinstimmt. Das fithrt auf
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Definition 10:

a) Zwei Kristallklassen; K, K' gehoren genau dann derselben Kristallfami-
lie; an, wenn es einen Raumgruppentyp G gibt mit

Hg = Hyg, Hg = Hp(G)
oder Hx = Hr(G), Hyr = H,q.

b) Zwei Raumgruppentypen gehdren genau dann derselben Kristallfami-
lierr an, wenn dies fiir ihre orthogonalen Anteile der Fall ist.

Beim ijergang zu Familien werden offenbar immer ganze Kristallsy-
steme miteinander vereinigt (man nehme nur fiir Kristallklassen K ein- und
desselben Systems der Holoedrie H als Raumgruppe etwa das semidirekte
Produkt aus K und einem Gitter mit Symmetrie H). Zwei Kristallsysteme
der Holoedrien H, H' werden genau dann zu einer Familie vereinigt, wenn es
einen Raumgruppentyp gibt, fiir den orthogonale Holoedrie und generische
Gitterholoedrie verschieden sind und gerade die Werte H, H' annehmen.

1.2.4 Raumgittertypen (Bravaisscharen)

Die bisherige Klassifikation der kristallographischen Raumgruppen folgte bis
hierher problemlos einem geometrischen Zugang, der zwar von der in der ak-
tuellen mathematisch-kristallographischen Literatur vorgezogenen arithme-
tisch-algebraischen Methode abweicht, aber im Resultat nichts wesentlich an-
deres liefert und dabei der Mathematik und Kristallographie des 19. Jahrhun-
derts naher steht. Bei der nun folgenden Einteilung der Raumgruppentypen
in Bravaisscharen ist die Identitdt des Resultates fiir n > 3 nicht mehr offen-
sichtlich; sie gilt aber fiir die uns hauptséachlich interessierenden Falle n = 2, 3.
Da in der mathematisch-kristallographischen Literatur “Bravaisscharen” fir
die Klassifikation im Sinne der arithmetischen Theorie verwendet wird, soll
der Klarheit halber hier von “Gittertypen” gesprochen werden.

Der geometrische Zugang zur Klassifikation in Gittertypen beruht auf
Bravais’ Idee, danach zu fragen, wann zwei Gitter desselben Gittersystems
durch eine 1-Parameterschar von Gittern, die dieses System nie verlafit (also
ohne Symmetriebruch), verbunden werden kénnen. Vom Standpunkt der af-
finen Konjugation von Raumgruppen beruht das auf der Beobachtung, daf
durch wegweise Verbindung zweier Raumgruppen desselben Typs in einer
Wegzusammenhangskomponente des Parameterraumes (des “Modulraumes”
des Raumgruppentyps) die zugehoérigen Gitter entsprechend deformiert wer-
den. Umgekehrt sind freilich Raumgruppen, deren Gitter ohne Symmetrie-
bruch ineinander deformiert werden kénnen, nicht notwendigerweise affin
aquivalent, sondern es entsteht eine neue Aquivalenzbeziehung von (eigentli-
chen) Raumgruppentypen.
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Definition 11:

a)

b)

Zwei Gitter I', I desselben Gittersystems, also mit Hr = Hpr gehoren
genau dann demselben Gittertypy an, wenn es eine 1-Parameterschar

von Gittern {I'(¢)|0 <t < 1} konstanter Holoedrie gibt, durch die beide
miteinander verbunden werden:

r0)=T, T(1)=T', Hpy=Hr=Hyr (0<t<1).

Zwei Raumgruppentypen G, G' derselben generischen Gitterholoedrie
H, also desselben Bravaissystems, gehoren genau dann demselben Git-
tertyprs an, wenn die Gitter I', IV zweier Reprasentanten G, G' von G, G'
von generischer Gittersymmetrie (Hr = Hr» = H) demselben Gittertyp;
angehoren.

Es ergibt sich damit

Theorem 4 (Bravais):
Fir n = 2 gibt es 5, fir n = 3 gibt es 14 Gittertypen.

Die Gittertypen lassen sich in iubersichtlicher Weise durch Angabe von

Einheitszellen, die standardisierte Rotationssymmetriebedingungen erfiillen,
und die Angabe eventuell vorhandener weiterer Gitterpunkt in der Einheits-
zelle charakterisieren.

Dabei treten folgende Falle auf [Burckhardt 1947; Buerger 1963; Schwarzen-
berger 1980 u.a.] (vgl. Anhang 2, Tab. 10):

— die Einheitszelle wird durch eine Gitterbasis im mathematischen Sinne

aufgespannt (symbolisch: P),

— zusiatzliche Gitterpunkte liegen lediglich im Schwerpunkt der Zelle (“In-

nenzentrierung” — Symbol I),

— zusatzliche Gitterpunkte liegen auf den Drittelpunkten einer Raumdia-

gonalen im trigonalen Fall (“rhomboedrische Zentrierung” — Symbol
R),

— zusatzliche Gitterpunkte liegen in den Schwerpunkten von Seitenflichen

(“Flachenzentrierung” — Symbole: F bei Zentrierung aller Seitenflichen
der Einheitszelle, A, B, C bei Zentrierung eines Paares einander ge-
geniiberliegender Seitenflachen in Achsenrichtung).
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1.3 Arithmetische Klassifikation

1.8.1 Arithmetische Gharakterisierung von Raumgruppen

Bei einer Gewinnung der Raumgruppen durch Gruppenerweiterungen, die
nicht wie etwa bei Jordan, Fedorov und Schoenflies entscheidend auf der
geometrischen Konfigurationsanalyse von Symmetrieelementen beruht, ist es
sinnvoll, das Translationsgitter I' < G nach einer Basiswahl durch Z" zu
parametrisieren. Man hat es dann mit der kurzen exakten Sequenz

(%) 0-T=2Z7"-G—->B2G/Z" -1

zu tun. Fir die Gewinnung von G als Erweiterung ist anzugeben:

— eine Abbildung
B-5 Aut(T)

die hier wegen Kommutativitat von I" sogar schon ein Homomorphismus
ist (innere Automorphismen Int(T") = 0),

— und ein Faktorensystem f: B x B — T, f(a,b) = f4 3, bezliglich 7, das
die Assoziativitats- bzw. Kozykelbedingung erfiillt:

‘5fa,b,c = T(a)fb,c - fab,c + fa,bc - fa,b =0,

modulo der trivialen Faktorensysteme, die aus injektiven Abbildungen
¢: B — T durch Korandbildung

8cap = T(a)Cy — Cap + C4a

entstehen — kurz: ein Element der Gruppenkohomologie H?(B, Z™) von
B mit Werten in Z" beziiglich 7.

Da 7 von der Konjugation in G induziert und I' maximal abelsch ist
(Lemma 2), ist 7 : B — Aut(T') ein injektiver Homomorphismus. Daraus

folgt

Lemma 4:

G/T kann nach Basiswahl in I' auf natiirliche Weise durch eine endliche Un-
tergruppe von GL(n, Z) beschrieben werden. Dem Basiswechsel in T' korre-
spondiert Konjugation in GL(n, Z).

Da durch Mittelwertbildung umgekehrt zu jeder endlichen Untergruppe
A von GL(n, Z) auf R" eine invariante Metrik eingefiihrt werden kann, ent-
spricht umgekehrt jeder Erweiterung (*) mit B = A eine kristallographische
Raumgruppe. Es liegt also nahe, nach dem Vorbild der geometrischen Klas-
sifikation zu vereinbaren
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Definition 12:

a) Die nach Lemma 4 einem kristallographischen Raumgruppentyp G zuge-
ordnete Konjugationsklasse endlicher Untergruppen von GL(n, Z) heifle
unimodularer Anteil von G, abgekirzt G,.

b) Eine Gruppenerweiterung von Z" durch eine endliche unimodulare
Gruppe (genauer: eine Erweiterungsklasse modulo Korandern) werde im
folgenden als arithmetische Raumgruppenerweiterung bezeichnet.

Es stellt sich naturlich die Frage, in welcher Beziehung arithmetische
Raumgruppenerweiterungen, Isomorphieklassen von Raumgruppen (als ab-
strakte Gruppen) und kristallographische Raumgruppentypen zueinander
stehen. Die Frage nach der ersten Beziehung wird durch Séatze von Frobenius
und ein konstruktives Kriterium von Zassenhaus beantwortet. Dabei ist als
allgemeines Resultat festzuhalten, daf3 einer Isomorphieklasse von Gruppen
endlich viele, 1m allgemeinen mehr als eine, arithmetische Erweiterungsklas-
sen entsprechen. Der Rest der Frage wird durch ein Ergebnis von Bieberbach
beantwortet:

Theorem 5 (Bieberbach):
Zwei arithmetische Raumgruppenerweiterungen fiihren genau dann zu dem-
selben Raumgruppentyp, wenn sie als Gruppen isomorph sind.

Die arithmetisch-algebraischen Erweiterungen fangen also die grundle-
genden Eigenschaften kristallographischer Raumgruppen so gut ein, daf§ es
naheliegt, grole Teile der strukturell orientierten Theorie in diesem Rah-
men durchzufiihren, insbesondere die Klassifikation und die Konstruktion
der Gruppen. Mit Mitteln der Gruppenkohomologie 1a8it sich etwa zeigen,
daf} fiir eine endliche Gruppe A und eine endlich erzeugte abelsche Gruppe
I’ schon H2(A,T) endlich ist. Daraus folgt dann die Endlichkeitsaussage von
Theorem la (“Satz von Bieberbach”).

1.8.2 Arithmetische und geometrische Kristallklassen

In der arithmetischen Theorie entspricht den Punktsymmetrien der geometri-
schen Theorie der unimodulare Anteil G, einer Raumgruppe. Da sich sowohl
Basiswechsel als auch affine Konjugation der Gruppe in unimodularer Konju-
gation von G, niederschlagen und — wie schon bemerkt — anders als im or-
thogonalen Fall jede endliche unimodulare Gruppe als G, einer Raumgruppe
auftritt, liegt es nahe anzugeben
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Definition 13a:
Die Konjugationsklassen endlicher Untergruppen A von GL(n,Z) heiflen
arithmetische Kristallklasseny.

Ahnlich wie bei der geometrischen Klassifikation kann diese Begriffsbil-
dung natiirlich im Sinne der Raumgruppentypen beziehungsweise Erweite-
rungsklassen extensionalisiert werden.

Definition 13b:

Zwei arithmetische Raumgruppenerweiterungen G,, G/, beziehungsweise die
zugehorigen Raumgruppentypen, gehoren genau dann derselben arithmets-
schen Kristallklasse;r an, wenn deren unimodularen Anteile derselben arith-
metischen Kristallklasser angehdren.

Aufgrund des Theorems 5 ist es gliicklicherweise nicht notwendig, die bei-
den Extensionalisierungsebenen der arithmetischen Erweiterungen und der
Raumgruppentypen noch einmal laufend explizit auseinanderzuhalten. Wenn
im folgenden von Raumgruppe die Rede ist, kann dafiir auch arithmetische
Raumgruppenerweiterung (bzw. Isomorphieklasse von .. .) eingesetzt werden
und umgekehrt.

Es gilt nun

Theorem 6:
Fir jedes n gibt es nur endlich viele arithmetische Kristallklassen, und zwar
fur
n= 2, 3 4
jeweils 13, 73, T710.

Die geometrische Interpretation (n = 3) fihrt auf

Lemma 5:

Gehoren zwei kristallographische Raumgruppen G,G’' derselben arithmeti-
schen Kristallklasse an, so sind sie auch von gleichem Gittertyp und gleicher
geometrischer Kristallklasse. Das umgekehrte gilt dagegen nicht immer.
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Die arithmetischen Kristallklassen integrieren also die Information tiber
Gittertyp und geometrische Kristallklasse (im Sinne der geometrischen Theo-
rie) und stellen sie in arithmetischer Form dar. Hinzu tritt noch Information
iiber die Art der Operation der geometrischen Kristallklasse auf dem Git-
ter (geometrisch: die Lage der Symmetrieelemente relativ zum Gitter). Bei
der Bildung der geometrischen Kristallklassen wird demgegeniiber die Infor-
mation iber das Gitter gewissermafien “vergessen”. Das “Vergessen” kann
im arithmetischen Zugang durch Konjugation der unimodularen Anteile in
GL(n,R) bzw. GL(n, Q) so zum Ausdruck gebracht werden, wie es in der
folgenden Definition festgehalten ist.

Definition 5c¢/d:

Zwei arithmetische Kristallklassen /11 gehoren genau dann zu derselben geo-
metrischen Kristallklasserrr/ry, wenn sie (bzw. ihre unimodularen Anteile)
unter Konjugation in GL(n, R) aquivalent sind.

Erfreulicherweise sind die Konzepte “geometrische Kristallklasse;; Jv”
koextensional, wahrend sich “geometrische Kristallklassen;/rr;” auf endli-
che orthogonale bzw. unimodulare Gruppen (oder genauer deren jeweilige
Konjugationsklassen in der “Muttergruppe”) beziehen. Wir haben es also
vom extensionale Standpunkt nicht mit vier, sondern nur mit drei sich
gegenseitig erganzenden Begriffsvarianten zu tun. Wihrend die moderne
mathematisch-kristallographische Literatur bevorzugt die Varianten III/IV
verwendet, taucht in unserer historischen Darstellung — wie bei den Auto-
ren des 19. Jahrhunderts — zu Anfang lediglich die Variante I, ab §4 auch
die Variante II auf.

1.8.8 Bravaisscharen, Kristallfamilien, Bravaissysteme, Kristallsysteme

Analog der Auszeichnung der Holoedrien der geometrischen Theorie lassen
sich auch in der arithmetischen Theorie maximale Gittersymmetrien aus-

zeichnen. Dazu betrachtet man die Darstellungen von Gitterholoedrien Hp
in Aut(T"). So ergibt sich

Definition 14:
Eine arithmetische Kristallklasse; heifit genau dann unimodulare beziehungs-
weise arithmetische Holoedrie (in der Literatur “Bravais-Klasse” [Wondra-
tschek 1983; Brown e.a. 1978]), wenn sie von der Darstellung einer geome-
trischen (orthogonalen) Holoedrie (Def. 7a) auf einem zugehodrigen Gitter
induziert wird.
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Analog der Einteilung der Kristallklassen in Kristallsysteme im Rahmen
der geometrischen Theorie kann man nun durch die Auszeichnung der arith-
metischen Holoedrien in der Menge der arithmetischen Kristallklassen diese
in Abschnitte einteilen, die man entsprechend wohl ‘am besten als “arithme-
tische Kristallsysteme” bezeichnen sollte. Das ist in der Literatur allerdings
nicht iblich; stattdessen ist von “Bravaisscharen” die Rede, obwohl Bra-
vais natiirlich keine arithmetischen Kristallklassen sondern nur Gittertypeny
kannte, diese allerdings in der Tat durch (Deformations-)Scharen charakteri-
sierte — vgl. §3).

Definition 11c:

Zwei arithmetische Kristallklassen A, A’ gehoren genau dann derselben Bra-
vaisschary (oder auch demselben arithmetischen Kristallsystem;) an, wenn es
eine arithmetische Holoedrie (Bravaisklasse) gibt, die der Kardinalitat nach
kleinste arithmetische Holoedrie sowohl tiber A als auch tber A’ ist.

Diese Definition laft sich in der bekannten Weise auf die Raumgruppen
ibertragen (Bravaisscharenrr bzw. arithmetische Kristallsystemers). Dabei
stellt sich heraus, dafl die Konzepte Gittertyp;; und Bravaisscharr in den
Dimensionen n = 2,3 koextensional sind. Das konnte fir allgemeines n auch
gelten; ein Beweis ist mir dafiir aber nicht bekannt. Terminologisch bleibt
die etwas verwirrende Situation, dafl in der Literatur “Bravaisschar” ein
Konzept der arithmetischen Theorie bezeichnet, das dem der Kristallsysteme
in der geometrischen Theorie parallel gebildet, aber wegen der Unterschiede
zwischen arithmetischen und geometrischen Kristallklassen natirlich diesem
keineswegs aquivalent ist. Ob die von Bravais eingefiihrte, fiir n = 2,3 exten-
sional aquivalente Einteilung der geometrischen Theorie sich auch fiir allge-
meine n als aquivalent erweist, ist mir unbekannt. Solange das unklar ist, er-
scheint eine terminologische Trennung wohl als angebracht (“Bravaisschar”—
“Gittertyp”).

Vom Standpunkt der arithmetischen Theorie ist die Einteilung in Bra-
vaissysteme und Kristallsysteme weniger natiirlich als die in Kristallfamilien,
als der kleinsten gemeinsamen Vergroberung der Einteilung in Bravaisscharen
und geometrische Kristallklassen. Folgen wir hier also einer anderen Reihen-
folge als im vorangegangenen Abschnitt.

Definition 10c:
Kristallfamalieny /v sind die kleinsten Vereinigungsmengen arithmetischer
Kristallklasseny 7, fir die gilt:
— mit der arithmetischen Kristallklasse A geht auch jedes A' derselben
Bravaisschar wie A in die Vereinigung ein,
— mit A geht auch jedes A’ derselben geometrischen Kristallklasse in die
Vereinigung ein.
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Kristallsysteme und Bravaissysteme beruhen dagegen auf den komple-
mentaren Betrachtungen von

Definition 8c:

Kristallsystemery entstehen durch Vereinigung genau derjenigen geometri-
schen Kristallklassen;y G, G/, ..., fiir die die enthaltenen Raumgruppen
bzw. arithmetischen Raumgruppenerweiterungen genau dieselben Mengen
von Bravaisscharen treffen im Sinne von:

{arithmetische Holoedrie von G|G € G}
= {arithmetische Holoedrie von G'|G' € G'}.

Definition 9c:

Bravaissystemery entstehen durch Vereinigung genau derjenigen Bravais-
scharens; G, G', ..., fiur die die enthaltenen Raumgruppen bzw. arithme-
tischen Raumgruppenerweiterungen genau dieselben geometrischen Kristall-
klassenyrr treffen:

{geometrische Kr.klasserr; von G/G € G} )
= {geometrische Kr.klassersr von G'/G' € G'}.

Auch hier wieder sind bei n = 2,3 die Kristallsysteme;; ;v sowie die
Bravaissystemey /v jeweils unter sich (II & IV') koextensional. Fiir hohere
Dimensionen sollte das auch gelten. Die arithmetische Definition dieser Kon-
zepte hat den Vorteil, mit rein algebraischen Mitteln, d.h. insbesondere ohne
das genannte Generizitdtsargument auszukommen; dafiir ist sie technischer
und weniger intuitiv.

1.4 Geometrische Erweiterungen

Natiirlich haben die skizzierten Klassifikationsbemiihungen nicht primar den
Zweck, gewissermaflen aus einem musealen Motiv heraus, ein statisches Ord-
nungsschema fur das Universum der kristallographischen Raumgruppen zu
formulieren; vielmehr schaffen sie Voraussetzungen fiir die systematische Kon-
struktion aller Raumgruppen zumindest der niedrigen Dimensionen (bisher
fir n < 4). Dartiberhinaus liefern sie Aspekte, die zum Verstandnis und fur
einen umsichtigen Einsatz konkreter Raumgruppenstrukturen, etwa in der
Kristallographie und Festkorperphysik, hilfreich sind. Hier kommt nur der
erste Aspekt (Verstandnis und mathematische Konstruktion) zur Sprache.
Wir wollen uns in diesem letzten Abschnitt des Uberblicks iiber die Raum-
gruppen auf einige grundlegende Aspekte der geometrischen Erweiterungen
beschranken, die — natiirlich auf anderem theoretischem Hintergrund — in
dem in diesem Buch betrachteten Zeitraum allein auftraten.
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Definition 15:

a) Eine Erweiterung eines bis auf den Gittertyp; bestimmten Gitters I’
im E" durch eine endliche orthogonale Gruppe, genauer einer geome-

trischen Kristallklassey K, zu einer kristallographischen Raumgruppe
G < Isom(E™)

(¥¥) 0 = I' > G - K — 1 mit Erweiterungshomomorphismus 7 : K —
Aut(T') und Faktorensystem f: K x K —» T

heifle genau dann geometrische Raumgruppenerweiterung, wenn 7 von
der Konjugation in Isom(E"™) induziert ist.

b) Kristallographische Raumgruppen, die als semidirektes Produkt, also
mit trivialem Faktorensystem nach a) dargestellt werden konnen, heiflen
symmorphe Raumgruppen.

Offensichtlich kann jede kristallographische Raumgruppe (beziehungs-
weise jeder Raumgruppentyp) als eine geometrische Raumgruppenerweite-
rung in diesem Sinne dargestellt werden. Auf der anderen Seite gestattet
diese Sichtweise auch im Rahmen der geometrischen Theorie einen konstruk-
tiven Zugang zu den Raumgruppen. Zunachst einmal bringen die Bedingun-
gen von Def. 15a starke Einschrankungen fir die Kombinationsmoglichkeiten
von Gitter und Kristallklasse mit sich, da wegen der Maximalitat von I' als
abelscher Untergruppe 7 injektiv und deswegen K ebenso wie deren Holoe-
drie Hg in der Holoedrie Hr des Gitters enthalten sein mufl. Ist Hx in
Hr echt enthalten, so hat das Gitter in den “meisten” Fdllen eine Schein-
symmetrie im Vergleich zur entstehenden Raumgruppenstruktur G, namlich
dann, wenn sich I' stetig so in ein Gitter I’ deformieren lait, dal dabei nie
die Symmetrie Hg gebrochen (unterschritten) wird. Man erhalt dann den-
selben Raumgruppentyp durch eine geometrische Raumgruppenerweiterung

des Gitters IV durch K.

Warnung: In speziellen Fallen (Minimalsymmetrie von I' enthalten in
Hpg; vgl. p. 86) kann Hg in Hr echt enthalten sein, ohne daf sich die
Gittersymmetrie in der genannten Weise reduzieren liefle.

Fassen wir das zusammen zu

Lemma 6:

a) Fur die Existenz einer geometrischen Raumgruppenerweiterung vom
Typ (**) ist notwendig, da Hx < Hr gilt.

b) Ist Hx echt in Hr enthalten und I' durch eine 1-Parameterschar von
Gittern so in ein Gitter IV der Holoedrie Hr» = Hg (oder zumindest echt
kleiner Hr) deformierbar, I'(¢), 0 < ¢t < 1, I'(0) =T, I'(1) = I, ohne da8
dabei die Symmetrie unter die der Kristallklasse gebrochen wird, sondern



344 Anhang

stets Hx < Hry) (0 < t < 1) gilt, so sind die in naheliegender Weise
“mitgenommenen” Erweiterungen vom Typ (**) affin dquivalent; I" hat
in diesem Sinne beziiglich der Erweiterung (*x) eine Scheinsymmetrie.

c) In der Dimension n = 3 tritt mit Ausnahme der Konstellation Hx =

D34, Hr = Degp bei allen sonstigen echten Inklusionen der beteiligten
Holoedrien die Situation b) ein.

Wir beschranken uns im folgenden ganz auf den Fall n = 3. Dann
sind zur Gewinnung samtlicher affiner Raumgruppentypen alle geometrischen
Raumgruppenerweiterungen zu Tripeln

(F,K,T) mit Hy = Hr oder Hix = D34, Hr = Degp

und 7 : K — AutI' (bis auf Konjugation in AutI') zu betrachten. Diese Tripel
korrespondieren nun durch die von 7 induzierte unimodulare Darstellung von
K 1in naturlicher Weise den arithmetischen Kristallklassen, und dies sogar
bijektiv. Es gilt namlich

Theorem T:

a) Um samtliche kristallographischen Raumgruppentypen der Dimension 3
durch geometrische Erweiterungen (**) zu gewinnen, reicht es aus, alle
Tripel (T', K, 7) folgender Art zu betrachten:

— I" Reprasentant eines Gittertypsy,
— K Reprasentant einer geometrischen Kristallklasser,
- HK = Hp oder HK = D3d, Hp = Dsh-
— 7 bis auf Konjugation in AutI’ bestimmte und von Konjugation in
Isom(E?) induzierte Darstellung K « AutT.
Diese entsprecherr bijektiv den arithmetischen Kristallklassen.

b) Jede arithmetische Kristallklasse fiihrt auf eine endliche Anzahl geome-
trischer Erweiterungsklassen, die durch H?(K,T') parametrisiert werden.
Insbesondere gibt es zu jeder arithmetischen Kristallklasse genau eine
symmorphe Raumgruppe.

Es bleibt also zu untersuchen, welche verschrankten Produkte zu einer
vorgegebenen arithmetischen Kristallklasse gebildet werden konnen. Dazu
sei zunachst ein Reprasentantensystem r(K) in p~!(K') gewahlt, also r(a) =
(to,a) € R® x O(3, R)) fiir jedes a € K. Dann gilt fiir beliebige t € T

T(a)t = (tq, a)(t,1)(—ta,a 1) = (ta + a(t — ta),1) € T,
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das heift, t, muB “modulo I" ” ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 sein. Dem-

nach gilt in G/T
@ = (ta, @)? = (ta + ate,a?) = (2ta,a?) (mod T')
und induktiv
a* = ((k = Dta,af ) (ta, a) = (kta, a).
Fir m = ord(«) ist
a™ = (mty,1) =0(modT'), also mt, €T.

Bezeichnen wir mit IV das unterteilte Gitter

I = %1‘ = {t e R*| |K|t € T'}

so gilt also t, € I' fiir alle @ € K.

Das Faktorensystem der Erweiterung (**) 1afit sich nun wie tiblich aus

den Translationsanteilen zweier Représentanten a = (tq, @), b = (tg,8) von
p~!(K) berechnen:

(ta, @)(t, B)(—tap, (aB) ") = (ta + a(ts — Ptap),1) € T.
Also wegen afftaps = tag (mod I')
fa,ﬂ =1 +atg —tap €T.

Der erste Teil dieser Aussage 1a8t sich als Korandbedingung im Sinne der
Gruppenkohomologie auffassen,

fa,8 = 6ta,p,

der zweite als
ta +atg —tep = 0(modT)

(“Frobeniussche Kongruenz”). Im Sinne der Gruppenkohomologie ist dies wie-
derum als Kozykelbedingung lesbar, namlich als

6t = 0(modT).
Das heiflt, ¢ ist selber Kozykel in I'/T
t € ZY(K,T'/T).

Es gilt also
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Lemma 7:

a) Das Faktorensystem f einer geometrischen Raumgruppenerweiterung ist
Korand eines Systems von Translationsanteilen zu den Elementen der
erweiternden Kristallklasse:

fa“g =ta+atﬂ-—taﬂ=5ta’ﬁ, o, € K.

b) Dabei nimmt ¢ Werte in

1
r'=_—
K|

an und erfullt die Frobeniussche Kongruenz
ta +atg —top = 0ty 3 = 0(modT) fir alle o, f € K.

In anderen Worten, die Translationsanteile bilden selber einen Korand

te ZY(K,T'/T).

Umgekehrt definiert jedes System von Translationsanteilen, das die Fro-
beniussche Kongruenz erfiilt, schon eine verschrankte Erweiterung; denn die
Korandbedingung fiir f folgt dann aus

§f = 86t = 0.

Damit erhalten wir

Theorem 8:
Zu jedem Satz von Translationsanteilen ¢t zu den Elementen einer Kristall-
klasse K, der den Bedingungen von Lemma 7 geniigt,

1
= —T,
K|

(i) 6t=0 (modl),

() t: K—T

gibt es eine durch das Faktorensystem f = §t eindeutig bestimmte geometri-
sche Raumgruppenerweiterung. Umgekehrt fiihrt jede Erweiterung auf einen
solchen Satz von Translationsanteilen.

Betrachten wir nun den Translationsanteil t, eines Elementes a € K, so
konnen zwei Falle eintreten.

1. Fall: ¢, ist Eigenvektor zum Eigenwert 1, (1 — a)t, = 0.

Dann ist a = (4, @) zentrierte Schraubenbewegung, mit Achse durch den
Ursprung.
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2. Fall: (1 — a)t, € T\ {0}

In diesem Fall werde t, in to = 5o +we mit 34 € Fiz(a) := {z|az = =}, wa L
Fix(a) zerlegt. r(a) ist dann eine Schraubenbewegung beziehungsweise Schub-
spregelung jeweils mit Schubanteil s4, deren Achse beziechungsweise Ebene um
dq mit (1 — a)dsy = wa aus dem Ursprung herausgeschoben (dezentriert) ist:

(tasa) = (day1)(Sa, a)(—da,1) = (8o + (1 — ady), a),

a(sq) = Sa.

Offenbar gilt dann:

(tay @)? = (8 + (1 — @)da, @) = (254 + (1 — a?)d,, a?),
(toy @)* = (ksq + (1 — a¥)d,, o).

Fir m = ord(a) folgt dann (t,,a)™ = (msq,1), also schon ms, € T.
Der Schubanteil von « ist also selber m-ter Teil einer Gittertranslation.
Auch ist stets moglich, den Schubanteil s, und den Dezentrierungsanteil d,
des Représentanten r(a) in einer ausgezeichneten Elementarzelle zu wahlen.
Dann werden wir (in Anlehnung an Schoenflies’ “reduzierte Operation”) von
einem reduzierten Reprasentanten sprechen.

Die Bedingungen (i) und (ii) von Theorem 8 stecken nach Vorgabe ei-
ner geometrischen Realisierung (T, K) einer arithmetischen Kristallklasse den
Rahmen fiir eine effektive Berechnung der méglichen Systeme von Translati-
onsanteilen ab. In Verbindung mit der Beobachtung iiber reduzierte Repra-
sentanten und die Teilungsbedingung der Schubanteile (ordas, € T') ist ein
Verfahren in seinen theoretischen Grundlagen skizziert, durch das zumindest
fiur die Dimensionen n < 3 alle kristallographischen Raumgruppentypen auf-
gestellt werden konnen. Es ist dariiberhinaus als Hintergrund zum Verstdnd-
nis der Arbeiten von Jordan und Schoenflies (§§4, 5) niitzlich, obwohl diese
natirlich noch nicht auf die allgemeine Erweiterungstheorie von Gruppen
zuriuckgreifen konnten. Nebenbei bemerkt, genligt es offensichtlich zur Be-
schreibung einer Raumgruppe als geometrische Erweiterung nach Theorem
8, die Translationsanteile der reduzierten Reprasentanten zu Erzeugenden
von K anzugeben. So gingen Jordan und Schoenflies in der Tat auch vor.

In der kristallographischen Literatur ist eine graphische Darstellung der
Translationsanteile (getrennt nach Information iber Schub und Dezentrie-
rung) samtlicher Elemente aus G iblich, deren invariante Untermannigfal-
tigkeiten (Punkte, Achse oder Ebenen) eine Einheitszelle schneiden. Das ge-
schieht durch Symmetriekarten der Lage und Art von Symmetrielementen,
fir die eine komprimierte und intuitiv einleuchtende graphische Symbolik
entwickelt wurde (siche dazu etwa [Buerger 1963; Hahn 1983] u.a.).
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Anhang 2: Tabellen und Figuren fir n = 3

— Vergleichstabelle Schoenflies-Notation und internationale kristallogra-

phische Notation der Kristallklassen (Tabelle 9)
~ Symmetriekarten der 32 geometrischen Kristallklassen (Figur 15)
— Raumgittersysteme und Raumgittertypen (Tabelle 10)

— Liste der 73 symmorphen Raumgruppen (Bravaissche Gruppen) in semi-
direkter Produktdarstellung, internationaler Notation, Schoenflies- und
Fedorov-Notation (Tabelle 11)

Bemerkungen zu Tabelle 9 und Figur 15

Bei der internationalen kristallographischen Notation wird ein Satz nicht-
konjugierter Symmetrieelemente einer endlichen orthogonalen Gruppe ange-
geben. Dabei bedeuten:

p p-zahlige Rotationsachse,
L p-zéhlige Rotationsachse mit orthogonaler Spiegelungsebe,
p p-zahlige Rotationsachse und Inversionszentrum auf der Achse.

Achtung: Es gilt beim Notationsvergleich Schoenflies — internationale
Notation zwar Cp, = p, aber in der Regel Cp, # p

Bei den Symmetriekarten der Kristallklassen werden samtliche Symme-
trieelemente in ihrer relativen Lage graphisch reprasentiert. Eine Legende
eriibrigt sich wohl; sie ist dem Vergleich der Figuren direkt zu entnehmen.



349

Anhang 2: Tabellen und Figuren fir n=3

I 1 é w T | oww e TET [euoIyeUIRyu]

D o=t =% | ¥ o=Tp ¥ Ty g Vg SOIJUL0DG

UL, UI[[OUOTA] [oSIqUIOYI0Y}I() Wo}SAS[[eISIIY]

¥ ¥ 3 wWwy gy qWp/ugy s [euorjeUIaU]

vy Yo = «PQ YWy v Per Y SOTuU20Y2g

TeuoSenja], W9)SAS[[RISLIY

¢ g wg g¢ %€ 9 9 5 ww9 wgy/tw9 29 7 zo [euorjeuIauy
MD .;,D =9 = wrQ €y €q PEq .30 99 ﬁb aeb V€T wQ Y9q S9IUI0YDG
yosuIpsoquioyy /[euoSii], [euodexay wWo)sAS[[eISIIy]

€2 ey £7 wey 785 reuoryetIoyuy

L O ‘I 'L x0 Selguaoydg

yosiqny]  /yosupooreydg /1em3ey /yosirjourosy wa9sAs[re)sty]

Uosse[y[[e)SIIY] 1op uoryejoN ayostydeidoqre)sty
9[RUOI}RUISJUI PUN UOIRJON -SIIJUI0YDS

6 °I°9&L




Anhang

350

UoSSe[Y[[BISUIY] USYOSIIJoWIOad g¢ I19p usjreyoujowrAg  ¢1 "S1g

N.r.o nb = A.lo cmb

uIOUON

:vb o vQ

o [ mo=w=

.
\ e
[} H
‘ . ' c
i '
’ \
/ .
/ .

<m,0 9 o Y9 o)
..... . J..f.
{ 1
. .

<mQ

s

,4,

1 ’

am.o NQ :mq

_
B U
_

SvQ

JeuoFe1a],

Teuoduy,

‘Jeuodexsl

' :1e[ndoy



Anhang 2: Tabellen und Figuren fur n=3 351

Bemerkungen zur Liste der Raumgittersysteme und -typen

In der kristallographischen Literatur ist es iblich, ein Raumgitter durch An-
gabe einer parallelepipedischen “Einheitszelle” zu charakterisieren, das eine
kristallographische Gitterbasis (vergleiche Anhang 1.1) enthalt. Gitterele-
mente werden graphisch durch fette Punkte (eventuell auch auf Seitenflachen
oder im Innern der Zelle) reprasentiert.

Es ist dabei stets moglich, die Einheitszelle auf eine von 5 Arten zu stan-
dardisieren, die durch die Symbole P, I, C (bzw. A, B), F, R gekennzeichnet

werden:
P Parallelepiped, Gitterpunkte genau auf den Ecken;

I innnezentriertes Parallelepiped, Gitterpunkte aufler auf den Ecken im
Zentrum des Parallelepipeds;

C Gitterpunkte aufler auf den Ecken in den Mittelpunkten der beiden Sei-
ten transversal zur Achsenrichtung des Parameters ¢ (analog — in eini-
gen Fallen austauschbar — A, B bei Mittenzentrierung der beiden Seiten
transversal zur Achsenrichtung von a bzw. b);

F seitenzentriertes Parallelepiped mit Gitterpunkten aufler auf den Ecken
auf samtlichen Seitenmitten (“face”);

R gerade rhombische Saule mit 60°-120° Rhombus als Basisflache und Git-
terpunkten aufler auf den Ecken in den Drittelpunkten einer Raumdia-
gonale.

Eine weitere Spezifizierung der Einheitszellen erfolgt durch Voranstel-
lung des Symbols der Minimalsymmetrie, die fiir das zugehorige Gittersy-
stem charakteristisch ist, in Schoenfliesscher oder internationaler Notation.
Beispiel: TP = 23P fur die kubische Zelle, C3P = 3P fiir die Zelle eines
hexagonalen Gitters usw. — Ublich ist die Verwendung der internationalen
kristallographischen Notation.
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Bemerkungen zur Liste der symmorphen Raumgruppen

Wir erhalten nach Anhang 1.4, Lemma 6, die symmorphen Raumgruppen
aus der Kombination der geometrischen Kristallklassen K von Tabelle 9 mit
denjenigen Gittern I' aus Tabelle 10, fir die gilt:

Holoedrie (K) = Holoedrie (T")

oder:

Holoedrie (K) = D34, Holoedrie (I') = Dgyp,.

Bis auf die Abweichung im hexagonal/trigonalen Fall sind also gerade die Kri-
stallklassen eines Kristallsystems mit samtlichen Raumgittertypen des gleich-
namigen Gittersystems zu kombinieren. Es zeigt sich dabei, dal bei den 66
auftretenden Kombinationen bis auf 7 Falle die Operation der Kristallklasse
K auf I" in genau einer Weise moglich und damit ein semidirektes Produkt
I' * K durch Angabe des Paares (T, K) eindeutig ausgezeichnet ist.

In den restlichen Fallen gibt es jeweils genau zwei semidirekte geome-
trische Erweiterungen im Sinne von Anhang 1.4, Definition 15. Bei sechsen
dieser 7 Falle, namlich den Kombinationen von K = D3j, D3y, D3, C3, je-
weils mit I' = Z(3P) und von K = D,4 mit I' = Z(4P), Z(4I) operiert K auf
I’ dadurch auf zwei wesentlich verschiedene Weisen, dafl die Diederachsen be-
ziehungsweise die Spiegelungsebenen (bei Cs3,) durch die Basiskanten oder die
Diagonale des Grundparallelogramms der Einheitszelle laufen konnen. Die je-
weilige Auswahl legt die Operation von K auf I" fest. Wir notieren abkiirzend
jeweils das semidirekte Produkt durch I'x; K beziehungsweise I'+4 K. Im letz-
ten der 7 Falle, der Operation von Cs, auf Z(222C) = Z(222A) = Z(222B),
sind zwei wesentlich verschieden Moglichkeiten dadurch gegeben, da8 Spiege-
lungsebenen durch das Paar zentrierter Seitenflichen der Einheitszelle (hier

ein Quader) gehen oder nicht. Es ergeben sich dann die beiden symmorphen
Gruppen Z(222A) * Cqy = Z(222B) * C3, und Z(222C) * Cy,.
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Tabelle 11
Bravaissche (symmorphe) Gruppen in semidirekter Produktdarstellung,
internationale Symbolik, Schoenflies und Fedorov- Notation

Kristallfamilie Semidirekt International Schoenflies | Fedorov
voll kurz
Regular/ Z(23P)+0* | PA3X Pm3m O: 71s
Isometrisch/ z(231) + O* 1332 Im3m (01 72s
Kubisch/ Z(23F)+O* | FA3XZ Fm3m 0; 73s
Sparo- Z(23P)*T; | P43m T} 65s
edrisch z(23)* Ty | I43m T3 665
Z(23F) Ty | Fi3m T? 67s
Z(23P)+T, | P% Pm3 T} 62s
z(23N)+«T, | IX3  Im3 Ty 63s
Z(23F)+T, | F23  Fm3 T3 64s
"Z(23P) x O P432 o! 68s
z(231)« O 1432 oO® 69s
Z(23F)«O | F432 o3 70s
Z(23P)+T | P23 T! 59s
z(230)* T 123 T3 60s
Z(23F)*T F23 T? 61s
Z(3P)*Dsy, | PE22 PEmm D}, 585
Trigonal Z(3P) * D¢ P622 D} 54s
Z(3P) x4 D3, | P6m2 D}, 48s
Z(3P) *x Dan| P62m D3, 47s
Z(3P) * Cs, Pémm Ci, 50s
Z(3P)*Cen | P2 Ci, 53s
Z(3P) x Cs P6 Ci 49s
Z(3P) * Cap P Ci, 43s
Z(3P)*¢D3g| P3X1 P3ml D3, 555
Z(3P)*; D3g| P31%  P3lm D}, 565
Z(3P)*4 D3 | P312 D} 45s
Z(3P)+ D; | P321 D} 445
Z(3P) x4 C3, | P3ml Cs, 40s
Z(3P)*: C3, | P3lm C3, 41s
Z(3P) * Ce P3 CL 51s
Z(3P)*Cs P3 C3 38s
Z(3R)* D3y | R3Z  R3m D3, 57s
Z(3R) * D3 R32 D} 46s
Z(3R)xCs, | R3m C3, 42s
Z(3R) * Cs R3 C% 52s
Z(3R) * C; R3 Ci 39s
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Kristallfamilie Semidirekt International Schoenflies | Fedorov
voll kurz

Tetragonal Z(4P) * Dy, Piii pipny D}, 36s
Z(4P) x4 Doy | P42m D}, 32s
Z(4p) *x Dag | P4m2 D3, 33s
Z(4P) * D, P422 D} 30s
Z(4P) x Cy, P4mm Ci 24s
Z(4P)+Cy | P2 Ch 28s
Z(4P)*C, P4 Si 26s
Z(4P)+Cy | P4 Cl 225
ZA* Dy | IZZX: Pimm D}l 37s
Z(4I) *q D2d Ii2m Décli 34s
Z(4I) % Dag | I4m2 D3, 35s
Z(41) + Dy 1422 D3 31s
Z(4I)+Csy | I4mm c3, 255
Z(AI) * Cap, I3 C3, 29s
Z(4I) + C4 14 S? 27s
Z(4I) % Cy I4 Ci 225

Orthorhombisch | Z(222P)* D3| P22 2 Pmmm D}, 18s
Z(222P)x D, | P222 D} 9s
Z(222P) * Co,| Pmm?2 Ci, 13s
Z(222I)* Dy | IAZZ Immm D% 20s
Z(222I)x D, | 1222 D3 11s
Z(2221) + Cyy | Imm2 c2 165
Z(222C) x D3| CEX L Cmmm D3 19s
Z(222C)x D, | C222 D§ 10s
Z(222C) * C2y| Cmm2 C3! 14s
Z(222A) * Ca,| Amm?2 Ccis 15s
Z(222F)« Day| FA2XLZ Fmmm D% 21s
Z(222F)+ D, | F222 D! 125
Z(222F) x Cyy| Fmm2 cl3 17s

monoklin Z(2P) * Cap P11t pi Ci. 7s
Z(2P) *+ C, Pllm Pm C! 5s
Z(2P) * C, P112 P2 C} 3s
Z(2I) x Cay mz Jj2=p1 C3 8s
Z2I) * Cy Nim Im= Bm c3 6s
Z(2I) x C, 1112 12 = B2 Cc3 4s

Triklin Z(P) x C, P1 C! 2s
Z(P) x Cy P1 C} 1s

Zum Vergleich der Notationsformen bei den anderen Raumgruppen siehe
- fiir Internationale Symbolik/Schoenflies-Notation [Henry/Lonsdale 1969, 545-553],
— fur Intern. Symbolik /Schoenflies- /Fedorov-Notation [Safranovskij 1963, 286-289).
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Anhang

Konventionen/Notationen

Zu Kapitel 1

SN

C_'n, Cn,h, Cn,v,
C2m Dn, Dn,h,
usw.

Cn, Cn,ha Cn,v
CZn

Dna Dn,h; Dn,d
T, Th, Ta
o,o0%1, 1"

p, p22, 232 ysw.

1P, 2P, 2I, 222P,
2221, 222C, 222F,
4P, 41, 3P, 3R,
32P, 321, 32F

Z(1P), Z(2P) usw.

P2 =Cl,
P21 = 022,

usw.

'xG

I'xG

Symmetrische Gruppe in n Elementen

Endliche orthogonale Gruppen in O(3,IR) insbeson-
dere der Kristallklassen in Schoenflies-Notation

Rotationsgruppen (ggfs. mit horizontaler bzw. vertika-
ler Spiegelungserweiterung)

zyklische Gruppe, erzeugt von Drehspiegelung der
Ordnung 2n

Diedergruppen (ggfs. erweitert um horizontale bzw.
vertikale Spiegelungsebene, die vertikale zwischen den
Diederachsen — “diagonal”)

Tetraedergruppen (ggfs. erweitert durch “horizontale”
bzw. “diagonale” Spiegelungsebene)

Oktaeder- bzw. Ikosaedergruppen (ggfs. erweitert)

Endliche orthogonale Gruppen in internationaler kri-
stallographischer Notation (speziell fur die 32 geome-
trischen Kristallklassen siehe Anhang 2, Tabelle 9)

14 Raumgittertypen in internationaler kristallographi-
scher Notation (vergleiche Anhang 2, Tabelle 10)

Zugehorige Translationsgitter (Anhang 2, Tabelle 10)

Kristallographische Raumgruppen (-typen), in der
Regel sowohl in internationaler als auch Schoenflies-
scher Notation angegeben (speziell fiir die Bravais-
schen — symmorphen — Gruppen siehe Anhang 2,
Tabelle 11)

Semidirektes Produkt der Gruppen I', G

Verschranktes Produkt im Sinne einer Gruppenerwei-
terung mit nichttrivialem Faktorensystem, dessen
Spezifizierung aus dem Kontext hervorgeht (vgl. An-
hang 1.3, 1.4)
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En

Isom(E™)
Isom™(E"),
Isom™(E™)

Af{(E™)

O(n, R), SO(n, R)
GL(n, R),

P(n,R), P(n,C)
PGL(n,C) =
Koll(P(n, C))
Koll(P(n,C); M)

k,l
1(;’)usw.

[m,n, p]

(o, B,7)

Zu Kapitel II

FEuklidischer Raum der Dimension n

Isometriegruppe des E™,
Gruppe der orientierungserhaltenden bzw.
Menge der orientierungsumkehrenden Isometrien

Affine Gruppe des E™

(Spezielle) orthogonale Gruppe
Allgemeine lineare Gruppe

Projektive Raume
Gruppe der Kollineationen im P(n,C)

Stabilisator von M aus P(n,C) in PGL(n,C)

Untervarietat des P(n,C), definiert als simultanes
Nullstellengebilde homogener Formen vom

Grad [, k etc.

Flache in “Weifischen Parametern”, d.h. mit ganz-
zahligen Achsenabschnitten m,n, p beztglich eines ge-
wahlten Achsensystems. Wei’ Originalschreibweise
bei Achseneinheiten a,b, ¢ war [ma : nb : pc]; im Fall
des trigonal/hexagonalen Systems nach Auszeichnung
von 3 symmetrischen Achsen in einer Ebene und einer

dazu orthogonalen [mmfa:p a] .

Fliche angegeben durch Normalenvektor; in der Regel
a,B,vy € Q oder Z

In der Regel Notation von Punkten in Grofbuchstaben (P,Q,...), von Gera-
den in Kleinbuchstaben (g,h,...), von Ebenen hervorgehoben (E, F, ...)

P, Q,
P.-Q
g-h
goo, Eoo
1

T

Ebenes Geradenbischel durch die Punkte P, Q
Gerade durch die Punkte P, @,

Schnittpunkt der Geraden g, h

unendlich ferne Gerade bzw. Ebene

orthogonal

inzidiert mit
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Literaturverzeichnis

Verwendete Abkiirzungen

Abh. AWB — Abhandlungen Konigliche Akademie der Wissenschaften Ber-
lin, Phys. Klasse

Abh. BAW — Abhandlungen Bayerische Akademie der Wissenschaften
Abh. GGW — Abhandlungen Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften
Abh. GWL — Abhandlungen Gesellschaft der Wissenschaften Leipzig

Abh. IMUK — Abhandlungen der Internationalen Unterrichtskommission fir
Mathematik

AdM — Annales de Mathématique

AfM — Archiv fir Mathematik

AHES — Archive for History of Exact Sciences

AIHS — Archives Internationales d‘Histoire des Sciences

AJM — American Journal of Mathematics Pure and Applied
Ann. Mat. — Annali di Matematica

Ann. Phys. — Annalen der Physik

Ann. Sci — Annals of Science

Ann. Sci. Mat. Fis. — Annali di Scienze Matematiche e Fisiche

BANCRA — Boletin de la Academia Nacional de Ciencias de la Republica
de Argentina

Ber. SGW — Berichte Verhandlungen Koniglich Sachsische Gesellschaft der
Wissenschaften, math.-phys. Klasse
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BJHS — British Journal for the History of Science

BSM — Bulletin des Sciences Mathématiques

BSP — Bulletin Société Philomatique

Chr. FVS — Christiania Forhandlinger i Videnskabs-Selskabet

CI — Civilingenieur

CMH — Commentarii Mathematici Helvetii

CR — Comptes Rendus Académie des Sciences Paris

DBGTW — Dresdener Beitriage zur Geschichte der Technikwissenschaften
DPJ — Dinglers Polytechnisches Journal

DSB — Dictionary of Scientific Biography. Ed. C. Gillispie. New York
EMW — Enzyklopadie der Mathematischen Wissenschaften, Leipzig
EPhJ — Edinburgh Philosophical Journal

GgA — Gottingische gelehrte Anzeigen

HM — Historia Mathematica

HSPS — Historical Studies in the Physical Sciences

HuT — Humanismus und Technik

HZ — Historische Zeitschrift

Jb. DMV — Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
Jb. FM — Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik

JdM — Journal de Mathématique

JdPh — Journal de Physique

JEP — Journal d. Ecole Polytechnique

JIM — Journal fiir die reine und angewandte Mathematik

MA — Mathematische Annalen

Math. Mag. — Mathematical Magazin

Mém. AS — Mémoires d’Académie des Sciences, Paris

Mém. Div. Sav. — Mémoires présentés par Divers Savants 3 1’Académie Royal
des Sciences

Mb. AWB — Monatsberichte Berliner Akademie der Wissenschaften Berlin

Nachr. GWG — Nachrichten Gesellschaft der Wissenschaften Gottingen

N. Jb. Min. — Neues Jahrbuch fiir Mineralogie, Geologie und Paldontologie

NTM — Schriftenreihe fiir Geschichte der Naturwissenschaften, Technik und
Medizin

Phil. Mag. — Philosophical Magazin

Phil. Tr. RSL — Philosophical Transactions Royal Society London
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Ph. Zs. — Physikalische Zeitschrift

Proc. Cam. Phil. Soc. — Proceedings of the Cambridge Philosophical Society
Proc. EMS — Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society

Proc. RSL — Proceedings Royal Society London, Series A.

Sb. BAW — Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissenschaften,
Math.-Phys. Classe

Sb. PrAW — Sitzungsberichte Preuflische Akademie der Wissenschaften
T&C — Technology and Culture

TG — Technikgeschichte

TG-E — Technikgeschichte in Einzeldarstellungen, Disseldorf

Tr. RSE — Transactions Royal Society Edingburgh

VijS. NGZ — Vierteljahresschrift der Naturforschenden Gesellschaft Ziirich

Zap. MO — Zapiski Imperatorskago St.-Peterburgskago Mineralogic¢eskago
Obscestva

Zs. Krist. — Zeitschrift fir Kristallographie (Fortfiihrung von Zs. Kryst.)
Zs. Kryst. — Zeitschrift fiir Krystallographie und Mineralogie

Zs. MNU — Zeitschrift flir mathematisch naturwissenschaftlichen Unterricht
Zs. MuP — Zeitschrift fiir Mathematik und Physik

Zs. ph. Ch. — Zeitschrift fiir physikalische Chemie

Zs. VDI — Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieure
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