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Abstract: It is not clear how to define the Dolbeault complex on singular complex
spaces. We give a widespread discussion of several setups, including counter-
examples showing that Dolbeault’s Lemma is not valid in the setup of algebraic
differential sheaves, and that we cannot get satisfying Holder estimates in the
extrinsic setup of Henkin and Polyakov. Working in the intrinsic setup of Fornaess,
i.e. on the complex manifold of regular points, is much more promising: We give a
0 solution operator with Holder-(1 — ¢)-estimates on arbitrary relatively compact
connected subsets of complex curves. Our proof is independent of the work of
Fornaess and Gavosto who already proved this result in 1998.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen auf
komplexen Kurven untersucht. Dabei stellt sich zunéchst die Frage, wie Differen-
tialformen auf singuldren komplexen Réumen zu definieren sind. Der Differenti-
alformenbegriff, der in der Algebra {iiblich ist, taugt nicht zur Untersuchung der
Differentialgleichungen: Werden die Formen auch in Singularitdten definiert, so
muss das Lemma von Dolbeault dort nicht unbedingt gelten.

Henkin und Polyakov haben die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
auf vollstdndigen Durchschnitten im Einheitsball gelost [HePo]. In dieser Situati-
on konnen allerdings keine Losungen hoher Regularitit erwartet werden, da die
Geometrie der analytischen Mengen nicht beriicksichtigt wird.

Ergiebiger ist es, -geschlossene Formen auf der komplexen Mannigfaltigkeit der
reguléren Punkte zu betrachten, und Lésungen der inhomogenen Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen ebendort zu suchen. Die Losbarkeit in dieser Situation im-
pliziert auch die Losbarkeit in dem Setup, das Henkin und Polyakov betrachtet
haben.

Eine irreduzible Komponente einer komplexen Kurve kann in der Néhe einer
Singularitdt mittels der Puiseux-Normalisierung durch die Einheitskreisscheibe
der komplexen Ebene parametrisiert und das Problem dorthin verlagert werden.

Dann liefert das Cauchy-Integral eine Losung

folw) = —— / MO 4y par,
A

2w at—w

die nach Zuriickziehen auf die komplexe Kurve jedoch nicht unbedingt holderste-
tig bleibt.

Subtrahiert man allerdings die ersten Glieder der holomorphen Taylor-Entwicklung,

so erhalt man tiber © i
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= — —dt Ndt
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Losungen hoherer Regularitét.

Dieses Verfahren wurde schon von Forneess und Gavosto in [FoGa| vorgeschlagen,
allerdings nicht ausgearbeitet, da hoherdimensionale Rdume in der Regel nicht
parametrisierbar sind. Solche Réume konnen aber lokal als analytische Uberla-
gerung eines Polyzylinders dargestellt werden, um auf diesem Wege die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen zu 16sen.



Fiir eine offene, relativ kompakte Teilmenge D einer steinschen komplexen Kurve
X ohne Singularitdten im Rand bD kénnen Theorem B und das abstrakte Theo-
rem von de Rham verwendet werden, um mit Hilfe einer Parametrix eine globale
Losung der Differentialgleichungen auf D zu erhalten.

Bezeichnen wir mit L, (D N Reg(X)) die beschrinkten (0, 1)-Formen auf der

komplexen Mannigfaltigkeit der reguliaren Punkte in D und mit A, (D) die a-
holderstetigen Funktionen, so ergibt sich insgesamt:

Theorem 2.7.1 Sei X eine steinsche komplexe Kurve mit isolierten Singulari-
taten und weiterhin D CC X eine relativ kompakte, zusammenhdngende, offene
Teilmenge ohne Singularititen auf dem Rand bD. Dann existiert zu gegebenem
a € (0,1) ein linearer Operator

T: L. (DNReg(X)) — Au(D)
mit OT f = f fiir f € LG 1 (D NReg(X)) und es gilt
1T flla,p < Cll flloo,n
fiir eine Konstante C' > 0, die unabhdngig von f ist.

Damit ist ebendieses Resultat aus [FoGa] auf anderem Wege bestétigt. Von dort
stammen auch die Ideen zur Definition der Normen auf singuldren komplexen
Réumen.

Zur genaueren Erlduterung sei auf die Einleitung der beiden Kapitel verwiesen.

Danksagung

Ich danke Herrn Prof. Dr. Ingo Lieb fiir das schone Thema, Herrn Lieb und Herrn
Dr. Torsten Hefer fiir die ausgezeichnete Betreuung.



1 Zur Problemstellung

Reduzierte komplexe Rdume werden mittels holomorpher Einbettungen lokal als
analytische Teilmengen offener Gebiete eines C™ realisiert.

Eine Funktion g auf einer analytischen Menge X ist holomorph, wenn es zu jedem
Punkt p € X eine Umgebung U(p) in C™ und eine in U(p) holomorphe Funktion
gibt, die auf X N U(p) mit g iibereinstimmt.

Dies ldasst sich nicht direkt auf holomorphe Differentialformen iibertragen, da
sonst keine Ableitungsoperatoren auf X existieren. Nehmen wir an, X sei in U(p)
als gemeinsame Nullstellenmenge k holomorpher Funktionen fi, ..., fi gegeben, so
muss gesetzt werden, dass die Formen df; auf X verschwinden.

Fiir allgemeine Differentialformen treten weitere Schwierigkeiten auf. Es ist notig,
sich auf reell-kohérente analytische Mengen zu beschrinken, da das Ideal der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die auf X verschwinden, ansonsten
nicht unbedingt von den Funktionen f;, fi, i = 1,..., k erzeugt wird. Setzt man
fiir solche analytischen Mengen dann df; und df; gleich 0 auf X, so existieren
verallgemeinerte Ableitungsoperatoren.

Damit ist es moglich, Komplexe von Differentialformen zu betrachten. H.-J. Reif-
fen hat am Beispiel der analytischen Menge A := {2 : 2] + 25 + 252, = 0} C C?
gezeigt, dass das Lemma von Poincaré fiir holomorphe Differentialformen in den
Singularitidten nicht gelten muss [Rei.

Wir iibertragen dieses Ergebnis auf den Dolbeault-Komplex und zeigen, dass fiir
die Singularitidt in A auch das Lemma von Dolbeault nicht gilt.

Es sei daraufhingewiesen, dass analytische Mengen, die nicht reell-kohérent sind,
durchaus keine Pathologie darstellen. Etwa {2 : 22 = 2325} C C3 ist nicht reell-
kohérent.

Am Beispiel der Parabeln X,,, := {z : 2" = 2z} C C? zeigt sich, dass im
extrinsischen Setup, das Henkin und Polyakov betrachtet haben, kein stetiger
Losungsoperator zu d vom Raum der beschriinkten (0, 1)-Formen in den Raum
der d-holderstetigen Funktionen fiir § > m/n erwartet werden darf.



1.1 Reduzierte komplexe Riume

Beginnen wir mit der klassischen Definition analytischer Mengen:

Definition 1.1.1. Eine Teilmenge A eines offenen Gebietes D C C" heifit ana-
lytisch in D, falls zu jedem Punkt p € D eine Umgebung U, von p existiert
zusammen mit endlich vielen holomorphen Funktionen fi, ..., f € O(U,), so dass
U, N A die exakte gemeinsame Nullstellenmenge der Funktionen { fi, ..., fi} ist,
also

UNA={zeU,: fi(z) = ... = fr(z) =0}
qgilt.

Wir werden uns auf reduzierte komplexe Rdume beschréinken, so dass die Struk-
turgarbe eines solchen Raumes als Untergarbe der Garbe der Keime stetiger
Funktionen auftritt und holomorphe Abbildungen durch ihre zu Grunde liegende
stetige Abbildung eindeutig bestimmt sind. Folgende Definitionen sind durchaus
uniiblich, ersparen uns aber den Umweg iiber komplexe Riume in voller Allge-
meinheit.

Definition 1.1.2. Ein Tupel (X, Ox), bestehend aus einem hausdorffschen, para-
kompakten topologischen Raum X mit abzdhlbarer Topologie und einer Untergar-
be Ox der Garbe der Keime der stetigen Funktionen auf X, heifit reduzierter
komplexer Raum, wenn folgende Bedingung erfillt ist: Zu jedem Punkt p € X
existiert eine offene Umgebung U von p und eine homdomophe Abbildung f auf
eine analytische Teilmenge f(U) eines Gebietes D C C", so dass die kanonische

Abbildung

f:0p — f(Oxlv)
heOp(V) — hofeOxlu(f~(V)) = f(Ox|v)(V)

surjektiv ist.

Die Garbe Ox bezeichnen wir als Garbe der Keime der holomorphen Funktionen
auf X bzw. als Strukturgarbe von X. Schnitte in Ox nennen wir holomorphe
Funktionen.

Das heif}t, eine stetige Funktion g € Cx(V), V. C U offen, ist holomorph im
Punkt ¢ € V dann und nur dann, wenn in einer Umgebung W von f(gq) eine
holomorphe Funktion h € Op(W) existiert mit g|;-1wy = ho f|-1w). Wir
werden einen reduzierten komplexen Raum (X, Ox) in der Regel nur kurz mit X
notieren.

Analytische Mengen besitzen nach unserer Definition also unmittelbar eine ein-
deutige Struktur als reduzierte komplexe Rdume. Wir werden daher in der Regel
nicht zwischen den beiden Begriffen fiir Teilmengen eines C" unterscheiden.



Im Allgemeinen sollte man hier aber groflere Sorgfalt walten lassen, da eine ana-
lytische Menge als topologischer Basisraum diverser nicht-reduzierter komplexer
Réaume auftreten kann.

Wir wollen noch den Begriff der Idealgarbe einer analytischen Menge einfiithren
und kurz die Verbindung zu komplexen Rdumen herstellen.

Definition 1.1.3. Sei A eine analytische Teilmenge eines Gebietes D des C™.
Fiir U C D offen sei

ia(U) :={f€O0pU): fluna = 0}.

Damit ist i4 eine Untergarbe von Idealen der Garbe Op und wir nennen i, Ide-
algarbe der analytischen Menge A.

Wir nutzen die Idealgarbe, um die holomorphen Funktionen auf einer analytischen
Menge A auf algebraische Weise zu charakterisieren:

Lemma 1.1.4. Sei A eine analytische Teilmenge eines Gebietes D des C". Dann
qgilt:
042 (Op/ia)|a.

Beweis. An dieser Stelle sei kurz darauf hingewiesen, dass wir fiir eine Garbe G
mit G|4 die Priagarbe
U limG(V),

%
den direkten Limes iiber alle offenen Mengen V' mit ANU C V', meinen, die wieder
eine Garbe ist. Diese Definition wird in dieser Arbeit ofter implizit verwendet
werden.
Wenn von einer kleinen offenen Menge die Rede ist, so ist gemeint, dass die Menge
im weiteren Verlauf gegebenenfalls ohne Einschréinkung verkleinert wird.
Wir konstruieren einen Homomorphismus von Garben. Das konnen wir lokal tun.
Sei x € A ein Punkt, w, € O, der Keim einer holomorphen Funktion. Sei
weiterhin U C D eine kleine offene Umgebung von z, so dass w € Op(U) den
Keim w, représentiert. Dann setzen wir:

Py (we) = [W]e = [wa]

Angenommen, wir hétten uns fiir einen anderen Représentanten 7 entschieden,
so stellen w und n auf U N A die gleiche stetige Funktion dar. Damit ist aber
w—1n €is(U) und es folgt O, (w,) = Py(n:).

Jetzt zeigen wir, dass es sich bei ® um einen Isomorphismus handelt. Sei dazu
wieder U C D offen, [f] € (OD/Z'A) |4(U N A), reprasentiert durch f € Op(U).
Wir finden eine solche Funktion f, da die Priagarbe U +— (Op(U)/ia(U)) schon
eine Garbe, also isomorph zu Op /i, ist.



Dann ist aber auch f|yna € Oa(UNA) und wir sehen, dass @4 fiir alle U, also
auch ® insgesamt, surjektiv ist:

Punalfuna) = [f]

Nehmen wir nun an, es gelte ®,(w,) = P,(n,), d.h. fiir w, und 7, existieren
Représentanten w und 7, die in einer kleinen Umgebung U von x auf U N A iiber-
einstimmen. Dann gilt aber w, = 7., da es sich bei O, um eine Untergarbe der
Garbe der Keime stetiger Funktionen handelt. Das ist der entscheidende Punkt,
wieso dieses Lemma {iberhaupt gilt! O

Nach dem Oka-Cartan Theorem [GrRe|, S.84, wissen wir, dass die Idealgarbe
ia einer analytischen Menge A kohérent ist. Also handelt es sich bei (A, Oy)
tatsdchlich um einen (reduzierten) komplexen Raum nach iiblicher Definition, da

A= N(ig):={2€D:ia, #O,}

gilt. Ist ndmlich = ¢ A so folgt natiirlich ¢4, = O,. Andererseits ist fiir z € A
nach Definition f(x) = 0 fiir alle f € i4,, so dass i4, # O, gilt.

Dass reduzierte komplexe Rdume umgekehrt unserer Definition 1.1.2 geniigen,
ist klar, da wir wissen, dass komplexe Rdume genau dann reduziert sind, wenn
ihre Strukturgarbe eine Untergarbe der Garbe der Keime stetiger Funktionen ist
[GrRe], S.89.

Néhern wir uns nun den Morphismen reduzierter komplexer Réaume.

Definition 1.1.5. Seien (X,Ox) und (Y, Oy) zwei reduzierte komplexe Riume.
Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit holomorphe Abbildung, falls fiir alle
offenen Teilmengen V- C Y wund alle holomorphen Funktionen g € Oy (V) die
Komposition g o f eine in f~1 (V) holomorphe Funktion ist. Ist f homdomorph
und f=1 ebenfalls holomorph, so nennen wir f eine biholomorphe Abbildung.

Definition 1.1.6. Seien (X, Ox) und (Y, Oy) zwei reduzierte komplexe Rdiume.
(Y, Oy) heifit abgeschlossener Unterraum von (X,Ox), falls Y C X abge-
schlossen und v : Ox — 1.(Oy) surjektiv ist fir die Injektion v 1Y — X.

Eine holomorphe Abbildung zwischen zwei reduzierten komplexen Rdaumen f :
X — Y heifit Einbettung, falls f durch einen abgeschlossenen reduzierten kom-
plexen Unterraum o : Y' — Y faktorisiert, also eine biholomorphe Abbildung
O: X =Y mit f =10 existiert.

Eine holomorphe Einbettung ¢ : U — D in eine offene Teilmenge D eines C"

nennen wir lokale Karte, eine Uberdeckung von X mit lokalen Karten heifst
Atlas.

Riickblickend stellen wir also fest, dass reduzierte komplexe Raume lokal durch
holomorphe Einbettungen in einen C" definiert worden sind.



Betrachten wir nun differenzierbare Funktionen:

Definition 1.1.7. Sei X ein reduzierter komplerer Raum, V C X offen. Eine
stetige Funktion ¢ : V' — C heifit glatt oder C*, wenn zu jedem Punkt p € X
eine offene Umgebung U C V' und eine lokale Karte v : U — D existieren, sowie
eine glatte Funktion h € C*°(D) mit der Figenschaft ¢|y = hot.

Wir bezeichnen mit C¥ die Garbe der Keime der glatten, das heifit unendlich oft
differenzierbaren Funktionen.

Es kann iiberpriift werden, dass die Existenz einer solchen Funktion A nicht von
der gewihlten lokalen Einbettung abhéngt.

Waihrend die vorliegende Definition differenzierbarer Funktionen eine extrinsische
Prozedur zu Grunde legt, wie es auch unsere Definition holomorpher Funktionen
tut, werden wir im néchsten Abschnitt analog zum Fall der holomorphen Funk-
tionen auch hier noch eine algebraische Definitionsméglichkeit kennen lernen, die
sich fiir reduzierte Rdume allerdings wieder als dquivalent erweist.

Wir erinnern uns, dass komplexe Rdume als parakompakt vorausgesetzt worden
sind. Das liefert die Existenz einer Zerlegung der Eins, die wir spéter benutzen
werden, um Normen zu definieren und eine Parametrix zum Operator 0 zusam-
menzusetzen. Aufferdem werden wir darauf zuriickgreifen, um die Feinheit diver-
ser Garben auf X sicherzustellen, die sich damit als azyklisch erweisen.

Fiir die Konstruktion einer Zerlegung der Eins bendtigt man glatte Abschneide-
funktionen. Deren Existenz liefert folgendes Lemma:

Lemma 1.1.8. Sei X ein (reduzierter) komplexer Raum, U C X offen und K C

U kompakt. Dann ezistiert eine reell-wertige Funktion x € CF(X), 0 < x(z) <1
fir alle z € X, mit x =1 auf K und x =0 auf X \ U.

Beweis. Sei z € K. Dann existieren Umgebungen W, cC V, CcC U von z und
eine reell-wertige Funktion x, € C¥(X) mit Werten zwischen 0 und 1, die auf
W, identisch 1 ist und auflerhalb V, verschwindet.

Das ist fiir reguldre Punkte klar (man vergleiche etwa [GuRo], S.288). Falls z ein
singuldrer Punkt ist, so bette man eine Umgebung von z holomorph in einen C"
ein, wahle dort eine solche Funktion und ziehe diese auf X zurtick.

Da K kompakt ist, iiberdecken bereits endlich viele der Mengen W, ganz K, etwa
zu den Punkten [ := {z, ..., 2} C K. Damit ist

X =1-]]0=x:(0)

die gesuchte Funktion.
Fiir ¢ € K ist ndmlich ¢ € W, fiir ein z € I, so dass einer der Faktoren (1—x.(¢))
verschwindet. Fiir ( € X \ U ist ( ¢ V., also x,(¢) =0, fiir alle z € I. O
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Das liefert nun unmittelbar:

S_atz 1.1.9. Sei X ein komplexzer Raum. Dann existiert zu jeder lokal endlichen
Uberdeckung {U;} von X mit U; CC X eine Zerlegung der Eins.

Beweis. Wir wihlen kompakte Mengen K; C U;, so dass X C |JK;. Zu jedem
Paar K; C U, existiert nach Lemma 1.1.8 eine entsprechende Funktion ¢; €
C¥(X). Nun ist auch

o) = 3 () > 0

wieder eine auf ganz X wohldefinierte C* Funktion, da die offene Uberdeckung
{U;} lokal endlich ist. Damit bilden die Funktionen x;(z) = g:(2)/g(z) die ge-
suchte Zerlegung der Eins. O

Wir benétigen Abschneidefunktionen fiir den Vergleich von extrinsischem und
intrinsischem Setup in Abschnitt 1.4 noch in etwas allgemeinerer Situation. Daher
zeigen wir:

Lemma 1.1.10. Sei U C R™ offen, A C U relativ abgeschlossen in U, S =
ANbU, R :=R™\S. Dann existiert eine reell-wertige glatte Funktion x € C*°(R)
mit 0 < f(z) <1 firallex € R, f(x) =1 fiirx € Aund f(x) =0 firz € R*"\U.

Beweis. Zunichst schopfen wir U durch beschriankte offene Mengen aus und iiber-
decken A mit Kompakta:

D, = {z €U :dist(z,bU) > 27"} N By (0) fiir p € Ny

K() = AmDO
K, = AnND,\D,; fir p>1

Dazu wahlen wir

V, = {zeU:dist(z,K,) <277}
v o= [Jv.cu
n=>0
Dann ist
Ww C Dy
Vi C Dy

Vu - Du+1 \ Duf2
fiir p > 2 und daher auch

V,NV, =0 fir |p—v|>2 (1)
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AuBerdem ist dist(K,,bU) > 0, also K, CC V,, so dass gilt: Zu jedem p > 0
existiert eine Funktion y, € C*(R"), die auf K, identisch 1 ist und auBerhalb
V,, verschwindet, vgl. dazu [GuRo], S.288, oder modifiziere Lemma 1.1.8 entspre-
chend.
Damit ist

w(@) =1L (1 = xu(@))

u=>0

die gesuchte Funktion.
Das Produkt konvergiert iiberall, da in jedem Punkt € R™ wegen (1) nur endlich
viele der x, nicht verschwinden, so dass fast alle Faktoren gleich 1 sind.
Weiterhin ist x(z) = 0 fiir x € R™\ V, da auflerhalb von V" alle x,, verschwinden,
und x(z) =1 fir z € A, da x,(z) =1 fir x € K,,.
Wegen D,\ D,_1NV, =0 fir |p—v| > 1ist x auf D, \ D,_; und somit auf ganz
U eine glatte Funktion.
Fiir einen Punkt # € R\ U ist dist(xz, A) > 0, also auch dist(z, V) > 0 so dass x
in einer Umgebung von z identisch verschwindet. Also ist y auch dort unendlich
oft differenzierbar, wohingegen x in Punkten x € S nicht stetig sein kann. O

Wir wollen nun einige Begriffe zur Verfiigung stellen, um die Geometrie reduzier-
ter komplexer Rdume beschreiben zu kénnen. Auch hier halten wir uns nicht an
die iiblichen Definitionen, sondern orientieren uns eher an der Anschauung und
der leichten Zugénglichkeit der Begriffe im Rahmen der Anforderungen dieser
Arbeit. Das ist moglich, da wir uns auf reduzierte komplexe Rdume beschrénken.

Definition 1.1.11. Ein Punkt p € X eines kompleren Raumes X heifst regu-
lar, wenn eine Umgebung U von p existiert, die bitholomorph zu einem Gebiet
D c C" ist. Die Menge der reguliren Punkte bezeichnen wir mit Reg(X). Ein
nicht requldrer Punkt wird als singuldr bezeichnet, die Menge solcher Punkte
mit Sing(X).

Die Menge der reguldren Punkte Reg(X) ist natiirlich offen und bildet die maxi-
male in X enthaltene komplexe Mannigfaltigkeit.

Definition 1.1.12. Sei X ein reduzierter komplexer Raum. Die Dimension
von X in einem beliebigen Punkt p € X sei dann gegeben durch

dim, X := limsup dim, Reg(X),
zEZR*e)gX

wobei mit dim, Reg(X) die Dimension der komplexen Mannigfaltigkeit Reg(X)
im Punkt z gemeint ist. Fir die Dimension von X setzen wir

dim X := sup dim, X.

peX

12



Dass diese Definition fiir reduzierte komplexe Rdume sinnvoll ist, zeigt die folgen-
de Charakterisierung der Menge der singuldren Punkte Sing(X) eines reduzierten
komplexen Raumes X [GrRe], S.117:

Theorem 1.1.13. Die Menge der singuliren Punkte Sing(X) eines komplezen
Raumes X bildet eine analytische Menge in X. Ist der Raum X reduziert, so ist
Sing(X) nirgends dicht in X und es gilt dim, Sing(X) < dim,X fir alle Punkte
re X.

Weiterhin benétigen wir

Definition 1.1.14. FEin reduzierter komplexer Raum X heifst global irreduzi-
bel, falls die Menge Reg(X) der reguliren Punkte von X zusammenhdingend ist.
Ein reduzierter komplexer Raum X heif$t irreduzibel im Punkt p € X, falls der
Punkt p eine Umgebungsbasis von offenen Mengen {U;} besitzt, so dass X NU;
global irreduzibel ist fir alle i. Ein komplexer Raum heifst lokal irreduzibel,
wenn er in jedem Punkt irreduzibel ist.

Lokale und globale Irreduzibilitdt bedingen sich nicht gegenseitig: Jede nicht zu-
sammenhéangende komplexe Mannigfaltigkeit stellt einen lokal irreduziblen kom-
plexen Raum dar, der natiirlich nicht global irreduzibel ist. Andererseits sind zum
Beispiel die analytischen Mengen {z € C?: 25 = z{+2%} und {z € C? : 2} = 2323}
zwar global, nicht aber lokal irreduzibel:

Beispiel 1.1.15. Die analytische Menge A := {z € C3: 22 = 2322} ist irreduzibel
im Punkt 0 € C* und global irreduzibel, aber reduzibel in allen Punkten (0,0, 23)
mit z3 # 0.

Beweis. Zunichst ist Sing(A) = {z € C?: 2; = 25 = 0} die 23-Achse und Reg(A)
der Graph der Funktion
)
23 = | —
22

iiber C?\ {25 = 0}. Also ist Reg(A4) NV zusammenhingend fiir jeden offenen
Polyzylinder V' um 0, das heifit A ist lokal irreduzibel bei 0 und global irreduzibel.
Betrachten wir nun einen Punkt p € Sing(A) mit p = (0,0, p3), ps # 0.

Sei dazu r < |ps| und

Vi=B(p)={2€C:|z—p|<r}

der offene Ball vom Radius r um p.
Dann ist wegen

|23 — p3| <1 < |p3]

eine Funktion /23 auf B, (p) wohldefiniert und wir konnen die Funktionen

f(2) =21+ V2320

13



und
9(2) == 21 — /2322
auf B,(p) betrachten. Nun ist
f(2)g(2) = 21 — 223,

so dass das Produkt fg auf B,(p) N A identisch verschwindet. Andererseits repré-
sentiert aber weder f noch g in Oy, die 0, da die Punktfolgen

Pe = (€4/P3, €, P3)

und
de = (_6 p37€7p3)

fiir e — 0 in A gegen den Punkt p laufen, aber

f(pe) = 2¢y/p3 # 0

und
9(ge) = —2ey/ps # 0.

Damit ist Oy4, kein Integritétsbereich, also A im Punkt p lokal reduzibel. O
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1.2 Der Dolbeault-Komplex

Es ist bekannt [Rei], dass das Lemma von Poincaré fiir holomorphe Differenti-
alformen auf reduzierten komplexen Rdumen in den Singularitdten nicht gelten
muss, wenn man von einem Differentialformenbegriff ausgeht, wie er in der Alge-
bra iiblich ist [Grl, Gr2]. Das heifit, die Sequenz

0—-C->0-Lo 402
ist nicht notwendig exakt, wobei (P die Garbe der holomorphen Differentialfor-
men vom Grad p und d der verallgemeinerte Ableitungsoperator ist.

Wir wollen zeigen, dass fiir reduzierte komplexe Réume auch das Lemma von
Dolbeault nicht gelten muss. Hierzu fithren wir zunéchst den Dolbeault-Komplex

9 ]
0— O - 0% 5 A0 25 A2

ein.

Bei der Charakterisierung von Differentialformen, die nicht holomorph sein miis-
sen, treten allerdings zusétzliche Schwierigkeiten auf, da die reell-analytische Ide-
algarbe einer reell-analytischen Menge nicht unbedingt endlich erzeugt ist. Wir
werden uns daher auf reell-kohérente analytische Mengen beschrinken. Die fol-
gende Darstellung ist durch [Ka] motiviert, die Begriffsbildung geht auf Cartan
[Ca] und Grothendieck [Gro| zuriick.

Wir werden nun also auch noch reell-analytische Funktionskeime und Mengen
betrachten miissen. Die Definitionen sind vollig analog zum komplex-analytischen
Fall. Sei dazu A eine reell-analytische Teilmenge einer offenen Menge U C R", das
heifft A in der Néahe jedes Punktes p € U die gemeinsame Nullstellenmenge von
endlich vielen reell-analytischen Funktionen. Solche Funktionen seien in dieser
Arbeit immer als komplex-wertig vorausgesetzt.

Somit ist eine komplex-analytische Menge sofort auch reell-analytisch.

Sei nun p € U. Dann bezeichnen wir mit R, den Halm der reell-analytischen
Funktionskeime im Punkt p, und weiterhin mit J(A), C R, das Ideal der reell-
analytischen Funktionskeime im Punkt p, die auf A in der Ndhe von p verschwin-
den. Im Gegensatz zum komplex-analytischen Fall ist dann die Garbe J(A) nicht
unbedingt eine iiber R kohérente reell-analytische Garbe. Falls sie es ist, so nen-
nen wir die reell-analytische Menge A reell-kohiirent [Ca). Aquivalent zu dieser
Definition ist fiir komplex-analytische Mengen folgende Charakterisierung, auf
die wir uns beziehen wollen [Mal], S.125:

Definition 1.2.1. FEine analytische Teilmenge A eines Gebietes D in C" heifit
reell-kohdrent in einem Punkt p € A, falls die irreduziblen Komponenten von
A in p in der Ndihe von p irreduzibel bleiben. A heifst reell-kohdrent, falls A in
allen Punkten reell-kohdrent ist, das heifst die Menge der irreduziblen Punkte in
den irreduziblen Komponenten offen ist.
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Wir haben in Beispiel 1.1.15 gesehen, dass die analytische Menge {z € C? : 22 =
2325} im Punkt 0 nicht reell-kohérent ist. Solche analytischen Mengen stellen also
durchaus keine Pathologie dar. Das ist fiir diese Arbeit aber dennoch keine we-
sentliche Einschrankung, da zum Beispiel analytische Mengen mit ausschliefSlich
isolierten Singularitdten sicherlich reell-kohérent sind.

Jetzt wollen wir die differenzierbaren Funktionen auf einem reduzierten komple-
xen Raum algebraisch charakterisieren. Sei dazu A eine analytische Teilmenge
eines Gebietes D des C". Fiir eine offene Teilmenge V' C D sei

(V) :={feC®V): fla=0},

also 74 die Idealgarbe der Keime differenzierbarer Funktionen, die auf A ver-
schwinden. Nun sieht man analog zum Fall holomorpher Funktionen (vgl. Lemma
1.1.4) leicht

Cx = (CF/Ta) | 2)

Wir wollen diese Darstellung nutzen, um C'° lokal zu beschreiben. Dazu wer-
den wir uns ab sofort auf reell-kohérente analytische Mengen beschrianken. Wir
bendtigen folgende interessante und niitzliche Aussage [Mal], S.123:

Theorem 1.2.2. Sei A eine reell-kohdrente analytische Teilmenge eines Gebietes
D des C", f € C™(D) eine differenzierbare Funktion, die auf A verschwindet:
fla = 0. Dann ezistiert zu jedem Punkt p € D eine Umgebung U C D von p, so
dass [ auf U eine Darstellung

k
f = Z gihi
i=1

besitzt, wobei die Funktionen g; reell-analytisch sind und auf ANU verschwinden.
Die Funktionen h; sind differenzierbar.

Betrachten wir nun einen Punkt p € A und nehmen p = 0 € C" an. Wir erin-
nern daran, dass die Idealgarbe 74 von A nach dem Oka-Cartan Theorem eine
kohérente analytische Garbe ist. Also kénnen wir ein System (fi,...f,,) endlich
vieler holomorpher Funktionen wéhlen, die ¢4 in einer Umgebung U von 0 iiber
Oy erzeugen. Dann lésst sich C'}, charakterisieren, indem man

Tao = (fi F)CF
zeigt und auf (2) zuriickgreift:

Satz 1.2.3. Fulls die analytische Menge A in der Nihe des Punktes 0 € A reell-
kohdrent ist, so gilt fir die Garbe der Keime der differenzierbaren Funktionen auf

A:
Cio = 667/ (fir 1) GG
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Beweis. Es kann angenommen werden, dass A im Punkt 0 irreduzibel ist. Im all-
gemeinen Fall sind dann die einzelnen Komponenten nach Definition 1.2.1 wieder
reell-kohdrent und eine Funktion, die auf A verschwindet, kann induktiv auf den
endlich vielen Komponenten faktorisiert werden.

Wir wollen fiir eine Teilmenge M eines C" mit M, den Keim der Menge M bei
p € M bezeichnen und werden im Folgenden fiir Ren g kurz Ry und fiir Ocen
kurz Oy notieren. Die Koordinaten des C" seien mit z, die Koordinaten des C*"
mit (w, () bezeichnet.

1) Die Abbildung ¢ : Ry — O, gegeben durch

g al,uz”E“HE ay W’ ¢H

ist ein C-Algebra-Isomorphismus zwischen den reell-analytischen Funktionskei-
men in C" und den holomorphen Funktionskeimen in C?".
Insbesondere erhalten wir

Y e Yk = )
14 14

- Y Y
14 v

2) Da A reell-kohdrent ist, ist die reell-analytische Idealgarbe J := J(A) von A
endlich erzeugt. Dann ist mit jo aber auch jo = ®(Joy) endlich erzeugt und wir

und

konnen die analytische Menge Ay = (Jo) in C?" betrachten, die als Komplexi-
fizierung von Ay bezeichnet wird. Nach Riickerts Nullstellensatz ist

i(Ap)o = Rad(J).
3) Fir die Komplexifizierung gilt
Ay =Ag x Ay :={(w,) e C" x C": w, € Ap}.
Hier sei erwihnt, dass A, als analytische Menge durch die

— Za_iyg'/

gegeben ist.
Wir zeigen zunéichst Ay C Agx Ag. Sei also (w, ¢) € Ay. Das heift, , h(w, ¢) = 0 fiir

alle h € i(Ay)o. Insbesondere sind aber die Bilder ®(f;), ®(f;) in Jo C Rad(Jp) =
i(Ag)o, da die f; und f; auf Ay verschwinden. Damit ist

®(f;)(w, ) = Zaw = fi(w
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fir i = 1,...,m, da ®(f;) nicht von ¢ abhéngt, also w € Ay. Analog ist

O(f;) (w,¢) = ZW

und somit auch f;(¢) = fi(¢{) =0, also ¢ € A,.

Jetzt ist noch zu zeigen, dass ANO keine echte Teilmenge von Ay x Ay sein kann. Da
es sich bei ® um einen Isomorphismus handelt, stimmen die reelle Dimension von
Ay als reell-analytische Menge und die komplexe Dimension von Ay als analytische
Menge im Punkt 0 iiberein. In beiden Fillen stimmt die Dimension ndmlich mit
der Krull-Dimension des noetherschen lokalen Ringes

(Ro/ o) = (Oo/ )

tiberein. Das lésst sich bei Narasimhan [Na] nachlesen, der auch reell-analytische
Mengen untersucht.
Damit hat aber Ay im Punkt 0 die gleiche Dimension wie Ay x A, als analytische
Teilmenge des C?".
Da mit Reg(Ap) auch Reg(Ap) und Reg(4y x Ag) wegzusammenhingend und
somit die analytischen Mengen irreduzibel sind (vgl. Definition 1.1.14), stimmen

1716 und Ay x A, iiberein.
4) Sei nun g € T4, also g € C§° mit g4 = 0 in der Néhe von 0. Wir miissen nun

g=>_fhi+>_ fik;,

mit differenzierbaren Funktionen h;, k; zeigen. Mit Theorem 1.2.2 kénnen wir
annehmen, dass g reell-analytisch ist, also g € R mit g|4 = 0, das heifit g € J.
Damit ist aber

d(g) € j) - i(go)o =i(Ag x Ao)o = ((f3), ©(f2)),

so dass fiir ®(g) eine Darstellung

=Y fitw)hi(w,. Q) + > F(Q)

mit in einer Umgebung von 0 € C** holomorphen Funktionen f?,-, l;] existiert.
Damit ist dann

9(z) = 27 (@(9)(2) = Y fil2)hi(2) + ) i(2)k;(2)

mit hi(z) = hi(z, %), ki(z) = /%;(2,2) analytisch in 0 € C", und die Behauptung
ist gezeigt. O
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Ein anderer Beweis dieser Aussage findet sich in [Ma2], S.95.

Ausgehend von dieser lokalen Darstellung der glatten komplexwertigen Funktio-
nen auf A, wollen wir nun Differentialformen auf A definieren. Bezeichnen wir mit
AP zunéchst die Garbe der Keime der gewohnlichen (p, ¢)-Formen auf D. Jetzt
charakterisieren wir die Idealgarbe £%? der Keime der Differentialformen, die auf
A verschwinden. Dazu definieren wir: wy € Ag? gehért genau dann zu L7, wenn
zu einem Représentanten w von wy in einer kleinen Umgebung U von 0 Formen
ALy ooy Oy By oy B € APY(U) und 71, ..., Y € AP7HYU), 64, ..., 6, € APIHU)

existieren mit:

w o= Y feit Y B D dfe A+ Y dfi A
= > fai+ D T+ Y 0fc A+ D OfiNG,

wobei wir mit A~ bzw. AP~! jeweils die Garbe 0 meinen. Damit ist £5? tat-
séchlich eine Untergarbe von Moduln von A”? und wir setzen jetzt:

Definition 1.2.4. Sei A eine analytische Teilmenge eines Gebietes D des C™.
Dann heift
N (M2 |

Garbe der Keime der Differentialformen des Grades (p, q) auf dem reduzierten
komplexen Raum A.

Fiir eine reell-kohérente analytische Menge A gilt nun nach Satz 1.2.3 insbeson-
dere

AR = (CF /Ta) 14 = OF,

was unsere Definition rechtfertigt.
Wir wollen nun die Ableitungsoperatoren festlegen. Sei dazu V' C D offen, [w] €
ABYV N A) eine (p,q)-Form auf A, w € AP9(V) ein Reprisentant. Ein solcher
kann immer gefunden werden, da es sich hier um Formen mit glatten Koeffizienten
handelt.
Dann setzen wir:

O[w] := [0w] € ABTH (VN A).
Nehmen wir an, wir hétten uns fiir einen anderen Repréisentanten n € AP9(V)
mit [w] = [n] entschieden, so gilt [w — n] = 0, also w —n € L5 (V). Nun ist nach
unserer Definition aber d(w — 1) € LX97(V), so dass folgt:

Olw] = dln) = [0(w — )] =0.

Damit haben wir einen Operator d : A%? — A%*! definiert. Analog legen wir
9 A% — AR fest und setzen letztendlich noch

d:=0+0: A} — ARTH @ AR
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Da wir ausschlieflich reduzierte komplexe Rédume betrachten, gilt nun noch O 4 C
C% und wir kénnen neben dem de Rham-Komplex

0-C-50,-L0, -5 04— ...

)

wegen 0 o0 = 0 und Of = 0 fir f auf A holomorph, auch den Dolbeault-
Komplex B B
0— 04— 07 -5 A% 2 A%

betrachten. Die so definierten Komplexe stimmen tatsichlich auch mit den ab-
strakten Komplexen von Grothendieck iiberein. Das findet sich in der Arbeit [Kal
von Kantor.

Auf die Ubertragung der Definitionen auf allgemeine komplexe Réume verzichten
wir hier, da wir lediglich die lokale Exaktheit des Komplexes untersuchen wollen.
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1.3 Das Lemma von Dolbeault

Wie angekiindigt wollen wir nun zeigen, dass der Dolbeault-Komplex in Singulari-
taten nicht exakt sein muss, also das Lemma von Dolbeault fiir komplexe Rdume
in den Singularitdten nicht unbedingt gilt.

Unser Gegenbeispiel ist motiviert durch die Arbeit [Rei], in der ein Gegenbeispiel
zur Giiltigkeit des Lemmas von Poincaré gegeben wird. Wir miissen allerdings
etwas mehr Arbeit investieren, da in [Rei] der holomorphe de Rham-Komplex
betrachtet wird, was den Vorteil mit sich bringt, dass erstens die Garben der
Differentialformen leichter zu charakterisieren sind und zweitens alle betrachteten
Funktionen in Potenzreihen entwickelbar sind. Wir miissen hingegen noch einen
Koeffizientenvergleich fiir Taylor-Entwicklungen mit Restglied begriinden.

Es sei darauf hingewiesen, dass in [Rei] auch noch eine positive Aussage iiber
das Lemma von Poincaré getroffen wird: Fiir holomorph kontrahierbare Rdume
bleibt es in den Singularitédten giiltig. Das hat folgenden Hintergrund:

Das Lemma von Poincaré wird in der Theorie der Mannigfaltigkeiten bewiesen,
indem man die lokale Kontrahierbarkeit in den Punkten der Mannigfaltigkeit
ausnutzt. Fiir komplexe Rdume muss man diese Kontrahierbarkeit fordern.

Wir wollen zunédchst den Begriff der Exaktheit in eine etwas andere Form bringen.
Dazu werden wir in diesem Abschnitt eine analytische Teilmenge A eines Gebietes
D im CV betrachten. Die Idealgarbe Z der differenzierbaren Funktionen von
A wollen wir mit Z(A) bezeichnen, fiir die Differentialformen auf D bzw. CV
notieren wir einfach A”? die (p, q)-Formen auf A bezeichnen wir mit A»?(A) und
setzen £ := L57 fiir die (p, ¢)-Formen, die auf A verschwinden.

Wir fithren einige Notationen ein. Sei z € CV, H C C%° und H C AP4. Dann sei:

H-H:= {Zfi@i;fi €eH,o; € HY},

HA Ag’r = {Z a; N ﬁl, o; € H, ﬁz S Ag’r},
O0H = {0a;a € H}.
Wir weisen noch explizit darauf hin, dass nach Definition der Differentialformen

OLPY C LPTT bzw.

oLrd £p+1,q

gilt und wir aulerdem von
I(A). = (fi, ;)CF

ausgehen konnen, da A im Folgenden als kohérent vorausgesetzt wird.
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Nun sehen wir:

Lemma 1.3.1. Sei A eine analytische Teilmenge eines Gebietes D des CN, x € A
ein Punkt. Dann gilt fir alle p,q € N:

AP (A), T API(A), T AP (A), (3)
1st exakt genau dann, wenn
cra 2, pratt 9, prat2 (4)
exakt ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch eine einfache Diagrammjagd. Wir beschrénken
uns daher hier auf die Riickrichtung, der andere Fall geht dhnlich.

Sei (4) exakt, also [w,] € AP9(A), mit Reprisentanten w, € AP9, so dass Ow,] = 0
gilt. Dann ist [Ow,| = Ow,] = 0, also dw, € LY und wegen d o d = 0 existiert
mit (4) nun 7, € £P9 mit In, = Ow,.

Damit ist aber d(w; —7,) = 0 und nach dem gewdhnlichen Lemma von Dolbeault
existiert a, € AP4~1 mit da,, = w, — n,. Dann folgt aber auch

Olae] = [wa = 2] = [wal,
da n, € L2 ist, und (3) ist exakt. O

Lemma 1.3.2. Sei A cine analytische Teilmenge eines Gebietes D des CV
mit der Idealgarbe Z(A) der Keime der differenzierbaren auf A verschwinden-
den Funktionen. Sei 0 € A, q € N. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

I(A)- MY A(T(A)- AV (5)
TL(A) AN C BT(A) - AT (6)
Loy = oy (7)
AON=2(4), 9, AN (A), N AN (A)g ist exakt. (8)

Beweis. Zunichst gilt: B _
D(Z(A)o - AYT) = (LY. (9)

Die Relation C ist wegen Z(A)o - Ag? € L% klar. Sei aber w € £, also

w=Y fii+ > FiBi+> 9find,
fiir avy, ..., s By ooy B € A? und 0y, ..., 6, € AP?. Dann ist
dw = Y fidai+ Y 0fiBi+>_ Fi08;— Y 0fi A5
= (X fei+ YD TiADa),
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und (9) ist gezeigt.
(5)=(6): Sei
w=>Y 0fi NG

mit 51, ..., O € AS’N_I. Dann ist

=0 (3 Tins) - Y T8,

und die Behauptung folgt mit (5).

(6)=-(5): Sei dazu
W = Zflaz + ZT]@

fir aq, ..., oy B1y-.n, B € Ag’N. Diese sind als (0, N)-Formen natiirlich 0-geschlossen,
so dass wir mit dem gewohnlichen Lemma von Dolbeault (0, N — 1)-Formen

A, Ay, By, ..., By, € Ag’N_l finden mit JA; = a; und 53j = f;:

=0(Y 1A+ TB) - S 0% A B,

und die Behauptung folgt mit (6).
(B)A(6)=(7):
LoN =T(A)o - Ag™N +0Z(A)g ANV C AT (A)o - AgYTH) = DL,
wobei die letzte Gleichheit aus (9) folgt. AuBerdem gilt natiirlich
oLyt c Lyt

(7)=(5): Diese Implikation ist klar mit Z(A)o - AYY < £5™ und Gleichung (9).
Zuletzt liefert uns Lemma 1.3.1 noch die Aquivalenz von (7) und (8). O

Korollar 1.3.3. Sei N > 2 und f € Ocn o enthalte keine Primelementquadrate.
[ seiin einer Umgebung U von 0 holomorph, und es sei A :={z € U : f(z) = 0}.
Dann gilt:

AO,N72<A>O l AO,Nfl(A>O i> AO,N(A)O

st exakt genau dann wenn zu jedem Element g € C§° Funktionskeime vy, ..., vy,
W1y ey WN, K1y b, by oy I € CFF existieren, welche die partiellen Differenti-

algleichungen
N N
Z 0 Z 0
i=1 j=1

und

in einer Umgebung von 0 ldsen.
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Beweis. Zunichst ist Z(A)o = (f, f)Cg°, da nach der Voraussetzung an f fiir die
Idealgarbe

iA,ozRad(f):{hEOCN,oihk:f}:(f)

gilt.
Damit folgt die Behauptung aus der Aquivalenz von (5) und (8) nach komplexer
Konjugation der Relation (5). O

Kommen wir nun zum Gegenbeispiel, die verwendeten Lemmata finden sich im
Anschluss.

Beispiel 1.3.4. Es sei f(z1,20) 1= 2{ + 25 + 2521 und A = {(z1,20) € C%:
f(z1,29) = 0}. Dann ist

O 2 A% (A)g 2 A2 (4)y > 0
nicht exakt.

Beweis. Wir nehmen an, es existieren Funktionskeime A, B,C, D € C§°, so dass
gilt:
o(fA) O(fB o(fC) o(fD
(_OUA) | OUB) | BFC) | o7D)
821 (922 821 822
Wir setzen fiir die Funktionen A, B, C, D die Taylor-Entwicklung bei 0 an:

A(z) = ) a2 275" + Ra(z) mit Ra(z) = o(|2[°),

lv|<6

B(z) = Y b2V 25" R + Rp(z) mit Rp(2) = o(|2[°),

lv|<6
analog fiir C und D mit v € N§, |v| = v; + vo + v3 + v4. Sei
A(z) = A(z) — Ra(2),

usw. Nach Lemma 1.3.5 ist nun

8RA 5 8RB B ;
92, (2) = o(|2]"), % (2) = o(|2]"), ...

und wir erhalten

5o = B2 )+ BBy A, A

mit Ry(z) = o(]z[).
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Nun ist nach Lemma 1.3.6 aber Ry = 0 und wir konnen die Koeffizienten der
Polynome vergleichen. Wegen

(D)

9% (2)

a(fC) o(fD), . -9(C), . =
b ()T g ) =T ) + ]

leisten die Summanden, die C und D enthalten, keinen Beitrag zu den Koeffizi-
enten von 27, z5 und z;25. Mit

0 0
A= a_zl(zf_l)za_zz(zlzg)
0 0 2
5= 8—21(2221)23—22(zg§)
0

gilt dann

I = a(1,0,070)/5 + b(o,1,o,o)
1 = a@000 + b0,1,00)/6
1 = a@,000/2+ bo,1,00/5,
was nicht sein kann. Es existieren also keine passenden Funktionen A, B und

mit Korollar 1.3.3 folgt die Behauptung, nachdem wir gezeigt haben, dass f
irreduzibel ist. Das werden wir in Lemma 1.3.8 tun. ]

Lemma 1.3.5. Falls R(z1,...,x,) € C§° fiir x — 0 schneller gegen 0 konvergiert
als |z|™, also R(x) = o(|x|™) gilt, so folgt

() = o),
Beweis. Wir betrachten die Taylorentwicklung von R bei 0. Nun bedeutet
R(x) = o(|z|™),

dass die partiellen Ableitungen von R bei 0 bis zum Grad m verschwinden:

'R
allxl . e 8ln1‘n

(0) = 0 fiir |I| < m.

Damit aber verschwinden die partiellen Ableitungen von % bei 0 bis zum Grad
m — 1 und die Behauptung ist gezeigt. O]

Lemma 1.3.6. Seien pp,(x1, ..., ) und ¢ (1, ..., x,) zwei Polynome vom Grad
<m € Ny und R(z) € C} ein stetiges Restglied, das fiir |z| — 0 stirker als |x|™
gegen 0 konvergiert, also R(x) = o(|x|™). Unter der Voraussetzung p,, = qm + R
gilt dann R = 0.

25



Beweis. Esist R = p,,—qm, also R ein Polynom vom Grad m mit R(z) = o(|z|™).
Dann ist natiirlich R = 0. Wir wollen das dennoch kurz formal ausfiihren:
Nehmen wir nun an, es existiere xy € R™ mit R(xy) # 0. Dann betrachten wir

r(t) := R(txo).

Damit ist r € C[t] ein Polynom in ¢t vom Grad [ := degr < m und es folgt:

t tm
B _ o) g e s o,
tl tl
was aber nicht sein kann, da r ein Polynom vom exakten Grad [ ist. O]

Es bleibt noch zu zeigen, dass f in Og¢z irreduzibel ist. Folgende Aussage aus
[GrRe], S.42, reduziert das Problem:

Lemma 1.3.7. Ein Weierstrass-Polynom f € Ocglz] ist prim in Ocolz] genau
dann, wenn es in Ocz o prim ist.

Man beachte, dass die betrachteten Ringe faktoriell sind, so dass die Begriffe
irreduzibel und prim zusammenfallen. Es reicht also, zu zeigen:

Lemma 1.3.8. Das Weierstrass-Polynom f(z) = z* + y*z + y° ist in Ocplz]
wrreduzibel, wobei mit y die komplexe Koordinate in C bezeichnet ist.

Beweis. 1.) Nehmen wir zunéchst
vt + oyt + 1y = (2% + ayx + ag) (2 + b + by)
an. Dies ist dquivalent zum Gleichungssystem

apby = y
aiby +aohy = y
ag + a1b1 + bo =0

by+a; = 0
Insbesondere ist by # 0 in O¢ . Wir rechnen im Quotientenkérper. Mit a; = —b;
und ag = y° /by folgt:
5
) 4
by | == —b =
1 (bo 0) Y
5
g;—o — b% +bp = 0
Multiplikation der beiden Gleichungen mit by liefert
b (v>—05) = boy' (10)
B o= bty (11)
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Mit (11) in (10) ist weiter:

b (y° — (bobs —¥°)) = boy
& by (2y° — bob?) = by
& 201y° — bob® — byt = 0
& (b} +yt) = 2b19°
2b1y°
b +

S by =

Diese Darstellung von by setzen wir in (11) ein und erhalten:

( 201y° )2 _ ( 2b1y° )bz_ys
bt +y o +yt)

& 4bfy'® = 200° (07 + ") — y* (0 + 207" + o)
& —4biy'® = My°(1 - 2) + 720" — 2¢°) + P
& y’h) — 4y = P

Eine Funktion b; € Oc, die
P — 44108 = (12

erfiillt, kann aber nicht existieren: Sei dazu k£ > 0 die Nullstellenordnung von b,
in 0. Damit ist die Nullstellenordnung in 0 der linken Seite von (12) entweder 5
fiir £ = 0 oder 11 fiir £ = 1 oder streng grofler 13 fiir £ > 1. Das gilt aber nicht
fiir die Funktion 3.

I1.) Es bleibt die Moglichkeit

ot oyt oy’ = (v + ao)(2® 4 bax? + byx + by)
zu betrachten. Dies ist dquivalent zum Gleichungssystem
(lobo =

b1 + a0b2 =

Y
bo + agby = y
0
by +ay = 0

Mit ag = —bg fOlgt

—baby = y5
by — beby = y4
bl - bg = 0
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Weiter liefert b; = b3 also:
—beQ = y5 (13)
bo—b3 = y (14)
Und (14) in (13) gibt:
—bo(b3 +y") = ¥’
= —bg — b2y4 = y57

was keine Funktion by € Ocj erfiillen kann. Ist ndmlich wieder k£ die Nullstel-
lenordnung von by, so besitzt b + boy* fiir £ = 0 die Ordnung 0, fiir & = 1 die
Ordnung 4 und fiir £ > 1 eine Verschwindungsordnung im Punkt 0, die streng
grofer als 5 ist. m
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1.4 Das extrinsische Setup von Henkin und Polyakov

Wir wollen eine weitere Moglichkeit kennenlernen, den Cauchy-Riemann Opera-
tor auf singuldren reduzierten komplexen Rédumen zu studieren. Es handelt sich
um eine extrinsische Untersuchungsmethode. Man betrachtet eine glatte Form
o in einer Umgebung eines eingebetteten komplexen Raumes M, die auf M 0-
geschlossen ist, und sucht Losungen der Gleichung ou = a auf Reg M. Henkin
und Polyakov [HePo| haben dieses Problem betrachtet:

Sei B := B;(0) der abgeschlossene Einheitsball im C™ und weiterhin g, ..., g,
holomorphe Funktionen in einer Umgebung von B. Dann ist M = {z € B :
g1(2) = ... = gp(2) = 0} eine analytische Menge. Sei noch ¢ : RegM — B
die Einbettungsabbildung fiir die Mannigfaltigkeit der reguléiren Punkte Reg M.
Dann gilt:

Theorem 1.4.1. Angenommen, M ist ein vollstindiger Durchschnitt und o eine
Differentialform auf B mit Koeffizienten in C®, so dass 1*0c = dv*a = 0 auf
Reg M. Dann ezistiert eine Differentialform 3 auf B\ Sing(M) mit Koeffizienten
in C, so dass Ov* 3 = 1*0B = t*a auf Reg M gilt.

Es stellt sich nun die Frage, ob wir in dieser Situation holderstetige Losungen
erwarten diirfen. Fiir einen eingebetteten komplexen Raum X C C™ mit einer
isolierten Singularitét bei 0 € X formulieren Fornaess und Gavosto [FoGa] fiir
dieses extrinsische Setup folgende natiirliche Fragestellung:

Problem 1.4.2. Wahle eine in X offene Menge V- C X um die Singularitdt.
Ezistieren dann Konstanten C' > 0, 6 > 0 und eine offene Menge U mit 0 €
U CC V, so dass fir jede beschrinkte (0,1)-Form f auf einer offenen Menge
V'cC", V'NX =V, mit Koeffizienten in C®, die auf U 0-geschlossen ist, eine
d-hélderstetige Funktion u auf einer offenen Menge U', U’ C V', U'NX = U\{0},
u € C®(U’), existiert mit

Ou=f auf U\ {0}
und
[ullsvr < Cllflloov?

Eine solche Losung u ist gleichméfig stetig und setzt sich daher zu einer -
holderstetigen Funktion nach U’ U {0}, also in die isolierte Singularitdt bei 0,
fort.

Das Gegenbeispiel, das Fornaess und Gavosto im Anschluss geben, ist leider nicht
korrekt.

Auch folgendes Beispiel liefert zwar keine negative Antwort, zeigt aber, dass 0
in Abhéngigkeit von der Art der Singularitdt nach oben beschréankt ist und ge-
gebenenfalls sehr klein bleiben muss. Das stellt eine wesentliche Einschréinkung
gegeniiber der intrinsischen Situation dar, die wir in Kapitel 2 betrachten werden.
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Beispiel 1.4.3. Seien n > m_zwei teilerfremde natiirliche Zahlen, m gerade,
X={(z,w) e C?*:2m=w"}, V :={(z,w) € C?: ||, |w| < 1} und V :=V N X.
Sei weiterhin U, := {(z,w) € X : |w| < 7} \ {0} fir 7 > 0.

Fiir festes 7 < 1 ezistiert zu jeder Konstante C > 0 eine (0,1)-Form f auf einer
offenen Menge V', V. C V', mit || f|leo’ < 1, die auf V 9-geschlossen ist, so dass
fiir jede Funktion g auf einer offenen Menge U’ C V', U, C U’, mit 0g = f auf
U dann ||g|lsgr > C fir 6 > m/n gilt.

Beweis. Zunéchst parametrisieren wir die Kurve X durch die holomorphe Abbil-
dung
P:C— X, t— (t",tM).

Diese Parametrisierung ist biholomorph auflerhalb der 0. Das ist zu zeigen.
Zunéchst ist klar, dass ®(C) C X gilt. Angenommen, ®(s) = ®(¢) fiir zwei Punkte
s,t € C. Dann ist t" = s" und t"™ = s™, also

= gns = 5m37

wo &, eine n-te und &, eine m-te Einheitswurzel ist. Aber m und n sind teiler-
fremd, so dass dies nur fiir £, = &, = 1, also s = ¢, moglich ist. Damit ist &
injektiv.

Fiir die Surjektivitit sei wg = re® # 0 beliebig. Dann existieren genau m ver-
schiedene Werte von z mit 2™ = wy:

2 = ERprimeintm ek i =0, — 1

mit & = e2™/™. Also X N {w = wo} = {(20,w0); ..; (Zm_1, wo) }.
Sei nun '
b= Ertmet™ fiir 1= 0,...,m — 1.

Dann ist ¢/ = wp und
t? _ glnrn/memt/m _ glnzo'

Da n,m teilerfremd sind, nimmt

In mod m

fir { =0,...,m — 1 alle Werte £k =0,...,m — 1 an und

D({to; .-y tm-1}) = {(20,w0); -3 (Zm—1,wo) }.

Somit sind C und X homéomorph und wir erhalten als Nebenresultat, dass X
global und lokal irreduzibel ist, und kénnen auf die Irreduzibilitdt von f(z,w) =
2™ —w" in Og2 o schlieBen. Umgekehrt hitten wir fiir die Surjektivitét von ® auch
zunéchst zeigen konnen, dass X irreduzibel ist, und dann gesehen, dass ®(C) als
analytische Teilmenge gleicher Dimension schon gleich X sein muss.
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Damit ist eine Funktion z'/", die sich mittels der Parametrisierung durch ¢ dar-

stellen lasst, auf X stetig und holomorph auflerhalb von 0.

Diese Funktion lisst sich als 2!/ holomorph auf eine Umgebung U von X \ B(0)
fortsetzen, da sich in X \ B.(0) die Blatter von X iiber C, nicht mehr beliebig
nahe kommen konnen und auch nicht mehr die Ndhe der Achse C, erreichen:
Fiir festes wy ist U N {w = wy} entweder leer oder besteht aus disjunkten Um-
gebungen verschiedener Punkte z; mit 2" = w{ (die Bldtter kommen sich nicht
nahe), die nicht den Punkt 0 enthalten (... erreichen nicht die Néhe der Achse
C.). In diesen Umgebungen kann ein Zweig der n-ten Wurzel gewahlt werden, der
im Punkt 2, (also auf X)) mit der durch ¢ gegebenen Funktion iibereinstimmt.
Diese Fortsetzung ist natiirlich holomorph in z.

Fiir festes zp ist andererseits U N {z = 2o} wieder entweder leer oder zerfillt in
disjunkte Umgebungen von Punkten wj, mit wf = 27", auf denen z'/" jeweils
konstant gleich dem Wert in wy, ist.

Wiéhlen wir nun eine C*°-Abschneidefunktion y(z) auf R mit x = 0 fiir < 1/2
und x = 1 fiir z > 1 und setzen a := max, %(m- Fiir € > 0 geniigend klein
definieren wir nun

1/n
x( )z

ge(z,w) =€

Damit ist g = 0 in einer Umgebung der Singularitdt und wohldefiniert in einer
Umgebung W von X. B
Wir wihlen nun V' := W NV und erhalten

= 1]ox,|w] w
0 (2, — 1-1/m = [YA V] l/n_d—
10g.(z, w)] € " ax( ; )2 2]
1/n
< 1 8_X(M) <
aldr € el/m
1/m
1 fox ful |l
al|dz’ e el/m

da |2[Y/" = [w[Y™ und & = 0 fiir [w] > e.
Sei also f. := Jg., so ist wie gewiinscht || felloy < 1.

Sei nun G, definiert in einer Umgebung U’ von U,, U’ C V', mit

IG(P) — G(Q))
Gellsor = |Gl + su . <C
[Gellspr = |Gelloo,v P,erU’ diste2 (P, Q)°

fiir ein 6 > m/n und 0G, = f. auf U,. Da G, gleichméfig stetig ist, setzt es sich
stetig nach 0 fort.
Jetzt ist die Differenz zweier Losungen

he = Ge — e
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eine Funktion auf U’ U {0}, holomorph auf U,. Wir verwenden die Parametrisie-
rung ®, um die Funktionen auf U, in Abhéngigkeit von ¢ darzustellen:

R(t) = he(£", ™)

Nun ist A. eine holomorphe Funktion auf {0 < |t| < 3/7} C C, stetig in 0, nach
dem Riemannschen Hebbarkeitssatz also holomorph auf der ganzen Kreisscheibe,
so dass wir fiir G, auf U, erhalten:

GL(t) = g(t",t") + h(t",t™)

1 igm
= ell/max(%)t +) at?
k>0

fiir eine auf {|t| < %/7} konvergente Potenzreihe.
Wegen der §-Holderstetigkeit von G. ist fiir [¢t|™,|s|™ < €¢/2 (damit verschwindet
ge) aber

|G, t7) = Ge(s™, s™) _ [he(t) = he(s)]
I (O R COT D] U (Gt D]

| Zkzo ag(t* — Sk)‘
[(t — sm tm —sm)]|°

C

Insbesondere kann etwa t € R, t > 0 und s = &t = €2™/™¢t gewihlt werden. Dann
ist " = s und es folgt:

> | Zkzo apt™(1 — &)
- n n)|d ’

[t (1 —¢m)]
wo der Nenner fiir t — 0 wegen nd > m schneller als t™ gegen 0 geht, da 1—£" # 0
ist (n,m sind teilerfremd).
Damit miissen die Koeffizienten a4, ..., a,,—1 aber verschwinden, da fiir 0 < k < m
auch 1 —&* # 0 ist und der Quotient sonst nicht durch C beschrinkt sein kénnte.

Wir wollen nun die Hoélder-Norm von G, nach unten abschitzen. Dazu wahlen
wir zwei Punkte P,Q € U, C U":

P:=(X/"€) , also P = ®( /e
Q = (_ %n76> ’ also Q = (I)(_ %)

C

Damit ist

|Ge(P) = G(Q)] = \QGQ( Ve) = G(= Vel

_ 1—-1/m+1/m my224m+1
= € [mAl/m 4 9 E ag1m+1 Ve
1>0
2 . 2
= o€ + 2€ /e E aotpmi1 Ve

>0
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da sich die geraden Terme gegenseitig aufheben.
Hier ist zu beachten, dass die Koeffizienten a, zwar von e abhédngen, nach den
Cauchyschen Ungleichungen aber wegen |h!| = |G. — g!| < |G| + |¢!| durch

1 ¥ 1
e <C+el—1/m$) < —M =:C;
VT

/T
mit M := (C' + 1/7/a) unabhéngig von € nach oben beschrinkt sind.
Damit besitzt leo asrrmi12?t die Majorante Zkzo Ca®, die als geometrische

Reihe i
T
uy ()
£>0 T

den Konvergenzradius /7 hat.

Also geht
!
2¢ %Z Qstrmsr Ve

>0

fiir € — 0 schneller gegen 0 als € und in

|GE(P) - Ge(@)’ _ 2e
diste2(P, Q)0 429 v/

||G€||(5,U’ Z + Rest (15)

ist das Verhalten der rechten Seite fiir ¢ — 0 vom Rest unabhéngig und somit
|Gells,pr — oo filr € — 0, da § > m/n ist. Das steht fiir geniigend kleines e aber
im Widerspruch zur Voraussetzung an G.. O

Fiir unsere Zwecke hétte es natiirlich vollig geniigt, den Fall m = 2 zu betrachten.
Das Beispiel beruht auf folgender Uberlegung: Es existiert eine Schar g, schlech-
ter Losungen, deren d-Holdernorm nicht beschrankt bleibt. Jede andere Losung
G unterscheidet sich von g. um eine bis auf die Singularitdt holomorphe Funk-
tion h., die im Pullback holomorph ist und daher in eine Potenzreihe entwickelt
werden kann. In dieser Potenzreihe verschwinden wegen der angenommenen o-
Holderstetigkeit von G aber niedrige Koeffizienten. Zum Beispiel der Summand
ait wiirde auf X eine Funktion ay {/z liefern, die §-holderstetig nur fiir 6 < 1/n
ist. Damit {ibertrégt sich das schlechte Verhalten der g. auf die Losungen G..
Vergleichen nun wir das extrinsische Setup mit einer anderen Untersuchungsme-
thode, die wir als intrinsisch bezeichnen wollen:

Sei w eine Differentialform auf der Mannigfaltigkeit Reg X der reguldren Punkte
eines komplexen Raumes X, die 0-geschlossen ist. Existiert dann eine Form u auf
Reg X mit Ou = w? Die Antwort fillt im eindimensionalen Fall positiv aus, wie
wir in Kapitel 2 sehen werden.

Das liefert aber eine stirkere Aussage als Theorem 1.4.1:

Satz 1.4.4. Die Losbarkeit der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in
der intrinsischen Situation impliziert die Losbarkeit im extrinsischen Fall.
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Beweis. Wir beziehen uns auf die Bezeichnungen aus Theorem 1.4.1 und kénnen
annehmen an, dass es sich bei @ um eine (0, 1)-Form handelt.

Sei R := Reg M und ¢ : M — B die holomorphe Einbettung. Dann kénnen wir
a zuriickziehen zu einer Form

w:=algp ="«
mit _ B B
Orw =0got"a=1"0odpa =0,
da Pullback und 0 nach [Ra], S.128, kommutieren.
Nach Voraussetzung existiert auf der komplexen Mannigfaltigkeit R nun eine glat-

te Funktion f mit Ogpf = w auf R. Wir miissen diese Funktion auf den ganzen
Ball fortsetzen. Die Konstruktion wird lokal ausgefiihrt.

Fiir jeden Punkt ¢ € R existiert eine Umgebung U(q) in B und ein Diffeomor-
phismus ®(q) : U(q) — V(g) C C" mit

O(RNU(q) ={2€V(Q) : zay1 = ... = 2, = 0}. (16)

Dabei sei mit d die komplexe Dimension von R bezeichnet, die sich als n — p er-
gibt, da es sich bei R um einen vollstédndigen Durchschnitt der Nullstellenmengen
von p holomorphen Funktionen handelt.

Wihle nun eine lokal endliche Uberdeckung U = {U;}32, von R durch solche
Umgebungen. Das kann etwa durch eine Prozedur wie im Beweis von Lemma
1.1.10 erreicht werden. Sei weiterhin {x;}52, eine Zerlegung der Eins zu dieser

Uberdeckung U und
V:=|JU; C B\ Sing M.

j=1
Wegen (16) existieren Funktionen f; € C*(U;) mit

fleﬂUJ‘ - f|RﬁUj'

Setze .
F=> xf;
j=1

Da die Summe lokal endlich ist, folgt ' € C*°(V') und es gilt

Flpav =0 F = f.
Damit folgt auch B _ B

F0pF = 0pt"F = Opf =w ="
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Damit ist F' auf einer Umgebung V' von R in B konstruiert. Abschliefend soll
F noch auf B\ Sing M fortgesetzt werden. Nach Lemma 1.1.10 existiert eine
Abschneidefunktion x € C*(B \ Sing M), die auf R identisch 1 ist und auf
dem Rand von V' verschwindet. x F' lésst sich dann durch 0 auf den Einheitsball
fortsetzen und hat die gewiinschten Eigenschaften. n

Umgekehrt liele sich eine Form auf Reg X zwar wohl in eine Umgebung von
Reg X fortsetzen, nachdem X lokal in einen C" eingebettet worden ist, nicht
aber in die Singularitdt Sing X, so dass Theorem 1.4.1 nicht anwendbar ist.

Wenn wir von Losungen einer 9-Gleichung nach der intrinsischen Prozedur nun
0-Holderstetigkeit verlangen, so wére das Verfahren aus Beispiel 1.4.3 auch auf
eine solche Losung anwendbar. Das gilt iibrigens auch fiir das Gegenbeispiel aus
[FoGal, so dass jenes Beispiel dem ersten Teil des Artikels widersprechen wiirde.

Da wir in der intrinsischen Situation aber komplexe Rdume unabhéingig von ei-
ner Einbettung betrachten, liegt es nahe, den Abstand zweier Punkte iiber das
Infimum der verbindenden Wege ebenfalls intrinsisch zu definieren, was zu einer
anderen, X-spezifischen Definition der Holderstetigkeit fiihrt.

Dann stellt Beispiel 1.4.3 tatséchlich keine Obstruktion fiir die Existenz eines
stetigen Losungsoperators in die Holder-Rdume mehr dar, da sich in der neuen
Geometrie der Abstand der Punkte P und @) aus dem vorangehenden Beweis

wesentlich verlangert:
distx (P, Q) ~ 2¢

fiir kleine €, wie wir in Kapitel 2 sehen werden. Damit erhalten wir in der Ab-
schitzung (15) im Nenner den Faktor €, wihrend im Zihler der Exponent von
¢ nicht kleiner 1 werden kann: Ansonsten wire ||0ge||c,1+ nicht mehr unabhéingig
von € beschréinkt, sondern wir erhielten

109e| o,y — 00 fiir € — 0.
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2 Komplexe Kurven

Sei X eine komplexe Kurve, das heifit ein eindimensionaler komplexer Raum,
mit isolierten Singularitdten. Wir bezeichnen mit S := Sing(X) die Menge der
singuldren Punkte, mit R := Reg(X) die komplexe Mannigfaltigkeit der reguléren
Punkte.

Sei weiterhin D CC X eine relativ kompakte, zusammenhéngende, offene Teil-
menge. Wir wollen die Supremumsnorm fiir (0, 1)-Formen auf der komplexen
Mannigfaltigkeit DN R definieren. Leider ist aber DN R nicht mehr kompakt, falls
D Singularititen enthilt. Das heifit, wenn wir die Supremumsnorm iiber einen
Atlas definieren, so benétigen wir, um D N R zu iiberdecken, in der Regel un-
endlich viele Karten und eine andere Uberdeckung kénnte eine nicht-aquivalente
Norm liefern.

Es ist also notig, ganz D mit nur endlich vielen offenen Mengen, die auch Singu-
laritdten enthalten diirfen und eine holomorphe Einbettung in einen C" besitzen,
zu {iberdecken und iiber diese die Supremumsnorm zu definieren. Dabei ist zu
zeigen, dass andere Einbettungen eine dquivalente Norm liefern.

Mit Hilfe der Puiseux-Normalisierung ist es moglich, die irreduziblen Kompo-
nenten der komlexen Kurve X in der Nihe jeder isolierten Singularitdt durch
die Einheitskreisscheibe A C C zu parametrisieren. Hoherdimensionale komplexe
Réume sind in der Regel nicht parametrisierbar, wie wieder die analytische Men-
ge {z : 22 = 2322} C C3 zeigt, die in der Singularitit bei 0 keine topologische
Mannigfaltigkeit darstellt.

Der Abstand zweier Punkte P und @ in D lisst sich dann definieren als das
Infimum der Langen stetiger Wege, die P und @) verbinden und in allen reguléren
Punkten glatt sind. Die Puiseux-Normalisierung zeigt einerseits, dass solche Wege
immer existieren, liefert andererseits auch eine Abschétzung fiir den Abstand
zweier Punkte in der Néhe einer Singularitat.

Betrachtet man eine (0, 1)-Form w auf einer Umgebung U eines singulédren Punk-
tes einer eingebetteten komplexen Kurve, die mittels

@;A — U
t — (tk,ZQ(t)y-“azn(t))v

fir ein k € N, £ > 1, parametrisiert ist, so liasst sich w zuriickziehen zu einer

Form
ni=¢'w=Adt € L) (A")

mit [A(¢) < [¢]F
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Dann bleibt die Standard-Losung der 0-Gleichung

1A _
fo(w) == 5 At_wdt/\dt

nach Zuriickziehen durch ¢~! nicht unbedingt hélderstetig. Wir miissen daher

eine Losung hoherer Regularitit finden. Dazu subtrahieren wir von f; noch die
holomorphe Taylor-Entwicklung bis zum (k — 1)-ten Glied und erhalten:

wk _
Flw) = — /A()\Ldt/\dt,

T 2w Jo (t—w)tk

wobei dieses Integral wegen |\ (¢) < [t|F~! existiert.
Nun ist (¢~ 1)* f auf p(B1/3(0)) a-holderstetig fiir alle o < 1.

Fiir D ohne Singularitédten auf dem Rand bD liefert eine Zerlegung der Eins einen
stetigen linearen Operator

T:L3,(DNR) — Ay(D)

vom Raum der beschrinkten (0,1)-Formen in den Raum der a-holderstetigen

Funktionen mit _
doT =id+ K,

wobei K ein kompakter Operator ist. Funktionalanalytische Betrachtungen zeigen
dann, dass T' so modifiziert werden kann, dass 0 o T' = id gilt.
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2.1 Whitney-Kegel und Tangentialvektoren

In einem regulidren Punkt p € A einer analytischen Teilmenge A eines C" ist der
gewthnliche holomorphe Tangentialraum 7}, A wohldefiniert und wir kénnen 7, A
als Unterraum des C™" auffassen, indem wir die Tangentialvektoren a%- mit den
Koordinaten z; identifizieren. Wir benétigen eine dhnliche Konstruktion auch fiir
singulére Punkte, um analytische Mengen dort gut beschreiben zu koénnen.

Es gibt verschiedene Mo6glichkeiten, solche Tangentialkegel an analytische Mengen
zu definieren, die in reguldren Punkten mit dem Tangentialraum iibereinstimmen.
Diese wurden von Whitney [Wh| studiert und werden als Whitney-Kegel mit
Ci(A,p), i =1,...,6 bezeichnet.

Von besonderer Bedeutung ist folgende Konstruktion fiir beliebige Teilmengen
eines R™:

Definition 2.1.1. Sei M C R" eine beliebige Teilmenge. Ein Vektor v € R”
heifit tangential an M in einem Punkt p € M, genau dann, wenn eine Folge von
Punkten {p;}ien C M und eine Folge von Werten t; > 0 existieren mit p; — p und
ti(pi—p) — v fiiri — oo. Die Menge aller dieser Punkte heifst Tangentialkegel
an M im Punkt p und wird mit C(M,p) bezeichnet.

Wir interessieren uns natiirlich fiir Tangentialkegel an analytische Teilmengen ei-
nes C". Dabei stimmt der Tangentialkegel in einem reguldren Punkt natiirlich
mit dem gewohnlichen Tangentialraum iiberein. In Singularitéten erhalten wir in
der Regel andere Strukturen. Einen Sonderfall stellen allerdings die eindimensio-
nalen lokal irreduziblen analytischen Mengen dar, wie wir spéter mit Hilfe der
Puiseux-Normalisierung sehen werden.

Charakterisieren wir nun die Whitney-Kegel:

Definition 2.1.2. Sei A C C" eine analytische Menge, p € A.

(1) Ein Vektor v € C" gehirt zu Cy(A,p), falls eine Umgebung U von p in
C™ und ein holomorphes Vektorfeld v(z) in U ezistieren, so dass v(p) = v und
v(z) € TL(A) fir alle z € Reg(A) N U ist.

(2) v e Cy(A,p), falls fir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fir alle z €
Reg(A) mit |z —p| < d ein k € T,(A) mit |v — k| < € existiert.

(3) C3(A,p) :== C(A,p) der Tangentialkegel.

(4) v € Cy(A,p), falls Folgen von Punkten 27 € Reg(A) und Vektoren v/ € T,; A
existieren mit 2 — p und v/ — v.

(5) v e Cs(A,p), falls Folgen von Punkten 27, w’ € A und Werte N € C emistie-
ren mit 22, w? — p und N (27 —w?) — v.

(6) v e Cs(A,p), falls (df ),(v) =0 fir jede holomorphe Funktion f € i(A),, also

jede holomorphe Funktion, die auf A in der Ndhe von p verschwindet.
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In einem reguliren Punkt p € A stimmen alle diese Kegel mit dem Tangential-
raum 7}, A iiberein. Sie sind invariant unter biholomorphen Transformationen:

Ci(f(A), f(p)) = [,(Ci(A,p)),

wobei mit f} die Ableitung der biholomorphen Abbildung f im Punkt p bezeichnet
ist. Das ist fiir eine C-lineare Abbildung klar und folgt im allgemeinen Fall aus:

fp) = f(2) = folp = 2) + o(lp — 2]).

Daher lassen sich die Whitney-Kegel fiir allgemeine (reduzierte) komplexe Raume
erkléren.

In einem singuldren Punkt p € A wollen wir den C-Vektorraum Cg(A,p) als
Tangentialraum bezeichnen, setzen daher allgemein

TpA = C6<A7p)7

und bezeichnen Vektoren v € Cg(A, p) als Tangentialvektoren an A im Punkt p.
Eigenschaften der Whitney-Kegel werden in [Ch, St1, St2, Wh] beschrieben. Zum
Beispiel gilt die Inklusion

CiocCycCcCyCcCyCCyC .

Wir werden unser Augenmerk im Folgenden auf den Tangentialraum 7, A richten
und uns auf den Beweis von C;(A4, a) C T,A fiir alle ¢ beschrinken.

Lemma 2.1.3. Die Tangentialvektoren v € T,A = Cs(A,p) lassen sich iden-
tifizieren mit den C-linearen Abbildungen 6 : Oa, — C, die eine der beiden
folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillen:

(i) 6(fg) = f(p)d(g) +6(f)g(p) fir alle f,g € Oa,

(ii) 6(C - 1) = 0 und 6(m?) =0,

wobei mit m das mazimale Ideal in O, bezeichnet set.

Beweis. Sei v € C* = T,C". Dann erfiillt v als Element des gewohnlichen holo-
morphen Tangentialraumes 7,C" natiirlich Bedingung (i) fiir f,¢g € Ocn . Nun
stellt v genau dann eine C-lineare Abbildung

v: 04y = (0,/i(A),) — C

dar, wenn v auf allen Funktionskeimen f € i(A), verschwindet. Das ist aber
genau dann der Fall, wenn v als Element des C" in Cg(A, p) ist.
Es bleibt die Aquivalenz von (i) und (i) zu zeigen:
(i) = (ii): Fir f,g € mist f(p) = g(p) = 0, also 6(fg) = f(p)d(g)+(f)g(p) = 0.
Auflerdem ist 6(1) =40(1-1) =4(1) + (1), also (1) = 0.
(i) = (i): Wegen

OA,p =Com
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ist f = f(p) + f* und wir erhalten:

0(fg) = o((f(p)+ fH)gp) +9")) =0(f(P)g(p)) +(f*g")
+ f)o(g") +6(fM)glp) = f(p)dlg) +(f)g(p).

]

Definieren wir den Tangentialraum also {iber Derivationen, so sehen wir sofort,
dass es sich hier eigentlich um eine intrinsische Konstruktion handelt, die in den
Singularitéiten eine natiirliche Verallgemeinerung des gewchnlichen Tangential-
raumes darstellt.

Aus Lemma 2.1.3 lésst sich sofort eine interessante Aussage iiber die Dimensi-
on des Tangentialraumes ableiten, wenn man die Einbettungsdimension eines
komplexen Raumes kennt:

Lokal ist jeder komplexe Raum X ein abgeschlossener komplexer Unterraum einer
offenen Teilmenge eines C™. Daher existiert zu jedem Punkt p € X eine kleinste
ganze Zahl e € N, so dass eine Umgebung U von p biholomorph zu einem ab-
geschlossenen komplexen Unterraum eines Gebietes in C¢ ist. Diese ganze Zahl
nennt man Einbettungsdimension emb, X von X im Punkt p.

Es ist bekannt [GrRe], S.115, dass

emb, X = dim¢ (m/m?) < oo
gilt, wobei mit m das maximale Ideal in Ox , bezeichnet ist. Daher gilt auch:

Korollar 2.1.4. Die Dimension des Tangentialraumes an einen (reduzierten)
komplexen Raum X in einem Punkt p € X stimmt mit der Finbettungsdimension
m Punkt p diberein:

dim¢ 7,X = dime (m/mQ) =emb, X < 00
Beweis. Wegen
Ox,p = C® (m/m?) ®m? (17)

ist 7,X mit Bedingung (ii) aus Lemma 2.1.3 dual zum endlich dimensionalen
C-Vektorraum (m/m?).
Wir zeigen noch (17): Klar ist

OXJ) = C@m

Dabei ist m ein C-Vektorraum. Aber auch (m/m?) ist ein Oy ,/m = C-Vektorraum.
Damit ist die Projektion

7 :m — (m/m?)
eine C-lineare Abbildung und auch ker 7 = m? ein C-Vektorraum und es gilt:

m = (m/m?) @ m?
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Damit folgt wiederum:

Korollar 2.1.5. Firi = 1,...,5 ist der Whitney-Kegel C;(A,p) im Tangential-
raum T,A = Cs(A, p) enthalten.

Beweis. Man bette eine Umgebung von p in A in den C° fiir e = emb, A ein.
Dann ist 7,A = C¢ und die Behauptung folgt, da die Whitney-Kegel invariant
unter biholomorphen Transformationen sind. O

Fiir eine analytische Teilmenge A eines C" ist die Vereinigung der Tangentialriu-
me als Unterraum von A x C" mit der Einschréinkung der euklidischen Metrik
versehen. Man beachte, dass die Metrik von der reellen Struktur abhéngt und
etwa H(%H2 =1/2 gilt.

Fassen wir den Tangentialraum 7,A als R-Vektorraum auf, so kénnen wir den
komplexifizierten Tangentialraum

CT,A = Re (CT,A) ® Im (CT,A) = T,A @ Im (CT,A) = T"°A® T A

betrachten. Hier wollen wir die rein reellen Vektoren v € T,A als (1,0)-Vektoren
und die rein imaginédren Vektoren als (0, 1)-Vektoren bezeichnen.

Die Metrik setzt sich in natiirlicher Weise zu einer hermiteschen Struktur auf dem
komplexifizierten Tangentialraum fort.

Wir wollen nun noch das Differential einer holomorphen Funktion zwischen (redu-
zierten) komplexen Réumen definieren. Seien also X, Y zwei reduzierte komplexe
Réume, ¢ : X — Y eine holomorphe Abbildung. Dann sei das Differential

Py - TpX — Tcp(p)Y
von ¢ in einem Punkt p € X gegeben durch

pe(0)(f) = v(f o).

Aufgefasst als R-lineare Abbildung setzt sich das Differential zu einer Abbildung
zwischen den komplexifizierten Tangentialraumen fort. Biholomorphe Abbildun-
gen induzieren einen Isomorphismus zwischen den Tangentialrdumen.

Fiir eine holomorphe Abbildung zwischen analytischen Mengen sei die Norm von
@, in einem Punkt p gegeben durch

* = ma. «\U < 0.
loxp)ll i= | _jmax =)
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2.2 Kurven in C"

Betrachten wir hierzu zunéachst den Keim einer komplexen Kurve M in C".
Dann konnen wir die Norm fiir (0, 1)-Formen auf M nicht unmittelbar global
definieren. Betrachten wir dazu ein Beispiel:
Sei K := {(z,y) : y = 2} C R? w eine 1-Form auf K. Dann lisst sich w
darstellen in der Form

w =" (A\dx + N\ydy),

wobei ¢ die Injektion ¢ : K < R? bezeichnet, und es wire naheliegend, zu defi-
nieren:

wl(p) == el (p) + Ayl (p)-

Leider ist aber die verwendete Darstellung von w nicht eindeutig und damit auch

die so konstruierte Norm nicht wohldefiniert. Ist zum Beispiel w := *(dz), so
erhalten wir zundchst |w| = 1. Andererseits gilt auf K aber:
v (dy)

w(p) = L*(dm)(pb]h) = (p17p2)7

2py

und wir erhalten aus dieser Darstellung
|w|(p) — oo fiir p — 0.

Fornaess und Gavosto umgehen dieses Problem, indem sie die Norm einer Diffe-
rentialform punktweise definieren. Sie gehen folgendermaflen vor:

Sei p € M ein regulérer Punkt. Dann zerlegen wir den Tangentialraum 7,C" = C*
in zwei orthogonale Unterrdume 7,C" = T,M @& N,N. Sei nun p = 0, z; eine Ko-
ordinate fiir 7, M mit H%H =1, 29, ..., 2, ein orthonormales Koordinatensystem
fiir N, M. In einer kleinen Umgebung von p ldsst sich eine (0,1)-Form w auf der
Menge der reguldren Punkte dann eindeutig als

w =" o II"(\dzy) = |}, (Mdz)

darstellen, wobei ¢ : M — C" die Einbettung und II die orthogonale Projektion
IT : C* — T, M bezeichnet. Fornaess und Gavosto setzen dann:

W)l = Ml (p).
Sei nun v € T)'M ein (0, 1)-Tangentialvektor an M im Punkt p mit [jv]] = 1,
also v = a% mit @ € C, |a| = 1. Dann ist
wp(v)] = " o T (Madz1)p (v)

= |M(p)dz(IL, 0 i (v))]
= |Mp)al = [M|(p)

Dies legt es nahe, etwas anders vorzugehen und die Norm als Operatorennorm zu
definieren.
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Definition 2.2.1. Es seiw eine (0, 1)-Form auf Reg(M). Wihle in einem Punkt
p € Reg(M) einen beliebigen (0,1)-Tangentialvektor v € T "' M der Linge 1.
Dann se:
wl(p) = wp(v)]-

Definieren wir aber auf diesem Weg die Norm fiir Formen auf einer allgemeinen
komplexen Kurve, so miissen wir diese lokal in einen C" einbetten, so dass die
Norm dann von der Einbettung abhéngt. Das verursacht aber tatséchlich keine
Probleme, da gilt:

Lemma 2.2.2. |w|(p) ist von der Wahl des (0, 1)-Tangentialvektors unabhingig.
Betten wir M auf eine andere Art in einen C™ ein, so dndert sich die Norm
lw|(p) um einen gleichmdiflig nach oben und unten beschrdnkten Faktor.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist klar: Fiir einen anderen Tangential-
vektor u haben wir u = av mit o € C, |a| = 1, und es folgt

|wp(u)] = |wp(av)| = |aw,(v)] = |w,(v)],

so dass |w| wohldefiniert ist.

Fiir den zweiten Teil der Behauptung ist etwas mehr Arbeit notig. Wir betten
M auf eine andere Art in einen C™ ein, das heifit wir erhalten einen Keim einer
komplexen Kurve M in einem C™ und eine biholomorphe Abbildung

p: M — M.
Nun sei
Alp) := limsup . (2)]]
2€Reg M
In reguldren Punkten ist A(p) = ||¢«(p)||, in singuldren Punkten ist A(p) durch
|o«(p)|| nach oben beschriankt, da der Whitney-Kegel C’AM ,p) nach Korollar
2.1.5 im Tangentialraum TPM enthalten ist.

Damit ist A eine auf M wohldefinierte oberhalbstetige Funktion und nimmt auf
jedem Kompaktum ein Maximum an. Wir kénnen also M am Rand einschrinken
und A(p) < C annehmen.

Sei nun w auf M reprasentiert durch @ := ¢*w. Dann ist fiir einen Punkt p € M:

Ble) = E0)] = Il = (2. (0)
= 30 o (50| < Lol

Wenden wir noch das gleiche Argument auf die Inverse Abbildung ¢! an, so ist
die Behauptung gezeigt. O]

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass sich unsere Definition der Norm
problemlos auf (p, ¢)-Formen ausdehnen lisst, der Beweis von Lemma 2.2.2 bleibt
auch fiir hoherdimensionale Rdume richtig.
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2.3 Supremumsnorm auf komplexen Kurven

Wir kehren in die Ausgangssituation zuriick und iiberdecken D mit endlich vielen
offenen Mengen {U,}, so dass in U, entweder genau eine oder keine Singularitét
liegt. Weiterhin nehmen wir an, es existieren holomorphe Einbettungen

Yo Uy — W, C Cl,

wobei W, eine relativ abgeschlossene Kurve in einer offenen Menge O, ist. Au-
Berdem konnen wir annehmen, dass ¢,(p) = 0 genau fiir singulidre Punkte p gilt.
Ein solcher Atlas {U,, ¢o} heiBit regulidrer Atlas von D.

Jeder reguldre Atlas besitzt einen regulidren Unteratlas {U., ¢, } mit U, CC U,,

dbz::@ah% und
DcU:=]JU,ccX (18)

Indem wir mit dem Unteratlas weiterarbeiten, sind sdmtliche Probleme, die am
Rand der Einbettungen entstehen, wie zum Beispiel die Einschrankungen im Be-
weis zu Lemma 2.2.2, behoben.

Ist nun w eine (0, 1)-Form auf DN R, so konnten wir w zu einer Schar von Formen
we = (P 1)*w auf den W, zuriickzichen und die Supremumsnorm definieren
durch

[w]loo :=max sup |wa|(¥a(p)).
peULNR

Diese Norm héngt natiirlich von der gewihlten Uberdeckung ab, aber nur bis
auf einen konstanten Faktor, der von w unabhéngig ist. Fiir einen anderen Atlas
erhalten wir mit Lemma 2.2.2 eine dquivalente Norm.

Schoner ist es allerdings, eine Zerlegung der Eins zu verwenden, da wir so die
Norm von w in einem Punkt der Mannigfaltigkeit U N R auch global definieren
konnen:

Definition 2.3.1. Sei {\,} eine Zerlegung der Eins beziglich {U.,1,}. Dann
st die Norm von w tm Punkt p € U N R gegeben durch

w|(p Z)‘ )wal(¥a(p)),

und fiir die Supremumsnorm setzten wir

|wlloo.p == sup |w(p)].
peDNR

Wir werden in der Notation R unterdriicken. Abschliefend definieren wir noch
den Banachraum der beschriankten (0, 1)-Formen auf D N R:

LE (DN R) = {w : w mefbare (0,1)-Form auf D N R, [|w||e0,p < o0}
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2.4 Puiseux-Normalisierung

Wir kénnten die Supremumsnorm auf relativ kompakten Teilmengen komplexer
Kurven noch auf einem anderen Weg definieren. Mit Hilfe der Puiseux Normali-
sierung ist es moglich, die irreduziblen Komponenten der komlexen Kurve X in
der Néhe jeder isolierten Singularitdt durch die Einheitskreisscheibe A C C zu
parametrisieren. Diese Parametrisierung entspricht dann der bekannten Norma-
lisierung eines komplexen Raumes, was die Bezeichnung rechtfertigt.

Mit Hilfe der Puiseux-Normalisierung lésst sich auch der Tangentialkegel in Sin-
gularitéiten eindimensionaler analytischer Mengen beschreiben: Es handelt sich
im irreduziblen Fall um einen komplexen Vektorraum der Dimension 1.

Wir benotigen:

Definition 2.4.1. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen zwei lokal
kompakten Hausdorffschen topologischen Rdumen. Dann heifst f eigentlich, falls
die Urbilder f~Y(K) kompakter Mengen K CY wieder kompakt sind.

Eigentliche Projektionen sind der Schliissel zur Charakterisierung analytischer
Mengen als analytische Uberlagerungen, wie das folgende Theorem (vgl. [Ch],
S.38) zeigt:

Theorem 2.4.2. Sei A C C" eine (nicht notwendig rein-dimensionale) analyti-
sche Menge, dim, A = p, 0 < p < n, U eine Umgebung von a und 7 : ANU —
U' C CP eine eigentliche Projektion. Dann existiert eine analytische Teilmenge
o C U' von Dimension < p und eine natirliche Zahl k, so dass gilt:

(i) m: ANU\7"Y (o) — U'\ 0 ist eine lokal biholomorphe k-blittrige Uberlagerung,
insbesondere also #n 1 (2)NANU =k fiir alle 2 € U'\ o, und

(i) 71 (o) ist nirgends dicht in Ay NU, Ay ={z€ A:dim, A=p}NU.

Kommen wir also zu eindimensionalen komplexen Rdumen:

Lemma 2.4.3. Sei A C C" eine eindimensionale, in 0 € A irreduzible, analy-
tische Menge. Dann ist der Tangentialkegel C(A,0) ein komplexer Vektorraum
der Dimension 1. Wihlen wir fiir diese komplexe Linie die z1-Achse, so existiert
eine offene Umgebung U = U’ x U" C C,, x C*! von 0 und eine homodmorphe
holomorphe Abbildung z = z({) der Einheitskreisscheibe A = {|(| < 1} C C auf
ANU mit 2,(¢) = r¢*, r > 0, wobei k die Anzahl der Blitter von ANU iber U’
ist. Weiterhin gilt ordyz;(¢) > k fir alle j > 1.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass der Tangentialkegel C'(A, 0) nicht leer ist. Fiir
einen reguldren Punkt ist das klar. Sei also 0 € A ein singulédrer Punkt, das heifit
0 € Sing(X). Dann ist aber Sing(X) nach Theorem 1.1.13 eine 0-dimensionale
analytische Teilmenge in A, so dass der Punkt 0 € A eine isolierte Singularitét
darstellt und als Randpunkt einer reell zweidimensionalen Mannigfaltigkeit mit
Rand aufgefasst werden kann. Damit finden wir auch in diesem Fall problemlos
einen Vektor v € C'(A,0):
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Sei ndmlich {2,},en C X eine beliebige Folge von Punkten in X mit z, — 0 fiir
p — 00. Dazu existieren Werte ¢, := 1/||z,|| € C, so dass ||t,z,] = 1 ist. Also ist
{t,2,} eine Folge in der kompakten Sphire S?"~! C C". Wir gehen iiber zu einer
konvergenten Teilfolge. Damit ist nach Definition 2.1.1 des Tangentialkegels

v:=limt, 2z, € C(A0)
j

und ||v|| = 1. Durch unitdren Koordinatenwechsel konnen wir v = z; = (1,0, ...,0)
annehmen.
Betrachte nun die analytische Menge

A:=ANC,, . .

Da v = z; tangential an A liegt, ist /1 eine echte analytische Teilmenge von A.
Aber A ist irreduzibel. Daher besitzt A lediglich die Dimension 0.
Also existiert r > 0, so dass fiir

U” = {Z” & CZzzn : |Zl| < 'F} - (CZzZn
wUu" = {2":|zul=rtcCcC,. .,

AN ({0} x U") = An ({0} x U") = {0}
und

AN ({0} x bU") = AN ({0} x bU") = 0
gilt.

Da A und {0} x bU" in C" abgeschlossen und disjunkt sind, ist dist(A,{0} x
bU") > 0, und es existiert ' > 0, so dass fiir

U':=B.(0)={z:|xn| <1} cC,
jetzt
ANU xbU") =10 (19)

ist.

U:=U xU"cC"

ist die gesuchte Umgebung von 0 in C".
Nun wollen wir zeigen, dass die Einschréinkung der orthogonalen Projektion

7:UxU"cC,, xC"!'—U cC,

auf AN U eine eigentliche Abbildung ist.
Dies beruht auf folgender allgemeinen Tatsache (vgl. [Ch], 5.29): Seien D C
X und G C Y Teilmengen mit G kompakt. Die Einschrankung der Projektion
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(x,y) — z auf eine abgeschlossene Teilmenge A C D x G ist eigentlich genau
dann, wenn A keine Randpunkte in der Menge D x bG hat.

Wir fithren die Uberlegung speziell in unserem Fall aus:

Sei K C U’ kompakt. Es ist zu zeigen, dass

R = nl3h0(K) = (K x U") 0 A
wieder kompakt ist. Sei also {V;}, eine offene Uberdeckung von K. Dann ist
V3 U{(K x T7\ A)}
eine in K x U” offene Uberdeckung von K x U”, da wegen (19)
(KxU"\A)UK = (K xU")\ (K xbU"NA)=K xU"

ist.
Da K x U” kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung

Vi U{(E < U7\ 4)}.
Dann ist aber {V;}¥_, auch eine endliche Teiliiberdeckung zu K. Also ist
T: ANU —U'

eine eigentliche Projektion und Theorem 2.4.2 liefert uns eine komfortable Aus-
gangssituation fiir das weitere Vorgehen.

Sei also A C C” eine eindimensionale, in 0 € A irreduzible, analytische Menge mit
einer lokal biholomorphen k-blittrigen Uberlagerung 7 : A\ {0} — B, \ {0} iiber
einer Scheibe B, :={z € C": |z1| < r,2z; =0 fiir j > 1} C C,,, so dass 7 1(0) N
A = {0}. Weiterhin kénnen wir annehmen, dass A\ {0} zusammenhéngend ist,
da A im Punkt 0 als irreduzibel vorausgesetzt worden ist.

Wir betrachten jetzt die Mengen

Ly =n"{lal =p})

und wollen zeigen, dass I', fiir alle 0 < p < r eine geschlossene zusammenhén-
gende Kurve ist. Da I', kompakt (7 ist eigentlich) und 7 lokal biholomorph ist,
besteht I', aus endlich vielen geschlossenen Kurven. Es ist also lediglich zu zeigen,
dass I', zusammenhingend ist.

Dazu wéhlen wir einen beliebigen stetigen Weg ~ : [0,7) — A mit 7 o y(t) =
(t,0,..,0). Das ist natiirlich méglich, da 7 eine Uberlagerung von B, \ {0} ist.
Spezifizieren wir nun die Zusammenhangskomponente von I',, deren Schnitt mit
der Spur von 7 nicht leer ist:

—~

I'y:={z¢€l,:3c:[0,1] = T, stetig ,c(0) = z,¢(1) = v(p)}.
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Wegen v(p) € '), ist v(p) € f,; # (). Sei nun

M::Uf‘\;

0<p<r

Die Menge M ist in A\ {0} gleichzeitig offen und abgeschlossen, da 7 lokal
biholomorph ist. Das ist anschaulich klar, man sieht es aber auch folgendermafien:
Sei w € M. Dann existiert ¢ mit w € I';. Nun ist I'; als Zusammenhangs-
komponente einer kompakten Menge wieder kompakt. Uberdecken wir also I', in
der komplexen Mannigfaltigkeit A \ {0} mit endlich vielen offenen Scheiben S;,
1 <1 <k, die die anderen kompakten Komponenten T, \ IN“U nicht beriihren.

Fiir die offene Vereinigung V' := J, S; dieser Scheiben (gewissermafen ein Schlauch

um I,) gilt dann
Vvnr'({lal=c})=VNIl,=T,ccV

und dist(I',, bV) > 0.
Daher existieren wegen der Stetigkeit von 7~ Konstanten o0 < o und oy > o
mit
dist( | J T,.bV)>0,
g1<p<o2
also
VN 7_[_71({0_1 < ’Zl| < 0'2}) cc V.

Mit v(0) € 7 4(o) N T, € V ist aber auch v((o1,03)) C V, so dass wegen
Y((o1,09)) C 7 ({o1 < |21] < 09}) gilt:

Var'({or <lal<eb) = |J T,cM

a<p<o2

Das heifit, eine Umgebung von fg gehort noch zu M, so dass insbesondere natiir-
lich auch alle Punkte in der N&he von w € ', zu M gehoren. Analog kann man
fiir einen Punkt w € A\ {0}, w ¢ M eine Schlauch-Umgebung finden, in der kein
Punkt zu M gehoren kann.

Damit ist nun also M = A\{0}, da A\{0} zusammenhéngend ist, und wir erhalten
r,= f;, so dass die Menge I', tatsichlich eine geschlossene zusammenhéngende
Kurve darstellt, die den Kreis {|z1| = p} k-bléttrig iiberlagert.

Durchlaufen wir die Kurve komplett in positiver Orientierung, so erhalten wir
eine eindeutige Parametrisierung v, : [0,27] — I', mit

o ,(t) = pe'*

und 7,(0) = 7,(27).
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Diese Parametrisierung wollen wir nun verwenden, um einen Homdomorphismus
zwischen A und der Einheitskreisscheibe A = {|¢| < 1} C C zu konstruieren. Sei
also

Copl) = (2) " e,

wobei hier die positive reelle k-te Wurzel gemeint ist. Damit ist ( : A — A
bijektiv und auf A \ {0} sogar holomorph, da ((z) hier lokal durch (z/r)Y/*
dargestellt werden kann. Betrachten wir nun die Umkehrabbildung z : A — A.
Dann ist z als Inverse einer bijektiven holomorphen Abbildung zwischen kom-
plexen Mannigfaltigkeiten selbst holomorph auf der punktierten Einheitskreis-
scheibe A* = {0 < |¢| < 1} C C und nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz
holomorph auf ganz A.

An Hand der lokalen Darstellung von ((z) in Abhéngigkeit von z; ergibt sich
21(¢) = r¢*. Wir erinnern daran, dass nach der Definition des Tangentialkegels
C(A,0) eine Folge von Punkten {p,} C A\ {0} mit

Pu R
||pu||

% = (1,0,...,0)

fiir 4 — oo existiert.
Dazu gibt es ¢, := ((p,) € A* mit (, — 0, so dass gilt:

(Zl(Cu)7 - Zn(Cu)) _ Z(Cu)
[2(C)l [[2(C)l

Damit konvergieren z;(¢) und z(¢) in ¢ gleich schnell gegen 0, z; = O(||z|]),
wohingegen fiir j > 1 nun gilt:

% (€) = o([|2(O) = o[z,

so dass wir in der Tat ordyz;(¢) > k erhalten. Aber dann ist z(¢) = 21({)(v+o(1))
fiir ( — 0 und alle Tangentialvektoren an A im Punkt 0 sind komplex proportional
zuv. Weil m(A) = B,, die Folge {(, } also aus allen Richtungen nach 0 laufen kann,
erhalten wir fiir den Tangentialkegel die ganze komplexe Linie: C(A4,0) =C,,. O

—v=2z =(1,0,...,0) fiir u — oo.

Tatséchlich haben wir eine Puiseux-Normalisierung schon in Gegenbeispiel 1.4.3
verwendet. Wir erinnern:

Beispiel 2.4.4. Seien n > m zwei teilerfremde natiirliche Zahlen, m gerade.
Dann ist X = {(z1,22) € C?: 25" = 27"} eine eindimensionale irreduzible analyti-
sche Teilmenge des C%, die durch z : C — X, z(t) = (t™,t") parametrisiert ist.
Der Tangentialkegel besteht aus der z-Achse: C(X,0) = C,,.

Da es sich bei einer solchen Parametrisierung ¢ : A — A leider nicht um einen
Diffeomorphismus handelt, kénnen wir die Supremumsnorm einer Differential-
form nicht iiber die zuriickgezogene Form definieren. Wir hétten

[ wl(p) = l¢"wp ()] = lwoip) (9 (0))];
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was wegen dp|, = @i, — 0 fiir p — 0 zu keinem guten Ergebnis fiihrt, da auch
einige unbeschriankte Formen nun eine gleichméfig beschrinkte Supremumsnorm
erhalten wiirden.

Ein Vorteil der Normalisierung besteht aber darin, dass die z;-Achse in der Sin-
gularitéit tangential an der analytischen Menge liegt, so dass (0, 1)-Formen in der
Néhe der Singularitét eine eindeutige Darstellung

w(z) = AMz)t" o™ (dz7)|,

besitzen, wobei ¢ : A — C" die Einbettung und 7 : C* — C,, die orthogonale
Projektion bezeichnet. Damit kénnen wir hier einfach

wl(p) == [Al(p)

setzen, um so die Norm in der Néhe der Singularititen zu definieren. Die Su-
premumsnorm einer (0,1)-Form definieren wir dann wieder unter Verwendung
einer Zerlegung der Eins iiber eine endliche Uberdeckung von offenen Mengen,
die entweder keine Singularitit enthalten oder durch A parametrisiert sind.
Dabei ist darauf zu achten, dass wir in reduziblen Singularitéten jeweils die lokalen
irreduziblen Komponenten parametrisieren. Die so entstehende Supremumsnorm
ist natiirlich wieder dquivalent zu der bereits konstruierten Norm aus Definition
2.3.1, da sich die Lénge von Tangentialvektoren unter ¢, o 7, nicht dndert.

Diese Konstruktion ist aber leider fiir hoherdimensionale komplexe Rdume nicht
durchfithrbar, da diese in der Regel nicht parametrisierbar sind. Zum Beispiel
kann die analytische Menge A = {z € C3 : 2? = 2322} aus Beispiel 1.1.15 in der
Singularitdt bei 0 nicht parametrisierbar sein, da sie in der Nahe dieses irredu-
ziblen Punktes nicht irreduzibel bleibt, und somit keine topologische Mannigfal-
tigkeit ist. Auch analytische Mengen mit ausschliefllich isolierten Singularititen
wie A = {z € C3: 27 = 223} miissen nicht parametrisierbar sein.
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2.5 Holder-Normen auf komplexen Kurven

Wir arbeiten wieder mit dem reguldren Atlas aus Abschnitt 2.3: Fiir jedes «
erhalten wir eine Metrik auf U, N R, indem wir die euklidische Metrik auf W,
einschrinken und zuriickziehen. Eine Zerlegung der Eins liefert dann eine Metrik
auf der reellen Mannigfaltigkeit

Unk=JU,NR,

wobei D C U ist (vgl. (18)).

Genauer setzen wir mit den Bezeichnungen aus Definition 2.3.1:

Definition 2.5.1. Fiir zwei reelle Tangentialvektoren v, w an der reellen Man-
nigfaltigkeit U N R im Punkt p € U N R se:

<v,w>u= 3 Aalp) < (0)a(v), (Yo () >,

wobei (Vy )« die reelle Tangentialabbildung der Abbildung 1, : Ul — C" und
< - >4 das euklidische Skalarprodukt im C" bezeichnet.

Nun miissen wir den Abstand zwischen zwei Punkten P,Q € D in D bestimmen.

Wir definieren
distp(P, Q) := inf L(v),
¥

wobei wir das Infimum bilden iiber alle stetigen Wege in D, die P und @ verbin-
den, und die in jedem reguldren Punkt glatt sind. Wir verwenden bewusst den
Abstand der Punkte in D, und nicht den Abstand der Punkte in D, da wir spéter
von Holder-stetigen Funktionen erwarten wollen, dass sie sich auf den Rand ihres
Definitionsgebietes fortsetzen. Die Lénge eines solchen Weges ergibt sich dann
mit

Ly) = / V<A 0,70 S,

wenn er stiickweise stetig differenzierbar ist. Wir miissen nun noch zeigen, dass
mindestens ein solcher Weg endlicher Linge existiert.

Lemma 2.5.2. Sei D CC X eine relativ kompakte, zusammenhdngende, offene
Teilmenge einer komplexen Kurve X. Dann existiert fiir je zwei Punkte P,Q) € D
ein stickweise stetig differenzierbarer Weg endlicher Linge in D, der P und Q)
verbindet und in allen reguliren Punkten von X glatt ist.

Beweis. Sei P € D. Wir bezeichnen mit M die Menge der Punkte in D, die mit
P wie gewiinscht verbindbar sind, und werden zeigen, dass M gleichzeitig offen

und relativ abgeschlossen ist. Da D zusammenhéngend ist, muss dann aber schon
D = M gelten, da M wegen P € M nicht leer ist.
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Sei also x € M. Ist x ein reguldrer Punkt, so ist D in einer Umgebung von z
diffeomorph zu einer offenen Kreisscheibe in R? und damit sind sicherlich auch
alle Punkte in dieser Umgebung in M enthalten. Ist x ein singuldrer Punkt, so
kénnen wir die irreduziblen Komponenten von D in einer geniigend kleinen Um-
gebung von x durch endlich viele Einheitskreisscheiben A C C parametrisieren
und erhalten so fiir jeden Punkt y in dieser Umgebung einen glatten Weg, der x
und y verbindet. Damit ist M offen.

Sei nun z € D\ M. Dann finden wir eine kleine Umgebung von z, so dass alle
Punkte y in dieser Umgebung ebenfalls in D \ M liegen, da wir ansonsten wie
eben jeden Weg, der P mit y verbindet, zu einem Weg nach z fortsetzen kénnten.
Damit ist aber D \ M offen und M relativ abgeschlossen in D. ]

Wir kénnen dieses Ergebnis auf komplexe Rdume héherer Dimension verallge-
meinern. Da diese Rdume in der Nahe der Singularitdten aber in der Regel nicht
parametrisierbar sind, miissen wir mit einer anderen Methode glatte Wege finden,
die aus den Singularitdten herausfithren. Dazu kénnen wir das “Curve Selection
Lemma” verwenden, das zum Beispiel Milnor in [Mi| beweist. Das im vorigen
Lemma angewandte Verfahren, einen Weg aus den Singularitdten iiber eine Pa-
rametrisierung durch die Einheitskreisscheibe A C C zu finden, ist ein trivialer
Spezialfall dieses Satzes und wird auch im Beweis desselben verwendet.

Definition 2.5.3. Fiir a > 0 sei die a-Holder-Norm einer Funktion f auf D

gegeben durch
[f(P) — f(Q)]
7o = 1l + sup S o

und wir sagen, f ist a-holderstetig genau dann, wenn || f|lo < oo ist, und definie-
ren den Banachraum

Aa(D) = {f € L=(D) : |flla.p < o0}

Eine Funktion f € A,(D) ist gleichmifig stetig und setzt sich daher auch auf
den Rand von D stetig fort.

Man kann diese Norm auch fiir (p, ¢)-Formen definieren, indem man fiir solche
Formen w die Norm |w|(p) mit einer Zerlegung der Eins wie in Abschnitt 2.3
global definiert.

Wir wollen hier noch auf den Abstand zweier Punkte in komplexen Kurven nahe
einer Singularitit eingehen. Sei dazu A eine eindimensionale irreduzible analyti-
sche Teilmenge des C™ mit einer isolierten Singularitdt bei 0. Dann wenden wir
Lemma 2.4.3 an und erhalten neben der Parametrisierung

s A={(|<1}cC—A

Z(§) = (rckv ZQ(C)? ) ZTL(§))
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noch die eigentliche orthogonale Projektion
II:4—C,,

auf die z-Achse. Dies ist eine k-bléttrige analytische Uberlagerung, die nur bei
0 verzweigt ist. Fiir jeden Punkt ¢ € A, ¢ # 0, in der Einheitsscheibe bezeichnen
wir nun mit S, das Kreissegment von A, dass sich zu beiden Seiten um den Winkel
7/(2k) von q erstreckt. Wir werden nun fiir zwei Punkte P, @) € A festlegen, wann
sie in A dicht beieinander liegen.

Sei dazu ¢ der Punkt mit z(q) = Q. Dann ist z;(S,) = r¢*(S,) C C,, ein Kreis-
segment vom Winkel 7 um I1(Q), so dass II dort eine eindeutige differenzierbare
Inverse II," mit IT,'(I1(Q)) = @ besitzt. Wir sagen: Q und P liegen in A dicht
beieinander, wenn auch P im Bild dieser Inversen liegt. Aquivalent liegt P genau
dann dicht bei @, wenn P € z(95,) ist. Ist @ oder P gleich 0, so liegen die beiden
Punkte immer dicht beieinander. Ist keiner dieser Félle gegeben, so sagen wir, ()
und P liegen nicht dicht beieinander in A.

Aus der Puiseux-Normalisierung ergibt sich in den Koordinaten aus Lemma 2.4.3
fiir den Abstand zweier Punkte in der Ndhe der Singularitit bei 0 folgende Ab-
schétzung:

Korollar 2.5.4. Seien P = (P, ..., P,), Q = (Q1,...,Qn) # 0 zwei Punkte in A
in der Nihe der Singularitit. Sei z : A — A mit 2(¢) = (r¢*, 25(C), ..., 2,(¢)) die
Puiseuz-Normalisierung, 0 # q € A der Punkt mit z(q) = Q, S, = {( € A :
|arg((/q)| < m/2k}. Dann gilt:

(i) distA(P,Q) ~ |Py — @Q4|, falls P und @ in A dicht beieinander liegen, also
P e z(S,) ist.

(i) dist4(P, Q) ~ |Pi| + |Q1], falls P und Q in A nicht dicht beieinander liegen,
also P ¢ z(S,) ist.

Beweis. Wir greifen in diesem Beweis auf die Abbildung IT zuriick, die zur Cha-
rakterisierung der Blédtter verwendet wird.
(i) Hél kann explizit angegeben werden:

Hél(zl) = (Zla 22(Z1)7 e Zn(21)),

wobei mit z;,j > 1 die holomorphen Funktionen aus der Puiseux-Normalisierung
gemeint sind. Dann ist nach Lemma 2.4.3

ordyz;(C) = k; > k = ordoz((),

und daher
zj = o(|z1]),

so dass das Differential dHél in der Néhe der Singularitdt beschréankt ist, sagen
wir durch M.
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Betrachten wir den Weg
O'(t) = tpl + (1 — t)Ql

von (1 nach P; in der Ebene. Dieser Weg liegt im konvexen Bild von I, so dass
II,,' o o ein Weg von @ nach P in A ist:

dita(P,Q) < LI o) = [ 151G ool < MIPi - @1
Andererseits ist natiirlich
dista(P,Q) = |P = Q[ = [PA — Q1.
(ii) In diesem Fall ist
distA(P, Q) < dista(P,0) 4 dist4(0,Q) < |Pi| + |@Q4]

nach (i) klar.

Fiir die andere Ungleichung nehmen wir @Q; € R™ an. Weil P nicht in der Nihe
von von (Q, also nicht im Bild der Inverse Hél({zl € C,, : Re z; > 0}) liegt, muss
ein Weg o von () nach P in A den Halbraum H := {z € C" : Re z; > 0} zuniichst
verlassen.

Der Weg o kann aber natiirlich auch nicht im Zylinder Z := {z € C" : |2| < |P1|}

enden. Sei
d:=+/|P1]? + |Q1]?

D::{z:|zl—Q1] <d}CHUZ,
weil fiir z € D entweder Re z; > 0, also z € H, oder Re z; <0, also
|21 — Q1|2 = (Im 2’1)2 +(Q1 — Re z1)2
= (Im 21)* 4+ Q7 — 2Q1Re z; + (Re 1)
< & =P+ |

So ist

gilt. Mit letzterem ist aber
|z1]? = (Im 2,)* + (Re 21)? < | P %,

also z € Z.
Ein Weg ¢ von @ nach P muss also mit HUZ auch D verlassen, falls Re (II(P)) <
0 ist. Dann folgt:

L(o) 2 d= VI[P + > = 5 (| +[@Qu]) -

Falls Re (II(P)) > 0 ist, so muss der Weg o zunéchst H und dann Z verlassen.
Aus Symmetriegriinden (Spiegelung an der { Rez; = 0}-Achse bzw. -Ebene) ergibt
sich dann die gleiche Abschatzung. O

N[ —
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2.6 Lokale Losung der 9-Gleichung

Es ist bekannt, dass zur 0-Gleichung auf Riemannschen Flichen lokal ein stetiger
Losungsoperator in die Holder-a-Réume fiir 0 < o < 1 existiert. Wir wollen dieses
Ergebnis nun auf eindimensionale komplexe Rdume ausdehnen. Wir miissen also
zeigen, dass die 0-Gleichung in der Nihe der Singularitditen mit entsprechender
Regularitat 1osbar ist.

Betrachten wir zur Vorbereitung die Situation in der komplexen Ebene:

Lemma 2.6.1. Set G CC C ein beschrdnktes Gebiet, 0 < o < 1. Dann existiert
ein stetiger linearer Operator

mit 0Kw = w im Distributionssinne fiir w € L35 1)(G) und es gilt
[Kwllac < Collw]looa,

mit einer Konstanten Cg, die nur von G abhdngt.

Beweis. Das Cauchy-Integral liefert den gesuchten Operator:

Kuw(z) = —/Gw(C) N Ko(C, 2)

mit
1 d
O omi¢ -z
Es ist bekannt [Ra], S.158, dass die gesuchte Konstante Cg existiert. Wir miissen
noch zeigen, dass tatséchlich

OKw =w

gilt.

Sei dazu w = fdz € Lfj,)(G) eine beschréinkte (0,1)-Form, also f € L*(G).
Damit ist f € LP(G) fiir ein beliebiges p > 2 und es existiert eine Folge glat-
ter Funktionen mit kompaktem Trager f. € C§°(G), die in LP-Norm gegen f

konvergiert. Sei nun
1 dt A dt
¢ = — (T ,
wio) = 5 [ 10T

so ist % = f. und die Folge der u,. konvergiert auf G' gleichméflig gegen Kw:

dt A dt
) = Ka)| = | [ ()= ) T2
< e~ Fla@llz=— o) = O
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fiir e — 0, da g < 2 ist.
Fiir eine beliebige Testfunktion y € C§°(G) ergibt sich:

. ) ou.
/fx = lg% fex—llgg/ 57 X

e—0 Iz

z

Kommen wir nun also zu komplexen Kurven.

Satz 2.6.2. Sei X eine komplere Kurve mit isolierten Singularitditen, p € X ein
beliebiger Punkt. Dann existiert fiir 0 < a < 1 eine Umgebung V CC X von p in
X und ein linearer Operator

T L% (RAV) = A (V)
mit OT f = f fiir f € LGy (RNV) und es gilt

NT fllav < Cvl flloo,rnv-

Nach Konstruktion hingen T und V' nicht von o ab.

Beweis. Sei zunédchst p € R ein reguldrer Punkt. Dann wéhlen wir Umgebun-
gen V. CC U von p in X, die keine Singularitdten enthalten und mittels einer
Abbildung ¢ : U — O biholomorph zu offenen Mengen W CC O C C sind. Ist
nun w € L (RNV) = L§,,(V), so kénnen wir w zuriickziehen zu einer Form
n = (p1)w e LGy (W) und in € die Bochner-Martinelli-Koppelman Formel
anwenden:
KYn(z) = = [ 00 A Ko(c. )
W
wobei hier

R
C2mil -z

ist, und nach Lemma 2.6.1 existiert fiir o« < 1 eine Konstante ¢, mit

0

15 nlla < callnllo
und OKV'n = n. Das liefert aber schon den gesuchten Operator
T:=p* oK) o(p)
und eine Konstante Cy, so dass nun

[Twllay < Cvllwlloov
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fiir alle w € L ,,(V) gilt, da ¢ noch in der Umgebung U von V biholomorph ist.
Wegen

P
o(P) (@) =1 | del < M -disty(P.Q)
mit M := max,y ||dp(t)] ist ndmlich

" f(P) =" f(@Q)]  [f(e(P)) = f((Q))]
| disty (P, Q)[* ™ [p(P) — p(@Q)]*

Betrachten wir nun den Fall, dass p ein singulérer Punkt ist. Wir kénnen anneh-
men, dass X im Punkt p irreduzibel ist, und dass X lokal in einen C" eingebettet
ist. Sei nun U CC X eine Umgebung von p in X, die durch die Einheitskreis-
scheibe mittels der Puiseux-Normalisierung

< [ fllaw-

(PiA — U
t — (tk,Zé(t),“-azn(t))v

fiir ein £ € N, k > 1, parametrisiert ist.
Hier ist ¢ ' (U N R) = A* = A — {0} die punktierte Scheibe. Ist nun w €
L%y (RN U), so kbnnen wir wieder w zuriickziehen zu einer Form

n = 'w =\t € L, (A"),
da wegen dy; — 0 fiir t — 0 auch n gleichméfig beschrankt ist:
n1(8) = Im(0)] = [we) (Pre ()] S [wl(e(2))-
Genauer erhalten wir wegen ||do(t)|| < [¢]*~! sogar
IAlE) S [t (20)
Nun bleibt aber die Standard-Lésung der 0-Gleichung

fo(w) := L ﬂdt A dt

M Jat—w

nach Zuriickziechen durch ¢! nicht unbedingt hélderstetig. Wir miissen daher
eine Losung hoherer Regularitdt finden. Dazu ziehen wir von fy noch die holo-
morphe Taylor-Entwicklung bis zum (k — 1)-ten Glied ab. Sei also

flw) = fo(w) = T3~ f(w)
mit

1
k— 1
15 : 27TZE w/ +1dt/\dt.
=0
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Wegen

k-1 k—1
L _ w’ — L _ l tk—l—z i
t—w i+l t—w tk
=0 1=0
1 th — wk wk

heifit das aber nichts anderes als

flw) = ! /A()‘(&dmdf

T omi o (= w)tk
Mit (20) sehen wir, dass dieses Integral fiir w # 0 existiert:

dt A dt

[f)] S wl* | s
At —wllt]

und wir f mit f(0) = 0 fortsetzen konnen.
Nun ist (¢71)*f auf V := ¢(B;/3(0)) a-hdlderstetig fiir alle @ < 1, wie Lemma
2.6.6 zeigen wird. O

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen.

Lemma 2.6.3. Seien w; = 1€t und wy = 19€?2 mit r; > 0, 0 < ¢; < 27 zwei
komplexe Zahlen , so dass |p1 — @o| < 7/k fir k € N, k > 1 gilt. Dann ist

|w}f - w1§| 2 |w1 - w2|k-

Beweis. Wir konnen |wy| < |wy| und w; = 1 € R, also ¢; = 0 und r; = 1
annehmen. Damit ist also wy = r9€™2? mit 0 <7y <1 und 0 < py < 7/k.
Betrachte nun die Funktion

(1 —w)*
1 —wk

f(w) =

fiir w = re® auf dem Sektor 0 < r < 1und 0 < ¢ < 7/k. Wir miissen iiberpriifen,
ob f in Punkten w mit w* = 1 stetig ist. Wegen ¢ < 7/k kommt dafiir aber nur
w = 1 in Frage. Nach de I'Hopital ist

1— k
iy (@)
w—1 1 —wk

=0.

Damit ist f auf dem kompakten Sektor stetig, so dass |f| ein Maximum M an-
nimmt. Damit ist aber
1 — wol* < M1 — wy],

und nur das war noch zu zeigen. O
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Die Aufteilung fiir die Integrationsgebiete der folgenden Integrale ist [FoGal ent-
nommen.

Lemma 2.6.4. Sei A C C die Einheitskreisscheibe, 0 < |w| < 1/3. Dann ist

dt A dt
/—5|1og||w|.
N

Beweis. Sei 6 := |w|/2. Wir zerlegen das Integrationsgebiet A in vier Gebiete:

R, := B;s(0)

Ry = Bs(w)

R3 := Bss(0)\ (R1 U Ry)
Ry := Bi(0)\ Bss(0)

Das Integral iiber R; sei mit I; bezeichnet. Fiir t € Ry ist |t — w| > 4, also

1 T om [?
11<_/M:_”/dr:2ﬁ.
6 Jr, It 5 Jo

Analog ist |t| > 6 fur t € Ry:

1 dtNdt 21 [?
12<_/ _:1/ dr = o,
5 RQ‘t—w’ 5 0

Fir t € R3 ist [t —w| > § > [t|/3, also:

dt A dt .
[3<3/—2<67r/ T 6rlog3.
R3 ‘t| 1) r

Und schliefllich gilt fiir t € Ry: Wegen |t| > 36 = 3|w|/2 und |t| < [t — w]| + |w)|
ist [t —w| > |t| — |w| > |t| — 2]t|/3 = |t|/3, also:

dt A dt Ld
I4<3/ —5 = 67 —r:—67rlog35
Ry |l 35 T

]

Lemma 2.6.5. Sei A C C die Einheitskreisscheibe, 0 < |wq| < |ws| < 1/3 und
|wy — ws| < |ws|/10. Dann ist

|w1||w1 — Wy

dt A dt < |w; — wsl|1 il
A [t]]t = wi|[t — wol S [wy — wol|log [[wy — ws|
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Beweis. Der Faktor |w; — ws| kann ignoriert werden.
Sei § := |wy; — we|. Dann ist 6 < |ws|/10. Weiterhin ist

9
[wi| > [wa] — Jwy — wa| > |ws| — |ws]/10 = 1_O|w2”

also etwa |wq| < 2|w;|. Wir zerlegen das Integrationsgebiet in sieben Gebiete:

Ry = DBju,|3(0)

R, = 35/3<w1)

Ry = DBss3(ws)

Rs = Bss(ws) \ (R1 U Ry)

Ry = Blu,|/s(w2) \ Bss(ws)

Rs = Bsjuy(0)\ (Ro U Bl 3(w2))
Rs = A\ By, (0)

Das Integral {iber R; sei mit I; bezeichnet. Wir werden im Folgenden immer einen
der Faktoren im Nenner nach unten gegen |w;| abschétzen.
0) Fiir t € Ry ist |t — wq| > |we|/3 > |wy]/3 und [t — ws| > |we|/3, also:

9 dt Ndt 187 [lwel/3
Iy < ] _ o dr = 67.
lwa| Jr,  |wi|lt] [wa| Jo
1) Fir t € Ry ist
|w,| |w |
12 foa] = 8/3 2 Jun| = 52! > Jun| = T8 2 g

und [t — wsy| > /3, also:

3 dtNdt  6r [%3
[15—/—=—W/ dr = 2.
0 Ry ’t_w1’ d 0

2) Fiir t € R, ist analog

w
12 fea] = /3 > ] — 22 2 Ju) >

und |t —wy| > §/3, also:

23 dr = 2m.

n 5/3
_ 3/ dt Adl 67

Ry |t — UJ2’ o (5 0
3) t € Ry liefert einerseits

3
4] > [uwn] = 36 > || — 212

2 Jwa| > |wy |
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und wegen |t — wsy| < 39 andererseits auch

It —wi| > 6/3 > |t — wy] /9.

dt A dt 3
1359/ —2<187r/ & 18rlog 9.
R3 ‘t_w2‘ 53 T

Daher ist

4) Fiir t € Ry ist

und
2
|t—w1] > |t—w2|—|w1—w2| = |t—7i)2|—(52 §|t—UJ2’,

da hier |t — wy| > 36 ist. Es folgt also:

9 dtAdE 9 [ dr 9r |

L<- | m—s=75 — = o log =,

4 Jp t—wal? 2 Js5 r 2 96

aber
|ws

1OgT = log |wy| —logd < —logd = |logd|,

da |wy] < 1 und § < 1 ist.
5) Fiir t € Ry ist

1 1 |wa|
t—wi| > Sfws| — 6 > =|wy| — 122
[t —wy| > 3|w2\ > —|wy 10

und mit [t — ws| > |we|/3 ist daher

3 dtANdE 6 3w
Is < h/ <X dr = 167,
jwa| Jrs [t

|| |wa|/3

6) Fir t € Rg ist |t — wy| > |we| > |w| und
2
[t = waf 2 [t] = el = S,

da [t| > 3|ws|, also |we| < |t|/3 ist. Es folgt:

3 [ dtAdl L d
163—/ —2:37r/ —T:—37r10g3|w2|.
2 Rg W 3

wa| T
Wegen 0 < |ws|/10 ist aber

—log |wy| < —logd = |logd].
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Beenden wir also nun den Beweis von Satz 2.6.2:

Lemma 2.6.6. In der Situation von Satz 2.6.2 seien P,(Q) Punkte in V CC X
mit P = ¢(wy) und Q = p(ws), also |wy|, |wa| < 1/3. Sei

1] wk k _
—‘ Y Y2t A di

t—w1 t—w2

Dann ist I(P,Q) < distx (P, Q)* fir alle a < 1.

Beweis. Wir werden |w;| < |wy| annehmen. Zunéchst ist nach Korollar 2.5.4

deRQ)2|ﬂ—Qﬂ:mﬂwﬂzm/‘ﬁlm

w2
> Jwyp — wal|w [*71, (21)

~Y

falls P und @ im selben Zweig liegen. In diesem Fall iiberschreitet der Winkel
zwischen w; und wy auch nicht den Wert 7/k und es gilt ebenfalls

disty (P, Q) = [P — Q1] = [w} — wh| > |wy — wy|* (22)

nach Lemma 2.6.3.
Nehmen wir nun zunéchst an, P, liegen nicht im selben Zweig. Dann ist nach
Korollar 2.5.4

disty (P, Q) = |Pi| + Q1] = [wi|* + |w,|*

und wir erhalten mit Lemma 2.6.4:

dt N\ dt dt N dt
1@ < ol | g w1l | i
< |wi|Mlog [wi| + |wa|¥| log ||w.]
<[P+ Jwol*
< (unl* + fuat)e

diStv(P, Q)a

Diese Abschétzung gilt auch fiir den Fall, dass einer der beiden Punkte gleich 0
ist. Seien P, # 0 also ab sofort aus dem gleichen Zweig. Wir untersuchen jetzt
den Fall |w; — wsy| > |wsy|/10. Hier ist wieder

I(P,Q) < |wi|*[log|[wi] + wa|*|log |w|

~J

= L+
und mit (21) sowie |wq| < |w; — wy, folgt

Il 1‘]{?0{

|w
(Jwr — w2||w1|k_1)a

disty (P, Q)°.

AR IARIAN
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Nach (22) ist aber auch

I, |wy —wQ\kHogle — Wo
‘wl _w2|kza

distv(P, Q)a.

AR ZARIAN

Nun miissen wir letztendlich noch den Fall |w; —ws| < |ws|/10 behandeln. Wegen

wh wh B twh — whwy — twh + wywh
t—w; t—wy (t — wy)(t — we)

wi(wy — wy) + (t — wy)(wf — wy)
(t — 'LUl)(t — 'LU2)

ist mit Lemma 2.6.4 und Lemma 2.6.5

- ][t — wi[t — wo [t][t — ws]
< Jwi|* M wy — wsl|log [Jwy — ws| + [wy — wh|| log ||ws]
= I3+ Iy,

Nun folgt

I3 < (Jwg|*Hwy — wo|)” S disty (P, Q)°

wieder mit (21) und zu guter letzt bleibt wegen |w;| < |ws| noch

Iy =2 disty(P,Q)*|wk — wk|*~ "Ilogllwzl
< disty (P, Q)" (lwf] + Iw2|> " [log [ws
< disty (P, Q) (2|w2|) “ | log |Jws|
§ diStv(P,Q)a
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2.7 Globale Losung der 0-Gleichung

Wir wollen nun einen Losungsoperator zu O fiir eine offene, relativ kompakte
Teilmenge D des komplexen Raumes X konstruieren.

Im eindimensionalen Fall miissen wir dazu an D keine Zusatzbedingung stellen,
da hier jede offene Menge streng pseudokonvex ist. In hoheren Dimensionen muss
vorausgesetzt werden, dass der Rand 0D von D durch eine streng plurisubhar-
monische Funktion gegeben ist.

Theorem 2.7.1. Sei X eine Steinsche komplexe Kurve mit isolierten Singulari-
taten und weiterhin D CC X eine relativ kompakte, zusammenhdngende, offene
Teilmenge ohne Singularititen auf dem Rand bD. Dann existiert zu gegebenem
a € (0,1) ein linearer Operator

T: Ly (DNR) — Au(D)
mit OT f = f fiir f € LE’B’J)(D N R) und es gilt

1T fllap < Cll flloo,0

fiir eine Konstante C' > 0, die unabhdngig von f ist.

Der nun folgende Beweis ist so leider nicht auf hhere Dimensionen {ibertragbar,
da wir dort keinen azyklischen Komplex als Auflosung der Strukturgarbe Ox er-
halten. Dafiir kann aber Grauerts Beulenmethode zum Ausdehnen von Lésungen
auf groflere streng pseudokonvexe Gebiete verwendet werden.

Wir wollen zunichst die lokale Losung der 0-Gleichung verwenden, um eine Pa-
rametrix zum Operator 0 zu definieren.

Wir bezeichnen mit F,(D N R) den Definitionsbereich von 9 als Operator von
Ao(D N R) nach LG,y (DN R). Das heit f € Fo(D N R), wenn 0f im Sinne von
Distributionen definiert und beschrankt ist.

Sei weiterhin B, (D N R) := 0F,(D N R). Es gilt:

Lemma 2.7.2. Se: 0 < o < 1. Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.7.1
gilt dann:
(i) Es existiert ein stetiger linearer Operator T' vom Banachraum L | (DN R) in

den Banachraum Ao (DNR) mit T(LE ,,(DNR)) C Fo(DNR) und 0oT = id+K,
wobei K ein kompakter Operator ist.
(it) Bo(D N R) ist ein abgeschlossener Unterraum von L7, (D N R) endlicher

Kodimension.

Beweis. Wie bei der Konstruktion der Normen wéhlen wir einen reguléren Atlas
{Us, ¢} und einen reguliren Unteratlas {Vj, 95}, V3 CC U, zu D, wobei wir
darauf achten, dass die offenen Mengen {Uz} und {V3} den Anforderungen aus
dem Beweis von Satz 2.6.2 gerecht werden.

64



Dann finden wir also fiir alle offenen Mengen Vj einen stetigen Losungsoperator
Ty Ligy (RN V) = Aa(V)

mit ITpw = w fiir alle w € LG 1y(Vs). Wihlen wir nun eine Zerlegung der Eins
{A\s} beziiglich {V3} und definieren:

Tw:= Z AgTpw fiir w € L 1) (D N R).
g

Hierzu muss w auf eine Umgebung von D mit 0 fortgesetzt werden. Fiir alle
w € L (D N R) ist jetzt Tw € Fo(D N R) und

OTw=w+ Y Org A Tpw.
E

Nun ist der Operator K := ), 0\ A\ Tpw ein beschriinkter linearer Operator von

LG 1) (D N R) in sich. Wir wollen zeigen, dass K kompakt ist.

Sei also {w,}, eine Folge in K (B;(0)). Dann ist {w,} eine Folge von Differen-
tialformen in L, (D N R) mit Koeffizienten in Ao(D N R) = Ao (D), deren
a-Hoéldernorm gleichméBig durch eine Konstante M beschrankt ist. M ist durch
die T3 und Ag bestimmt.

Damit sind die Koeffizientenfolgen in C°(D) beschrinkt und gleichgradig ste-
tig. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli existiert also eine gleichméflig konvergente
Teilfolge von {w,} in L, (D N R) und genau das war zu zeigen.

Um Teil (ii) zu beweisen, bemerken wir, dass id + K nun ein Fredholmoperator
vom Index 0 ist, da dies fiir kompakte Storungen der Identitét gilt [Al]. Somit
wird (id + K)(L{5 ;) (D N R)) ein abgeschlossener Unterraum von L ,,(D N R)

(0,1
endlicher Kodimension. Es ist aber

DoT =id+ K

und B, (DN R) enthélt diesen Unterraum, so dass B, (DN R) selbst auch endliche
Kodimension in L, (D N R) hat. Weiterhin ist nun B, (D N R) das Bild von

F,(D N R) unter dem abgeschlossenen Operator 9, so dass B,(D N R) auch
abgeschlossen ist. Das folgt aus dem néchsten Lemma 2.7.3.

Wir zeigen noch, dass 0 tatsichlich abgeschlossen ist. Sei dazu {f.} C Ay (D)
eine Cauchy-Folge mit Grenzwert f, so dass 0f; fiir alle k& € N existiert. Dann

gilt
\ [5an- [ 1] = ] [~ f>5><] < e = Flloe 1B,

fiir eine beliebige Testfunktion x € C5°(D). O
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Die beiden folgenden Aussagen wollen wir nur zitieren, sie finden sich zum Beispiel
in dem Buch von Henkin und Leiterer {iber komplexe Mannigfaltigkeiten [Hele],
S.211.

Lemma 2.7.3. Sei A ein abgeschlossener Operator zwischen Banachriumen E
und F mit Definitionsbereich D(A) C E. Falls A(D(A)) in F endliche Kodi-
mension besitzt, so ist A(D(A)) ein topologisch abgeschlossener Unterraum von

F.

Lemma 2.7.4. Sei A ein abgeschlossener linearer Operator zwischen Banachrdu-
men E und F mit Definitionsbereich D(A). Wir nehmen an, die folgenden Be-
dingungen seien erfillt:

(i) A(D(A))=F.

(ii) Es existiert ein beschrankter linearer Operator B : F' — E mit B(F) C D(A),
so dass id — AB kompakt ist.

Dann emistiert ein beschrinkter linearer Operator A~ © F — E, so dass A™' C
D(A) ist und AA™ = id gilt.

Um den Beweis von Theorem 2.7.1 abzuschlieflen, bleibt also nach Lemma 2.7.4
nur noch 9F,(D N R) = L5 (D N R) zu zeigen. Dazu werden wir die Kohomo-
logie von Garben verwenden. Wir lehnen uns hier an Wells Buch iiber Komplexe
Mannigfaltigkeiten an [We]. Dort findet sich eine schone Einfithrung zum Thema
im Hinblick auf die Anwendung in der komplexen Analysis.

Dann werden wir auf die kohomologische Charakterisierung steinscher Rdume
zuriickgreifen und ausnutzen, dass eben X steinsch ist.

Satz 2.7.5. Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.7.1 gilt OF,(D N R) =

LGy (DN R) fir alle 0 <o < 1.

Beweis. Wir erinnern daran, dass die Konstruktion der Supremumsnorm fiir Dif-
ferentialformen diese auf der Mannigfaltigkeit U N R mit

DcU=JU,ccx

geliefert hat (vgl. Abschnitt 2.3), wihrend die a-Héldernorm fiir Funktionen sogar
auf ganz U definiert ist. Weiterhin kann angenommen werden, dass U \ D keine
Singularitdten enthélt, wenn man U gegebenenfalls etwas verkleinert, da bD keine
Singularitdten enthalt.

Bezeichnen wir nun mit O die Garbe der Keime der holomorphen Funktionen
auf U, mit F* die Garbe der Keime der lokal a-holderstetigen Funktionen auf U,
fiir die 0 im Distributionssinne definiert und lokal beschrinkt ist, und letztlich
mit £ die Garbe der Keime der lokal beschrankten (0,1)-Formen auf U N R,
die fiir alle Punkte p € U, also auch in N&he der Singularitéten, lokal beschrankt
sind. Nun betrachten wir die Einbettung + : U N R — U und setzen L£> fort zur
Bildgarbe ¢,£> auf ganz U:

LLX(V) = L2(Y (V) = L2(V N R).
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Damit erhalten wir eine kurze Sequenz
0— 0 - Fe 2, 022

die nach Satz 2.6.2 exakt ist. Nun existiert auf U aber eine Zerlegung der Eins, so
dass die Garben F* und ¢,L£* weiche Garben sind, und die kurze exakte Sequenz
stellt eine azyklische Auflosung dar. Damit gilt nach dem abstrakten Theorem
von de Rham:

LLOU)  L2UNR)

0=H(1,0)= aFe(U)  oFeU) (23)

da U CC X als offene Teilmenge eines eindimensionalen steinschen Raumes ohne
Singularitdten im Rand selbst wieder steinsch ist.

Das sehen wir folgendermafen: Sei p € bU ein Punkt im topologischen Rand von
U. Dann ist p ein regulérer Punkt und es existiert in einer kleinen Umgebung U,
von p die holomorphe Funktion fi(z) := Zip. Sei weiterhin U; eine Umgebung von
X \ Ui, fo =0 eine holomorphe Funktion auf Us. Wir haben also eine Cousin-I-
Verteilung erhalten, die fiir Steinsche Raume l6sbar ist, so dass also eine Funktion
h € O(X \{p}) existiert mit einem Pol bei p. Damit ist U holomorph konvex und
somit auch wieder Steinsch, da etwa Ausbreitungsaxiom und Endlichkeitsaxiom
fiir offene Teilmengen Steinscher Rdume wieder erfiillt sind. Fiir die kohéirente
analytische Garbe O auf U ergibt sich nach Theorem B also H'(U, O) = 0.

Sei alsow € L{g,,(DNR). Dann existiert eine Fortsetzung (beispielsweise durch 0)
zu einer Form €2 € L | (UNR) mit [|Qf|ec = [[w][eo, da U\ D keine Singularitéten
enthalt.

Dazu finden wir wegen (23) eine lokal a-holderstetige Funktion f € F*(U) mit
Of = Q auf U N R, sowie 5f|DmR = Q|prnr =w auf DN R.

Da aber D in U relativ kompakt liegt, ist f|p auf D a-holderstetig, also f|pnr €
F,(D N R) wie gewiinscht. O
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