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Aufgabe 1.

Bestimmen Sie die Homologie der folgenden Kettenkomplexe:

a)

0 0 0 0 0 0
R ad C’i+2 — Ci-i—l — Cz — Ci—l — Ci+2 — ...

b)
BN VLN VLN VLN, Y SELING /LN /L IN
c)
00— Z)6 -5 7/6 5 7)6 — 0 — 0 ...
d)

00— 0—Z -7 7/4257/2—50—0 ..

Dabei sei p die Projektion modulo 2 und p = iom, wobei 7 : Z — Z/2 die Projektion
modulo 2 und i : Z/2 — Z/4 die Inklusion ist.

Aufgabe 2. (Schlangendiagramm I)

Wir betrachten das folgende kommutative exakte Schlangendiagramm von R-Moduln:

M L0
d’j dt d,,l
0—N LN 2N

Zeigen Sie, dass

§:ker(d") — coker(d')
m = [ftodog(m)]

eine wohldefinierte lineare Abbildung ist.

Aufgabe 3. (Schlangendiagramm II)

Man betrachte das Schlangendiagramm und die Abbildung ¢ aus Aufgabe 2. Zeigen
Sie, dass die folgende Sequenz exakt ist:

ker(d') SN ker(d) -2 ker(d") LN coker(d") SN coker(d) —% coker(d")

Bitte wenden.



Aufgabe 4. (Additive Kategorien)

Ein Objekt ¢ in einer Kategorie C heift initial (bzw. final), wenn es zu jedem anderen
Objekt d aus C genau einen Morphismus von ¢ nach d (bzw. von d nach c) gibt. Es
heifit Nullobjekt, falls es sowohl initial als auch final ist.

a) Geben Sie, soweit vorhanden, initiale, finale und Nullobjekte in der Kategorie der
topologischen Raume Top und in der Kategorie der abelschen Gruppen Ab an.

Eine Kategorie C heifit additiv, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1.

il.

iii.

1v.

Es gibt ein Nullobjekt.

Zu je zwei Objekten cq1,co € C gibt es ein Produkt ¢; X ¢y, d.h. es existiert
ein Objekt ¢; x ¢ € C zusammen mit Morphismen 7; : ¢; X co = ¢, j = 1,2,
Projektionen genannt, so dass folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist: Fiir
jedes Objekt d € C und Morphismen f; : d = ¢; und fy : d — co gibt es
genau einen Morphismus f:d — ¢; X ca so dass f; =m0 f, j =1,2,1e. das

Diagramm
A
J
fi

d———¢;
ist kommutativ.

Die Hom-Mengen sind abelsche Gruppen, d.h. fiir alle ¢,d € C ist Home/(c, d)
eine abelsche Gruppe.

Die Komposition von Morphismen ist bilinear, d.h. fiir alle ¢, d, e € C und alle
f, f1, f2 € Home(c,d) und g, g1, g2 € Home(d, €) ist:

go(fi+fo) = gofi+golfs,
(g1 +g)of = guof+gaof.

b) Zeigen Sie, dass R-Mod eine additive Kategorie ist. Machen Sie sich klar, dass
damit insbesondere Ab eine additive Kategorie ist, da Ab = Z-Mod.

Abgabe in der Vorlesung am 02.06.2016.



