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Aufgabe 33. (Fouriertransformation auf L2)

a) Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen quadratintegrabel sind, d.h. in L2(R,C)
liegen:

e−|x| ,
sin(x)

x
,

1

1 + |x|

b) Berechnen Sie die Fouriertransformation der Funktion

f(x) =

{
π , |x| ≤ 1,
0 , |x| > 1.

Der Umkehrsatz gilt auch für L2-Funktionen. Verwenden Sie ihn, um die Fourier-
transformierte von sin(x)

x
zu bestimmen.

Lösung:

a) i. ∫ +∞

−∞
|e−|x||2dx =

∫ +∞

−∞
e−2|x|dx =

∫ +∞

0

e−2xdx+

∫ 0

−∞
e2xdx

=
1

−2

[
e−2x

]+∞
0

+
1

2

[
e2x
]0
−∞ + 1 =

1

−2
(0− 1) +

1

2
(1− 0)

ii. Die Funktion sin(x)/x ist auch an der Stelle x = 0 problematisch, da x im
Nenner steht. Um das Verhalten im Punkt x = 0 zu untersuchen, betrachten wir
die Ableitung des Sinus im Punkt x = 0. Nach Definition der Ableitung ist:

sin′(0) = lim
x→0

sin(x)− sin(0)

x− 0
= lim

x→0

sin(x)

x

Also gilt:

lim
x→0

sin(x)

x
= cos(0) = 1.

Somit ist sin(x)/x eine stetige Funktion auf ganz R. Es folgt, dass∫ 1

−1

∣∣∣∣sin(x)

x

∣∣∣∣2 dx <∞,

und es reicht, noch ∫ +∞

1

∣∣∣∣sin(x)

x

∣∣∣∣2 dx =

∫ 1

−∞

∣∣∣∣sin(x)

x

∣∣∣∣2 dx
zu untersuchen.



Es ist aber:∫ +∞

1

∣∣∣∣sin(x)

x

∣∣∣∣2 dx =

∫ +∞

1

| sin(x)|2

x2
dx ≤

∫ +∞

1

dx

x2
=
[
− 1/x

]+∞
1

= 0 + 1.

iii. ∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ 1

1 + x2

∣∣∣∣2 dx =

∫ 1

−1

dx

(1 + |x|)2
+

∫ +∞

1

dx

(1 + |x|)2
+

∫ −1
−∞

dx

(1 + |x|)2

≤
∫ 1

−1
dx+

∫ +∞

1

dx

x2
+

∫ −1
−∞

dx

x2

= 2 +
[
− 1/x

]+∞
1

+
[
− 1/x

]−1
−∞

= 2 + (0 + 1) + (1 + 0) = 4

b) Die Fouriertransformierte von f ist:

f̂(w) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iwxdx = π

∫ 1

−1
e−iwxdx =

π

−iw
[
e−iwx

]1
−1

=
π

iw
(eiw − e−iw) = 2π

sin(w)

w

Gesucht ist nun die Fouriertransformierte von

g(w) =
sin(w)

w
.

Sowohl f als auch f̂ liegen in L2. Da der Umkehrsatz gilt, ist:

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(w)eiwxdw =

∫ +∞

−∞

sin(w)

w
e−iw(−x)dw = ĝ(−x).

Da f eine gerade Funktion ist, ist f die Fouriertransformierte von g. Es ist aufwendi-
ger, diese direkt zu berechnen.

Aufgabe 34. (Das Abtasttheorem)

a) Es sei k ∈ Z, k ≥ 2, fest gewählt. Zeigen Sie, dass für alle n ∈ Z, n ≥ 2 gilt:

1

nk
≤

∫ n

n−1

1

xk
dx.

Verwenden Sie dies, um zu zeigen, dass:

∞∑
n=1

1

nk
≤ 1 +

∫ +∞

1

1

xk
dx.

Schließen Sie nun mit Aufgabe 25, Teil b), dass die Summe
∑∞

n=1
1
nk konvergiert.

b) Wir haben in Aufgabe 32 gesehen, dass (für T > 0) die Funktion

F (x) =
1

x2

(
1− sin(Tx)

Tx

)
2



bandbegrenzt ist, d.h. ihre Fouriertransformation F̂ außerhalb des beschränkten In-
tervalls [−T, T ] verschwindet. Damit das Abtasttheorem auf F angewendet werden
kann, ist zu zeigen, dass ∑

n∈Z

|F (2πna)|

für 0 < a < 1/T konvergiert. Zeigen Sie unter Verwendung von Teil a), dass dies
der Fall ist.

Lösung:

a) Für x ≤ n ist xk ≤ nk und somit 1
xk ≥ 1

nk . Damit folgt:∫ n

n−1

1

xk
dx ≥

∫ n

n−1

1

nk
dx =

1

nk

∫ n

n−1
dx =

1

nk
.

Unter Verwendung dieser Aussage für alle n ≥ 2 ergibt sich:
∞∑
n=1

1

nk
≤ 1 +

∞∑
n=2

∫ n

n−1

1

xk
dx = 1 +

∫ +∞

1

1

xk
dx

= 1 +
1

1− k
[
x1−k

]+∞
1

= 1 +
1

1− k
(0− 1) = 1 +

1

k − 1
≤ 2

d.h. die Summe konvergiert.

b) Unter Verwendung der Dreiecksungleichung |a+ b| ≤ |a|+ |b| ist:

|F (x)| =

∣∣∣∣ 1

x2

(
1− sin(Tx)

Tx

)∣∣∣∣ =
1

x2

∣∣∣∣1 +

(
−sin(Tx)

Tx

)∣∣∣∣
≤ 1

x2

(
1 +

∣∣∣∣sin(Tx)

Tx

∣∣∣∣) ≤ 1

x2
+

1

T |x|3
.

Unter Verwendung dieser Abschätzung sehen wir:∑
n∈Z

|F (2πna)| = F (0) + 2
∑
n≥1

|F (2πna)|

= F (0) + 2
∑
k≥1

1

|2πna|2
+

2

T

∑
n≥1

1

|2πna|3

= F (0) +
1

2π2a2

∑
k≥1

1

n2
+

1

T4π3a3

∑
n≥1

1

n3

≤ F (0) +
1

π2a2
+

1

T2π3a3
,

wobei wir im letzten Schritt Teil a) verwendet haben. Nach der Taylorreihe des
Sinus ist:

sin(t) = t− 1

3!
t3 +

1

5!
t5 − 1

7!
x7 + ... ,

also

F (x) =
1

3!
− 1

5!
(Tx)2 − 1

7!
(Tx)7 + ... ,

so dass F (0) = 1/6. Damit konvergiert die Reihe für alle a > 0.
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Aufgabe 35. (Tiefpassfilter und Fouriertransformation)

Wir betrachten wieder den Tiefpassfilter aus Aufgabe 28:

U Ue

R

C
(t)(t)

Wir nehmen an, es würde eine stückweise stetige absolut integrable Eingangsspan-
nung Ue : R → C angelegt. Wir nehmen an, die Ausgangsspannung U : R → C sei
wieder stückweise stetig und absolut integrabel. Wie in der Vorlesung gesehen gilt
die Differentialgleichung:

RC · U ′(t) + U(t) = Ue(t).(1)

a) Wenden Sie die Fouriertransformation auf die DGL (1) an, um zu zeigen, dass

Û(w) =
1

1 + jwRC
Ûe(w).

b) Berechnen Sie die Fouriertransformation der Funktion

h(t) =

{
1

RC
e−t/RC , t ≥ 0,

0 , t < 0,

und verwenden Sie den Faltungssatz und den Umkehrsatz, um zu zeigen, dass:

U(t) = h ∗ Ue(t).

Vergleichen Sie diese Aussage mit dem Ergebnis von Aufgabe 28.

Lösung:

a) Wir wenden die Fouriertransformation in der Variablen t auf die DGL (1) an.
Nach der Linearität der Fouriertransformation und dem Differentiationssatz gilt:

Ûe(w) = RC · Û ′(w) + Û(w) = RCjwÛ(w) + Û(w)

= (RCjw + 1)Û(w),

was wir zur gewünschten Gleichung umstellen:

Û(w) =
1

1 + jwRC
Ûe(w).

4



b) Wegen RC > 0 ist die Fouriertransformation von h:

ĥ(w) =

∫ +∞

0

1

RC
e−t/RCe−jwtdt =

1

RC

∫ +∞

0

e−(
1

RC
+jw)tdt

=
1

RC
· −1

1
RC

+ jw

[
e−(

1
RC

+jw)t
]+∞
0

=
1

RC
· −1

1
RC

+ jw
(0− 1)

=
1

1 + jwRC
.

Setzen wir dies in Teil a) ein, so folgt mit dem Faltungssatz für die Fouriertransfor-
mation:

Û(w) = ĥ(w)Ûe(w) = ĥ ∗ Ue(w)

Nach dem Umkehrsatz ist damit aber:

U(t) = (h ∗ Ue)(t) =
1

RC

∫ +∞

0

Ue(t− s)e−t/RCds.

Auch in Aufgabe 28 war U = h ∗ Ue, wobei dort aber die Faltung zweier T -
periodischer Funktionen, d.h.

h ∗ Ue(t) =
1

T

∫ T

0

Ue(h− s)h(t)dt

gemeint war, und es war

h(t) =
1

RC

T

1− e−T/RC
e−t/RC ,

also:

h ∗ Ue(t) =
1

T

1

RC

T

1− e−T/RC

∫ T

0

Ue(h− s)e−t/RCdt

=
1

RC

1

1− e−T/RC

∫ T

0

Ue(h− s)e−t/RCdt

Lassen wir hier jetzt T → +∞ streben, so ergibt sich auch hier:

U(t) = (h ∗ Ue)(t) =
1

RC

∫ +∞

0

Ue(t− s)e−t/RCds,

d.h. geht die Länge der Periode gegen +∞, so liefert die Herleitung über Fourier-
reihen dieselbe Lösung für das Problem (Ausgangsspannung U), wie die Herleitung
über Fouriertransformation.
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Aufgabe 36. (Laplacetransformation I)

a) Berechnen Sie für ω > 0 das Integral

Lf(s) :=

∫ ∞
0

sin(ωt)e−stdt

in Abhängigkeit von s ∈ C. Für welche s existiert das Integral? Sie haben damit
die Laplacetransformierte Lf von f(t) = sin(ωt) bestimmt.

b) Berechnen Sie für ω > 0 durch

Lg(s) :=

∫ ∞
0

cos(ωt)e−stdt

auch die Laplacetransformierte von g(t) = cos(ωt). Für welche s existiert dieses
Integral?

Lösung:

a) Unter Verwendung der Exponentialdarstellung für den Sinus ist:∫ R

0

sin(ωt)e−stdt =
1

2i

∫ R

0

eiωte−stdt− 1

2i

∫ R

0

e−iωte−stdt

=
1

2i

(∫ R

0

e(iω−s)tdt−
∫ R

0

e−(iω+s)tdt

)
=

1

2i

(
1

iω − s
[
e(iω−s)t

]R
0
− 1

−iω − s
[
e−(iω+s)t

]R
0

)
=

1

2i

(
e(iω−s)R − 1

iω − s
+
e−(iω+s)R − 1

iω + s

)
Nun existiert

lim
R→∞

e(iω−s)R = lim
R→∞

eiωRe−sR

wegen |eiωR| = 1 und

|e−sR| = |e−(Re s)R−i(Im s)R| = |e−(Re s)R||e−i(Im s)R| = e−(Re s)R

genau dann, wenn Re s > 0, und dann ist

lim
R→∞

e(iω−s)R = 0.

Das Gleiche gilt für limR→∞ e
(−iω−s)R. Wir erhalten also:∫ R

0

sin(ωt)e−stdt =
1

2i

(
−1

iω − s
+
−1

iω + s

)
=
−1

2i
· (iω + s) + (iω − s)

(iω − s)(iω + s)

=
−1

2i
· 2iω

i2ω2 − s2
=

ω

ω2 + s2
.
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b) Analog ist unter Verwendung der Exponentialdarstellung für den Kosinus:∫ R

0

cos(ωt)e−stdt =
1

2

∫ R

0

eiωte−stdt+
1

2

∫ R

0

e−iωte−stdt

=
1

2

(∫ ∞
0

e(iω−s)tdt+

∫ ∞
0

e−(iω+s)tdt

)
=

1

2

(
1

iω − s
[
e(iω−s)t

]∞
0

+
1

−iω − s
[
e−(iω+s)t

]∞
0

)
=

1

2

(
−1

iω − s
− −1

iω + s

)
=
−1

2
· (iω + s)− (iω − s)

(iω − s)(iω + s)

=
−1

2
· 2s

i2ω2 − s2
=

s

ω2 + s2
,

falls Re s > 0.
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