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Aufgabe 33. (Fouriertransformation auf ?)

a) Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen quadratintegrabel sind, d.h. in L*(R, C)
liegen:
sin(z) 1

—lz|
‘ ’ T o1+

b) Berechnen Sie die Fouriertransformation der Funktion

flz) = {g | <1,

x| > 1.

Der Umkehrsatz gilt auch fiir L?>-Funktionen. Verwenden Sie ihn, um die Fourier-
sin(x)

transformierte von — = zu bestimmen.
Loésung:
a) i.

+oo +oo +oo 0

/ e 2de = / e‘gmdx:/ e_%d:p—k/ e*dx
—00 —00 0 —00
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ii. Die Funktion sin(z)/x ist auch an der Stelle x = 0 problematisch, da z im

Nenner steht. Um das Verhalten im Punkt z = 0 zu untersuchen, betrachten wir
die Ableitung des Sinus im Punkt z = 0. Nach Definition der Ableitung ist:

sin(x) — sin(0) ~ im sin(x)

. , _ .
St (0> - il—rf(l) x—0 =0
Also gilt:
lim sin(z) = cos(0) = 1.
z—0 €T

Somit ist sin(x)/z eine stetige Funktion auf ganz R. Es folgt, dass

1 . 2
/ sin(x) dr < oo
-1 T
und es reicht, noch
+00 . 2 1 . 2
/ sin(x) dp — / sin(x) s
1 T |

zu untersuchen.



Es ist aber:
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dv = / deg/ d—f:[—l/x]+°°:0+1.
1 1

1il.

de—/l da +/+°° dx +/—1 dx
(el A fa])? e (T fa])?

! oo dr 1 dx
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b) Die Fouriertransformierte von f ist:
. +o00 ) 1 ) T ) 1
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Gesucht ist nun die Fouriertransformierte von

sin(w)'

gw) = ”

Sowohl f als auch fliegen in L?. Da der Umkehrsatz gilt, ist:

1 +o0 +oo

f@) = 5 [ Fwewrau— |

27 —00 —00

sin(w) e D du = g(—z).
w

Da f eine gerade Funktion ist, ist f die Fouriertransformierte von g. Es ist aufwendi-
ger, diese direkt zu berechnen.

Aufgabe 34. (Das Abtasttheorem)
a) Essei k € Z, k > 2, fest gewahlt. Zeigen Sie, dass fiir alle n € Z, n > 2 gilt:

1 "1
— < —dx.
nk = /nlxk z

Verwenden Sie dies, um zu zeigen, dass:

=1 too q
Z—k < 1+/ —da.
nzln 1 i

SchlieBen Sie nun mit Aufgabe 25, Teil b), dass die Summe > °° | = konvergiert.

n=1 nk

b) Wir haben in Aufgabe 32 geschen, dass (fiir 7' > 0) die Funktion
1 in(7T
Flz) = <1 ~ sin( x))

2 Tx
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bandbegrenzt ist, d.h. ihre Fouriertransformation F auBerhalb des beschriinkten In-
tervalls [—T, T verschwindet. Damit das Abtasttheorem auf ' angewendet werden
kann, ist zu zeigen, dass

Z |F(27mna)|

ne”L
fir 0 < a < 1/T konvergiert. Zeigen Sie unter Verwendung von Teil a), dass dies
der Fall ist.
Lo6sung:

a) Fiir < n ist 28 < n* und somit xik > n—lk Damit folgt:
1
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d.h. die Summe konvergiert.

b) Unter Verwendung der Dreiecksungleichung |a + b| < |a| + |b] ist:

1 sin(T'z) 1 sin(Tx)
(1= — 11 _

x? ( Tz > x? * ( Tz

1 sin(Tx) 1 1

— |1 < — .
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Unter Verwendung dieser Abschétzung sehen wir:

Y |F(2mna)| = F(0)+2)  |F(2mna)l

nez n>1

|F(z)| =

<

1 +7 1
mw2a?  T2m3a?’
wobei wir im letzten Schritt Teil a) verwendet haben. Nach der Taylorreihe des
Sinus ist:

< F(0)+

: _ 1 3 1 5 1 7
also
1 1 1

so dass F'(0) = 1/6. Damit konvergiert die Reihe fiir alle a > 0.



Aufgabe 35. (Tiefpassfilter und Fouriertransformation)
Wir betrachten wieder den Tiefpassfilter aus Aufgabe 28:

O R O O
U0 L U@

C

O

O

Wir nehmen an, es wiirde eine stiickweise stetige absolut integrable Eingangsspan-
nung U, : R — C angelegt. Wir nehmen an, die Ausgangsspannung U : R — C sei
wieder stiickweise stetig und absolut integrabel. Wie in der Vorlesung gesehen gilt
die Differentialgleichung:

(1) RC-U )+ U(®lt) = U.t).
a) Wenden Sie die Fouriertransformation auf die DGL (1) an, um zu zeigen, dass

~ 1 —
Ulw) = 155ara V)

b) Berechnen Sie die Fouriertransformation der Funktion

1 —t/RC
{m@ / ,tZO,

ht) = 9 <0,

und verwenden Sie den Faltungssatz und den Umkehrsatz, um zu zeigen, dass:
Ut) = hxUdlt).

Vergleichen Sie diese Aussage mit dem Ergebnis von Aufgabe 28.

Loésung:

a) Wir wenden die Fouriertransformation in der Variablen ¢ auf die DGL (1) an.
Nach der Linearitédt der Fouriertransformation und dem Differentiationssatz gilt:

U.(w) = RC-U'(w)+U(w)= RCjwl(w)+ U(w)
= (RCjw+ 1)U (w),

was wir zur gewiinschten Gleichung umstellen:

1 —

Ue(w).

Ulw) = 1+ jwRC ¢



b) Wegen RC > 0 ist die Fouriertransformation von h:

ﬁ( ) /+oo 1 —t/RC ,—juwt jy 1 o —(ge+iw)t gy
w = —e e e — e
o RC RC J,
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Setzen wir dies in Teil a) ein, so folgt mit dem Faltungssatz fiir die Fouriertransfor-
mation:

~ — —

Uw) = h(w)U,(w) =hxU,(w)

Nach dem Umkehrsatz ist damit aber:

Ult) - (h*Ue)(t):Rl—C /0 T ULt — s)et/RCqs,

Auch in Aufgabe 28 war U = h *x U,, wobei dort aber die Faltung zweier T-
periodischer Funktionen, d.h.

hxUl(t) = f/OTUe(h—s)h(t)cw

gemeint war, und es war

also:

11 T r
hxUl(t) = / U.(h — s)e Yt
0

T RC 1 — e~T/RC

_ L /T U.(h — s)e ECdt

Lassen wir hier jetzt T — +o0o streben, so ergibt sich auch hier:

1

U = (hxU)() =

+oco
/ U,(t — s)e /s,
0
d.h. geht die Lénge der Periode gegen +oo, so liefert die Herleitung iiber Fourier-
reihen dieselbe Losung fiir das Problem (Ausgangsspannung U), wie die Herleitung
iiber Fouriertransformation.



Aufgabe 36. (Laplacetransformation I)

a) Berechnen Sie fiir w > 0 das Integral

Lf(s) = /Ooosin(wt)e_Stdt

in Abhéngigkeit von s € C. Fiir welche s existiert das Integral? Sie haben damit
die Laplacetransformierte £f von f(t) = sin(wt) bestimmt.

b) Berechnen Sie fiir w > 0 durch

Lg(s) = / cos(wt)e ' dt
0

auch die Laplacetransformierte von ¢(t) = cos(wt). Fiir welche s existiert dieses
Integral?

Loésung:

a) Unter Verwendung der Exponentialdarstellung fiir den Sinus ist:

R 1 R ) 1 R )
/ sin(wt)e "dt = — e“te™tdt — — e et dt
0 2t Jo 2t Jo
1 R L
S (/ e(zw—s)tdt _/ 6—(zw+s)tdt)
21 \ Jy 0
1 1 I R 1 —(; R
= — (iw—s)t - (iw+s)t
2i (iw—s[e Jo —iw—s[e }0>
1 6(iwfs)R -1 ef(inrs)R -1
= — < - + - >
21 w— S 1w+ s
Nun existiert
lim e(iwfs)R _ lim einest
R—o0 R—o
wegen |e“f| =1 und
]e’SR] _ |67(Re s)R—i(Im s)R‘ _ ’ef(Re s)RHeﬂ'(Im s)R’ _ ef(Re s)R

genau dann, wenn Re s > 0, und dann ist

lim e — (.
R—o0

Das Gleiche gilt fiir limp_,o e~ Wir erhalten also:
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b) Analog ist unter Verwendung der Exponentialdarstellung fiir den Kosinus:

R
/ cos(wt)e " dt
0

falls Re s > 0.
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