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Mathematik 2 (Master Sicherheitstechnik)
Ubungsblatt 7

Aufgabe 25. (Uneigentliche Integrale I)
a) Es sei s > 0. Bestimmen Sie, fiir welche Werte von s das uneigentliche Integral
Lat
o t°
existiert und geben Sie ggf. den Grenzwert an.

b) Es sei s > 0. Bestimmen Sie, fiir welche Werte von s das uneigentliche Integral

1t

existiert und geben Sie ggf. den Grenzwert an.

c) Verwenden Sie das Majorantenkriterium, Satz 3.1.1 aus der Vorlesung, um zu
zeigen, dass die beiden uneigentlichen Integrale

/ sin(z) ir | / cos(x) I
| |

existieren. Der Grenzwert muss nicht berechnet werden.

Losung:

a) Wir behandeln zunéchst den Fall s # 1. Zu betrachten ist fiir 6 > 0 das Integral

1 1 1
dt 1 1
— :‘/tsﬁ:[——4lﬂ = (1—0"7).
5 ts § 1—s s 1—s

Bilden wir nun also den Grenzwert § — 0:

1
dt 1 1 1
lim [ — = lim (1-0""°) = - lim 0" ~*
6—0 J5 18 1—s56-0 1—s 1—s6>0
B 1 J o , falls 0 < s < 1,
- 1—-s 1-—3s +oo , falls s > 1.
Das uneigentliche Integral existiert also fiir 0 < s < 1 und dann ist
tat 1
o 5 1—5'

aber das uneigentliche Integral existiert nicht falls s > 1. Es bleibt der "Grenzfall”
s = 1 zu betrachten. Man beachte, dass die Stammfunktion von 1/ der Logarithmus
In(x) ist, und dass In(1) = 0. Damit folgt:

. Ydx . 1 . .

lim [ — = lim[In(z)]; =In1—limIn(6) = — lim In(9),

6—0 s X 6—0 6—0 6—0

und dieser Grenzwert existiert nicht, da In(é) — —oo fur 6 — 0. D.h. das un-
eigentliche Integral fol 4 existiert nicht.



b) Analog zu Teil a) ist fiir s # 1:

B qt AN L R
i ol s _1).
/1 ts [1—st L 1—S(R )

Bilden wir nun also den Grenzwert R — +o00:

R
dt 1 1 1
1. — = 1 175_1 — l 1-s
A et L R i L
B 1 n 1 ] 4o , falls 0 < s <1,
s —1 1-—s 0 , falls s > 1.

Das uneigentliche Integral existiert also fiir s > 1 und dann ist

/+°°dt 1
Lt s—1"7

aber das uneigentliche Integral existiert nicht falls 0 < s < 1. Es bleibt wieder der
"Grenzfall” s = 1 zu betrachten. Hier gilt

. oo dx . R . .
lim — = lim [In(z)]{ = lim In(R)—In(l) = lim In(R),

R—+o00 1 xT R—+o00 R—+o00 R—+o00

und dieser Grenzwert existiert nicht, da In(R) — 4oo fir R — +o00. D.h. das
uneigentliche Integral f;roo df existiert nicht.

¢) Da wir Satz 3.1.1 verwenden wollen und

1
_[L‘Q—f—]_,

1
— 241

cos(z)
2 +1

sin(x)
241

(1)

untersuchen wir das uneigentliche Integral:

oo dx
) [t
P |
Da nach Teil b):
/1 dz /+oo dz /+°° dz
= < — = 1’
o X2+ 1 . X2+l T )y 2P

/ Vode

-1 x2 + 1

natiirlich existiert, existiert das uneigentliche Integral (2). Unter Verwendung von
(1) existieren damit nach Satz 3.1.1 auch die uneigentlichen Integrale:

/ sin(x) i / cos(x)dx
| |

und auBlerdem




Aufgabe 26. (Fouriertransformation I)

a) Es sei L > 0. Wir betrachten das parameterabhingige Integral

L/2 ¢ ‘
glw) = / cos (W—> e "dt
e O\

fir w € R. Verwenden Sie die Exponentialdarstellung des Kosinus, um g(w) fiir
beliebiges w € R zu berechnen.

b) Es sei 2y € R und

—e~le—ol T > xo,

fa) = { e~ 1w =0l : T 2 Zo-

Berechnen Sie das parameterabhéngige Integral

+oo
h(w) = f(z)e ™ dx
in Abhéngigkeit von w € R.
Losung:
a) Unter Verwendung von
1.
cos(r) = 5(6Zz +e7")

berechnen wir hier die Fouriertransformierte der Funktion

cos (mt/L) , |t| < L/2,
ot = {0 (/%) ,HzL?z

Fir w # £7 ist:

R 00 L/2
g(w) = ¢(w): : QS(t)e_thdt:/ oS (W—t) e "tdt

—L)2

— 1/ z7rt/L +e zwt/L) 7iwtdt
2.) 1)
1 L2 1 L2

[ / z7r/L w tdt 4= / 6—(i7r/L+iw)tdt
2 2J 1

— 1 Mr/L—iw)t] L/2 . 1 [e—(iﬂ/L—i—iw)t] L/2
2 m/L “L/2 in L+ iw ~L/2
1 . , .

— ( 27r/2€szw/2 . efm/2esz/2)

in/2 j—iltw2 _ im/2 —iLw/2
7T/L—|—w(e ‘ o >)

1 L it L it 1 o
= g (p e ) - i (e i) ) <



_ 1 1 —iLw/2 iLw/2 1 —iLw/2 —iLw/2
= (R e )
1 1
= — Lw/2 _ Lw/2
7r/L—wCOS< w/ )+7r/L—|—wCOS( w/2)
_ @Ltw /L -w) (Lw
a 7/L —w)(7/L+w 2
(/ )(m/
27 1 Lw
A T
Ausserdem ist
1 (L2 . .
g(j:ﬂ-/L) — _/ (ezwt/L_I_e—mrt/L)eiFmrt/Ldt
2.) 1
1 L/2 ' L 1 ' L/
= - 1 F2imt/L dt = = F2mit/L /
2 /_L/Q( e ) 2 * 2mi/ L [6 ]*L/2
L 1 A . L 1 L
= — Frio_ Em) - (=) = (—1)) = =
T ) 3 T omp (V- () =3

b) Wir berechnen hier die Fouriertransformierte von f, nédmlich:

~ Zo “+o0o
h(w) — f(U)) _ / ef|zfxo\efiwa:dx _ / ef\xfa:o|efiwxdx
—o0 o

0 +00 ’
exfzoefiw:pdx - / efa:Jr:roefiwxdx
0 +o00
€$(1_iw)6_$odx . / emgez(—l—iwx)dx
0o 0

Il
— —

1 o “+00
— %0 [ : ew(l—iw):| 4+ %o [ : 6:c(—l—iw):|
1 —w . 14w 20
— %0 1 exo(l—iw) — %o e:co(—l—iw)
1—w 1+ w
1 1
— wro __ 1WITQ
1—w 1+ 2w
— 1 _ 1 e—iwzo _ (1 + ZUJ) — (1 — ZUJ) e—iwxo
1 —iw 14w (1 —dw)(1 + iw)
21w —iwxo 2iw —twxg
= € = —¢€ .
1 —d2w? 14+ w?



Aufgabe 27. (Uneigentliche Integrale IT)

a) Verwenden Sie die Rechenregel fiir Ableitungen (lnof) = f7', um zu zeigen, dass
das folgende uneigentliche Integral nicht existiert:

w/2
/ tan(x)dx
0

b) Zeigen Sie, dass tan’(z) = 1+ tan?(z) gilt, und verwenden Sie dies zusammen mit
der Substitution y = tan(z), um das folgende uneigentliche Integral zu berechnen:

+oo 1
dy = .
/_oo 1+ "

¢) Verwenden Sie die Substitution x = sin(t) und die Formel sin®(t) + cos?(t) = 1
(siehe Aufgabe 9, Teil d)), um das folgende uneigentliche Integral zu berechnen:

[
———dr = .
-1 1-— $2

Loésung:

a) Die Rechenregel fiir Ableitungen

_ L
f

kommt immer dann zum Einsatz, wenn wir die Stammfunktion eines Quotienten
suchen, wobei g = A’ ist. Das ist hier anwendbar, denn

(Inof)" = W'(f)-f

_ sin(x) - sin(x)

tan(z) = cos(z) cos(x)

und cos'(x) = —sin(z). Wir konnen also verwenden, dass
—(nocos)(z) = —In'(cos(x))-cos'(z)=— L — sin(x _ sin(@)
(nocos)(0) = =1 (cos(e) - c08(e) = s - (= sinlo) = S

Also ergibt sich fiir 6 > 0 bzw. n = 71/2 — § < 7/2 und unter Verwendung von
cos(0) =1 und In(1) = 0:

w/2—6 N o
lim tan(z)dr = lim / Sm(x)dx: lim [ —In(cos(z))];
50 J, n—m/2 Jy cos(x) n—7/2 0
= — lim In(cos(n)) + In(cos(0)) = — lim In(cos(n))
n—m/2 n—m/2

Dieser Grenzwert existiert nicht, da cos(n) — 0 fiir n — 7/2 und In(t) — —oo fur
t — 0. Damit existiert das uneigentliche Integral foﬂ/ 2 tan(x)dz tatséchlich nicht.



b) Wir berechnen mit der Quotientenregel:

tan'(z) = (
cos(x) cos(z) + sin(x) sin(x)
1+
cos?(x) cos?(x)
Mit der Substitution y = tan(z) und
dy = tan'(z)dz = (1+ tan®(z))dx

si_n)/ (2) = cos(x) sin’(z) — cos'(x) sin(x)

cos?(x)

2
sin () =1+ tan?(z).

berechnen wir:

R 2
d T1+t
lim / Y m / Lot (@) ) fm [o]? = /2,
Ro+oo o Y2+ 1 n—-r/2 o 14 tan®(z) now/2 - 20

wobei wir verwendet haben, dass

tan(z) = sin(z) — +00 falls © — 7/2,
cos(x)
so dass unter y = tan(z) der Grenzwert y — +oo dem Grenzwert r — /2

entspricht. Damit existiert das uneigentliche Integral und es ist:

+oo d
Y
/0 gl -

dy
y?+1

o d ° d o d T d
/ y = / 4 -|—/ i :2/ Y =2-71/2=m.
oo YR N T R S | o Yy +1
¢) Wir verwenden die Substitution = sin(¢) mit dx = cos(t)dt. Wenn ¢ das Intervall
( [0

t
[0, 7/2] durchlduft, so durchlduft x = sin(¢) das Intervall [0,1]. Unter Verwendung
von § > 0 bzw. 1 < 7/2 erhalten wir:

Folglich existiert auch f_t:) und es ist tatsachlich:

. 1-9 1 ' w/2—6 COS(t)
lim ————dr = lim ———dt
0=0Jo  V1—a? -0 Jo V1 — sin®(t)
1
— i [0
n=7/2 Jo /1 — sin®(t)
1

n—=7/2 Jo \/cos?(t)
n

= lim dt = lim [t]] =m/2.
n—1/2 Jq n—m/2

[e=]

Damit existiert das uneigentliche Integral und es ist:
1
dx
I
0o V 1-— 1’2

Folglich existiert auch das gesuchte uneigentliche Integral und es ist:

/1 dx /0 dx +/1 dx 2/1 dx
— — _— —_— —_— =TT
1 V1 — 22 1V 1 — 22 0o V1—x2 0o V1— 2



Aufgabe 28. (Tiefpassfilter)
Wir betrachten den Tiefpassfilter mit Schaltbild:

O R O O
U0 L U@

C

O

O

Es wird eine stiickweise stetig differenzierbare T-periodische Eingangsspannung U, (t)
angelegt, die durch ihre Fourierreihe U.(t) = Y, 5 ¢k - €7* gegeben ist. Als Aus-
gangsspannung ergibt sich mit w = 27 /T (wie in der Vorlesung gesehen):

Ck jwkt
Uty = S et
(t) kGZZlJrjkaC’ ¢

a) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten der T-periodischen Fortsetzung von
_ T 1 —t/RC
h(t) = R0 1 o-i/RCC , 0<t<T.
b) Berechnen Sie die Fourierreihe der Faltung U, * h.

c) Sei U.(t) die 2-periodische Fortsetzung der Funktion U2(t) = ¢, —1 < t < 1.
Berechnen Sie die Ausgangsspannung U (t) unter Verwendung von Teil b).

Loésung:
a) Der Einfachheit halber schreiben wir
h(t) = ho-e B¢ 0<t<T.

mit der Konstante

T 1

RC 1— e T/RC

Mit der Kreisfrequenz w = 27/T und daher auch wT = 27 berechnen wir jetzt fiir
die Fourierkoeffizienten:

(3) ho =

I " ho [T o1
ilh) = % / h(t)e 7Ftdt = o / e~ (retikw)t gy
0 0
— @ . 1; [e—(Rlc-i-jkw)t}T _ @ ‘ : 1 » (6_%_jk2ﬂ— . 1)
T —(5g +jkw) o T —(gg+jkw)
ho 1-— 67% 1

T L +jkw 1+ jwkRC
wobel wir im letzten Schritt hy aus (3) eingesetzt haben.
Es ist also

1 A
~ jkwt
ht) % 1+ jkwRCS -



b) Nach dem Faltungssatz fiir Fourierreihen, Satz 2.2.7 aus der Vorlesung bzw. dem
Skript, ist:

* jkwt Ck jkwt
Uerh ~ D e )™t =3 m—pme™ = Uh),
keZ kEZ

c) Hier ist T' = 2, also w = 27/T = m. Nach Teil b) und Satz 2.3.6 konnen wir
die Ausgangsspannung U (zumindest fiir |t| # 27l + 7, | € Z) als U, * h darstellen.
Allgemein gilt fiir o # 0:

leaz
!
ist eine Stammfunktion zu e**, und
1 1
a !

ist eine Stammfunktion zu ze®® (einfach Nachrechnen durch Differenzieren, man

findet das durch partielle Integration). Um die Notation zu vereinfach, setzen wir
a:=—1/RC und

1 1 20 1

ho :=aT - _
eTa — 1 e2a —1  ex ex _gma’

so dass wieder h(t) = hoe "/RC. Mit (4) ist also:

Ult) = (U.xh)(t) = ho /1 (t —s)e™*/FCs = % 1 (t —s)e*ds

ho 1 11" ket 1
= ?Oa [teas—seo‘sjtaeo‘s]_lzgoa ((t—l—a)(eo‘—e_a)—ea—e_a)
1 1 « —« 1 2c
T N I o
e a ey —e @ 1 — e2e
1 4 e /RC
__RC
= e (t—RC’+—1_6_2/RC

fir |t| # 27l + 7, | € Z. An den Sprungstellen 27l + 7, [ € Z, ist Vorsicht geboten.
Im vorletzten Schritt haben wird den Bruch mit e® erweitert.



