Priv.-Doz. Dr. J. Ruppenthal Wuppertal, 09.06.2016

Mathematik 2 (Master Sicherheitstechnik)
Ubungsblatt 6

Aufgabe 21. (Konvergenzbegriffe)
Wir betrachten fiir k£ = 1,2, 3, ... die Folge von Funktionen

fi:[0,1] 5 R, x> 2"

und die Funktion

0 ,0<L2<],

g:[O,l}—HR,xr—){l o1

a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge { fi}r punktweise gegen g konvergiert, d.h.
fir alle z € [0,1] gilt fi(z) — g(z) fir &k — oo.
b) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge {fi}x auf [0, 1] nicht gleichméBig gegen ¢

konvergiert, d.h. es existiert ein Wert € > 0, so dass

(1) max ‘fk(a:) — g(x)| > €

0<z<1
fiir unendlich viele Werte von k.

c) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge { fx }+ auf [0, 1] im quadratischen Mittel gegen
g konvergiert, d.h. fol | fr(z) — g(2)2dx — 0O fiir &k — oo.

d) Wir betrachten nun noch die Folge von Funktionen
hy : (0,1) = R .

Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge {hy} auf (0, 1) punktweise gegen die Funktion

0 konvergiert, nicht aber im quadratischen Mittel.

Losung:

a) Natiirlich ist fi(1) = 1 fiir alle £ > 1, also

fir £ — oo. Ausserdem gilt fiir x mit |z| < 1:

lim zF = 0.
k—o0
Das kann so aus den elementaren Mathematik-Vorlesungen (auch ohne exakte Quel-

lenangabe) zitiert werden.

b) Wir zeigen die Aussage fiir e = 1/3. Wir suchen dafiir Punkte z € [0, 1), so dass

1
) o = g(@)] = o 0 =2t >



wird. Da Wurzeln monoton wachsend sind, ist (2) erfiillt, falls > ’\“/g i
Sei dazu py die k-te positive Wurzel von 1/2,
Y
Pk %

Wir behaupten, dass py < 1 ist, also py € [0,1). Angenommen, das wére nicht der
Fall, i.e.,
pr > L.

Da z — z* monoton wachsend ist wire dann
pp =17 =1,
also
L<pr=(V/1/2)F =1/2,
was offensichtlich nicht stimmt. Also ist tatséchlich p, € [0,1). Diese Aussage
wiirden wir in der Klausur aber auch ohne expliziten Beweis glauben.
Jetzt sehen wir:

1
02421 [file) = g(2) oz = PR T 9

Damit ist (1) fiir alle & > 1 erfiillt.

c) Da der Punkt {1} eine Nullmenge in R ist, kénnen wir ¢ = 0 annehmen und
berechnen:

1 1 1
1
| 18 —g@lds = [i@Pde = [ oo = oo 52,
1
TSI
fiir k — oo.
d) Es ist klar, dass hy(x) > 0 ist. Ausserdem gilt
k k 1 1
< h — < = — .
0= hux) 1+ k22?2 = k222 o2 0

fiir kK — oo. Daher gilt fiir alle z € (0, 1):
fir £ — oo nach dem Sandwich-Theorem/Kriterium fiir Folgen.

Andererseits ist mit der Substitution y = kx (und dy = kdx) im zweiten Schritt:

1 1 1 k 1
hi(z) — Ofdx = k2/ ————dr = k/ ———d
/0 |hi(x) — 0] "da o (L + k222)? z o (T+42)? Y

> k:/1 1 d>/’<;/1 1 d k 1—>
P — - — Fo— o0
= ) e =) e T

fiir k — oo. Dabei konnten wir im dritten Schritt das Integral verkleinern, in dem
wir den Integrationsbereich verkleinern, da der Integrand positiv ist. Im vierten
Schritt haben wir

(I+y")? < (1+1)°

fiir y < 1 ausgenutzt.

[\



Aufgabe 22. (Konvergenz von Fourierreihen)

Der Sinus Hyperbolicus ist die Funktion

sinh(z) = = (e"—e™™).

Es sei a > 0 fest gewihlt und f : R — R die 27-periodische Funktion, die auf (—, 7]
durch f(t) = sinh(at) gegeben ist und 27-periodisch nach ganz R fortgesetzt wird.
Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe von f. Gegen welche Funktion konvergiert
die Fourierreihe punktweise? Verwenden Sie dazu den Konvergenzsatz 2.3.6 fiir
Fourierreihen aus der Vorlesung. Beweisen Sie, dass keine gleichméfige Konvergenz
auf ganz R vorliegt.

N| —

Losung:

Die Funktion f hat die Periode 7" = 27 und die Kreisfrequenz w = 27/7 = 1. Wir
berechnen daher:

2rnci(f) = /7r f(t)e “kdt = /_Tf sinh(at)e™*dt

/ at ikt 7at7ikt) dt
(a ik)t . l 1 6(—a—ik)t
a— zk; 2| —a—1k _W

(gteemr-cmien)

NI~ N~ N

(a +ik) — (a —ik) . E 2ik
sinh(am) = (—1) smh(mr)m

Da die Fourierkoeffizienten rein imaginér sind, ist die reelle Fourierreihe:
f o~ (f Z 2Im (c;(f)) sin(kwt)

_ 2smh (am) Z Sin(kt).

k=1



Um das Konvergenzverhalten der Fourierreihe zu bestimmen, untersuchen wir die
Regularitit der Funktion f. Da e' unendlich oft stetig differenzierbar ist, gilt dies
auch fiir die Funktion ¢ — sinh(at). Damit ist f auf (—7,7) und somit auf allen
Intervallen (—m+ 27k, 4 27k), k € Z, unendlich oft stetig differenzierbar. Es bleibt
das Verhalten in den Punkten 2kw + 7, k € Z, zu untersuchen.

Dazu bemerken wir, dass

>0 , fallst >0,
(3) sinh(at) =0 , fallst =0,
<0 , fallst < 0.

Es ist klar, dass
1
sinh(a - 0) = sinh(0) = 5(60 —e%) =0.

Fiir die anderen beiden Aussagen sei t > 0. Dann ist at > 0 und somit e¢* > 1 und
e~ = (e®)~! < 1, so dass folglich

eat _ efat > 0

und
—at at
e " —e® <.

Wegen (3) ist dann aber auch
sinh(am) > 0
und
sinh(—am) = —sinh(ar) < 0.

Folglich springt die Funktion f an allen Stellen 27k + m, k € Z, von sinh(ar) > 0
nach — sinh(am). Wir wollen Satz 2.3.6 aus der Vorlesung/ dem Skript anwenden.
Dazu untersuchen wir den Punkt ¢y = 7 genauer. Da sinh(at) stetig differenzierbar
ist, ist f auf den Intervallen (g — 1,to) und (o, to + 1) stetig differenzierbar und es
gilt

[ (to) = lim f'(t) = sinh(am) =

t—to
t<to

(emr 4 e—mr)

N

und

Fito) = Jim f(1) = sink(~a) =
t>to

(emr + e—aﬂ) )

GRS

Damit ist Satz 2.3.6 anwendbar und wir sehen, dass die Fourierreihe von f in den
Punkten 2km + 7, k € Z, (also in den Sprungstellen) gegen

f(to) =

N| —

t—m
t>m t<m

(f4(t0) + [=(t0)) = % (}I_I}}r f(t) + lim f(ﬂ)

%(sinh(—aﬂ) + sinh(a)) = %( — sinh(ar) + sinh(ar)) = 0

konvergiert. In allen anderen Punkten konvergiert die Fourierreihe gegen f selbst.



Die Fourierreihe konvergiert also gegen die Grenzfunktion
) = f(t) ,t#2kr+mkeZ,
a 0 A =2kr+m ke,
die in den Punkten 2k7 + 7, k € 7Z, nicht stetig ist, da
f-(to) = lim f'(t) = sinh(am) > 0
t—to
t<to
und
filto) = Jim f'(t) = sinh(—am) = —sinh(aw) < 0.
—to
t>to

Wiirde die Fourierreihe gleichméflig konvergieren, so miisste die Grenzfunktion f
nach Satz 2.3.1 aus der Vorlesung aber stetig sein.

Aufgabe 23. (Konvergenz von Fourierreihen)

Zeigen Sie, dass auf dem Intervall (—m, ) die Gleichung

7].2 o (_1)n
2 = 3%—4; Cos(nx)

n2

gilt, indem Sie 2% : (—m, ) — R geeignet nach R fortsetzen, die reelle Fourierreihe
bestimmen und ihre Konvergenz untersuchen.

Loésung:
Wir setzen die Funktion
for[-ma] =R | x> 2?

2m-periodisch zu einer Funktion f : R — R fort, d.h. es ist

f@ = fo(z—2m|=]).

2T

wobei [-] die Gau-Klammer bezeichnet. Wegen fo(7) = fo(—7) = 72 ist f stetig.
Ausserdem ist f auflerhalb der Punkte 27k + 7w, k € 7Z, stetig differenzierbar, also
stiickweise stetig differenzierbar.

Fiir die Fourierreihe von f berechnen wir:

LT e 12, 1,
coo(f) = o _W:Bd$—27r[$/3}_7r— 3™ =37

Fiir k # 0 ist ausserdem:

™

smelf) = [ ate e = [n], - [ @t

—T —T

_ _LZ.]{:[IQG—ikx}W + 2 I’e_ikxd{[' ’

T
wobei wir die partielle Integration mit g;(z) = 2%, ¢}(z) = 2z, h(z) = =e~** und

h'(x) = e~** verwendet haben.



Hier nun verwenden wir eine weitere partielle Integration mit go(x) = z, g5(x) = 1,

h(z) = 2-e=* und }(z) = e~** und erhalten weiter:
= Sl ) - o [ d@he
T (e A B R e e
= _L; (D" = (=D") + % (77 4 e*m) — % . _sz [e=i%] "™
= 04 T () (1) = g () = ()
- EEV o (=)
= B (- ) =

also

Die komplexe Fourierreihe von f ist damit:

7T2 (_1>k ikx
fom gH) e
kEZ
k20

Da die Fourierkoeffizienten alle rein reellwertig sind, ist die reelle Fourierreihe:

fo~ () + ) 2Re ci(f) cos(kx)

k>1
7T2 (_1)k:
= §+4; 12 cos(kx).

Wir wollen nun Satz 2.3.6, Teil ¢), aus der Vorlesung bzw. dem Skript anwenden.
Wir wissen schon, dass f stetig und ausserhalb der Punkte 2km + 7 stetig differen-
zierbar ist. Nun gilt fir z € (—m, 7):

[f'(@)] = |22 < 2m.

Somit gilt | f’| < 27 in allen Punkten, in denen f differenzierbar ist und wir kénnen
Satz 2.3.6 anwenden. Es folgt, dass die Fourierreihe von f gleichméBig auf ganz R
gegen f konvergiert. Somit ist wie gewiinscht:

2 1)k
vt = f(z) = §+4Z ( k12) cos(kx)

k>1

fir alle x € (—m, 7).



Aufgabe 24. (Parsevalidentitiit)

a) Verwenden Sie die Fourierkoeffizienten des zweiweg-gleichgerichteten Sinus
f(t) =|sin(¢)| und die Parsevalidentitét, um
S
“— (4n* — 1)?
zu berechnen.
b) Kann es eine stiickweise stetige Funktion f mit den Fourierkoeffizienten

() = b

fiir k # 0 geben? (Hinweis: Die harmonische Reihe 77, 1 divergiert.)

c) Gegeben sei eine stiickweise stetige 2m-periodische Funktion f : R — R, deren
erste und zweite Ableitung auf ganz R stetig sind. Ermitteln Sie den Zusammenhang
zwischen ¢ (f") und ci(f) (Hinweis: gliedweise Differentiation). Verwenden Sie die
Parsevalidentitat, um zu zeigen, dass:

G| < 0= \/i JARECIR

Schlielen Sie daraus

. 1
Gl £ 0

fir £ # 0, und folgern Sie die gleichmé&flige Konvergenz der Fourierreihe von f.
Verwenden Sie dazu das Kriterium aus Satz 2.3.1 und die Konvergenz von »_,° k—12
Losung:

a) Es sei f(t) = |sin(t)| der zweiweg-gleichgerichtete Sinus, eine reelle Funktion mit
Periode 7 und Kreisfrequenz w = 27 /T = 2. In Aufgabe 18, Teil c¢), haben wir die
komplexe Fourierreihe berechnet als

2 1 21kt
fo w§:1—4we '
kEZ

Die Fourierkoeffizienten sind

) 2 1

Nach der Parsevalidentitét (Satz 2.3.5) gilt nun:

SlGF = 1 [ lsinPa

kEZ

Da |sin(t)| m-periodisch ist, gilt:

™ 1 2w 1 2m 1
/ |sin(t)|*dt = —/ | sin(t)|*dt = —/ sin®(t)dt = =,
; 2/, 2/, 2

wobei wir das letzte Integral in Aufgabe 9, Teil e), berechnet hatten.



Setzen wir dies und die Fourierkoeffizienten in die Parsevalidentitéit ein, so erhalten

Wir:
1 s
sz 4k2 N %/0 | sin(t)|2dt =

kez
also
S -
_A2\2 Q
keZ(l 4k2) 8

Wir miissen nun noch die Summe ”zurechtstutzen”. Dazu betrachten wir:

1 1 1
D e D Y (e R M (o

kEZ k<1
1
= 1+2 B —
t Z (1 —4k2)?’
E>1
was wir umformen konnen zu

1 1 1 1 1 1x2 1 /72
Z(l—4k2)2 2+22(1—4]€2)2 2+28 2(8 )
E>1 kezZ

b) Nach der Parsevalidentitét gilt:
F o = Slar e ey
keZ k>1

was nicht sein kann, da die linke Seite der Gleichung endlich ist, wiahrend die har-
monische Reihe Y, + aber divergiert.

c) Mit der Periode T' = 27 hat f die Kreisfrequenz w = 27/T = 1. Da beide
Ableitungen existieren und stetig sind, diirfen wir den Satz iiber gliedweise Differ-
entiation (Hilfssatz 2.2.4) anwenden und erhalten:

(4) ci(f) = iwk-c(f) =ik-c(f),
(5) G(f") = iwk-c(f) =k - (f) = =K - i (f).
Nach der Parsevalidentitat ist fiir alle k € Z:

1 27
GUIE < Y lP =50 [ e
0

nez

* " R 1 o I
(ﬂ|§0f¢%AIfW%,

wobei das Integral existiert da f” stetig ist. Mit (5) folgt fir k& # 0:

) G = Sl < 50

also wie gewiinscht




Betrachten wir nun also die Fourierreihe (mit w = 1):

ZCZ(f)eikt = c(’;(f)—l—ch Zkt+zc ik

kEZ k>1 k>1
= &N+ DS+ ()
k>1 k>1

wobei wir iber die Funktionen

aufsummieren. Unter Verwendung von

€2 = |cos(kt) + isin(kt)|?
= (Re (cos(kt) + isin(kt)))2 + (Im (cos(kt) + isin(kt)))2
= cos®(kt) +sin®(kt) =

(siehe Aufgabe 9, Teil d)) ist

@] =[O €™ = |ci(f)] = .
Ausserdem ist mit (6):
Z Cr Z ‘Ck: ’ < CZ
k>1 k>1 k>1

Also ist das Konvergenzkriterium Satz 2.3.1, Teil b), anwendbar und wir erhalten
die gleichméfige Konvergenz der Fourierreihe von f.



