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Mathematik 2 (Master Sicherheitstechnik)
Ubungsblatt 4

Aufgabe 13.

a) Es sei

P(t) = ao+ Y (axsin(kwt) + By cos(kuwt))

k=1

ein reelles trigonometrisches Polynom, d.h. mit Koeffizienten oy, 5 € R. Dabei ist
r € Z, r > 0, eine nicht-negative ganze Zahl und w > 0 die Kreisfrequenz von P.
Verwenden Sie Aufgabe 9, Teil b), um P als komplexes trigonometrisches Polynom
darzustellen, d.h. finden Sie Koeffizienten a; € C, so dass:

P(t) = Zakeik‘”t

k=—r

b) Fiir nicht-negative ganze Zahlen s, € Z und komplexe Koeffizienten a; € C sei
nun umgekehrt

Q(t) _ Z akeik‘wt
k=—s

ein komplexes trigonometrisches Polynom, das nur reelle Werte annimmt, d.h. es
sei Q(t) = Q(t) fiir alle t € R. Zeigen Sie, dass

(]-) a_p = a_k )

indem Sie zungchst Q(t) — Q(t) als komplexes trigonometrisches Polynom darstellen
und dann Hilfssatz 1.2.5, Teil ¢), aus der Vorlesung verwenden. Folgern Sie aus (1),
dass sich @) auch als reelles trigonometrisches Polynom darstellen 148t und geben Sie
die Darstellung an.

c¢) Begriinden Sie, dass ein komplexes trigonometrisches Polynom wie @ : R — C
aus Teil b) stiickweise stetig ist mit Periode 7" = 27 /w, und berechnen Sie die
Fourierreihe zu (). Verwenden Sie dazu Aufgabe 11 bzw. Hilfssatz 1.2.4, Teil a), aus
der Vorlesung.

Loésung:

a) Wir setzen

(eikwt + efikwt) ’ Sin(kwt) — 2l,l.(eikwt - efikwt)

DN | —

cos(kwt) =



in P ein und erhalten:

1 - o tkw —tkw ikw —tkw
P(t) = ao+§;(7k(ekt—e ) 4 B (e 4 e

1 . 1 — |
= Qg+ 5 ; ( - iak + Bk)elkm + 5 k:ZT (iOé_k + B_k)elkm

Damit ist dann also

P(t) = Z ape™
k=—r

mit

Qo 7k = 07

ap = (B — i) k>0,

%(/B_k -+ iOé_k) ,k < 0.
b) Sei m := max{r, s}. Um die Notation zu vereinfachen definieren wir a; = 0 fiir
k < —s oder k > r. Wegen der Voraussetzung Q(t) = Q(t) ist

r r r -
0 = Q) —Qt) = Z apett — Z apethwt = Z ape’tet — ape ket
k=—s k=—s k=—g k——s
T S m
= Z apeift — Z a et — Z (ak _ a—_k) ekt —: R(t)
k=—s k=—r —-m

Damit is R(t) ein komplexes trigonometrisches Polynom mit R(t) = 0 fiir alle ¢.
Somit verschwinden alle Koeffizienten von R nach Hilfssatz 1.2.5, Teil ¢). Also
haben wir

Qap — CL__k =0
fiir K = —m, ..., m. Das bedeutet nichts anderes als
a_p =

und dass wir in der Summendarstellung von () s = r setzen konnen.

Damit erhalten wir:

r r r
Q(t) E akezkwt = ag + E akezkwt + E :a—ke—zkwt
k=1 k=1

k=—r

= ao+ Z ar (cos(kwt) + isin(kwt)) + @ ( cos(—kwt) + i sin(—kwt))
k=1

= ao+ Z ar (cos(kwt) + isin(kwt)) + @z ( cos(kwt) — i sin(kwt))

= ap+ Z(ak + ay) cos(kwt) + i(ax, — ay,) sin(kwt)
k=1

= ag+ Z 2Re ay, cos(kwt) — 2Im ay, sin(kwt)
k=1



¢) Jeder Summand

eikwt 2mit )T

Qe = Qg€

ist eine stetige Funktion und fiir alle [ € Z gilt (wegen > = 1):
g(t) — e?m’t/T _ 627r7lt/Te—27r7ll _ 627rz't/T€—27rilT/T _ e?m’t/T—27rilT/T

27

e ) — g(t —IT).
Somit sind die Summanden stetige T-periodische Funktionen. () ist als endliche
Summe solcher Funktionen wieder stetig und T-periodisch.

Fiir die Fourierreihe berechnen wir die Koeffizienten:

c (Q) = l TQ(t)e_ikwtdt — l ! i a eilwte—ikwtdt
’ T Jo T Jo !

l=—s
1<« (M.
_ TZ/ alez(l—k)wtdt
0

l=—s

Hier substituieren wir x = wt, also dz = wdt bzw. dt = dz/w = T /27. Damit ergibt
sich nach Hilfssatz 1.2.4, Teil a):

1 T 27 ) 1 T 0 k?él
* _ i(l—k)x — ) ) —
(@) = o E /0 we dx oy E az{ o k= a,

l=—s l=—s

wobei wir a; = 0 fiir £ < —s oder k > r verwenden. Folglich ist die Fourierreihe
von () die Summe

r

E ikwt
ape )

k=—s

stimmt also mit @) selbst iiberein.

Aufgabe 14.

Berechnen Sie die komplexe und die reelle Fourierreihe des Zweiweg-gleichgerichteten
Kosinus, d.h. von

f(t) = [ cos(t)].

Losung:

f hat die Periode T" = 7, also die Kreisfrequenz w = 27/T = 2. Nach Aufgabe
16, Teil a), konnen wir statt iiber [0, 7] auch iiber [—7/2, 7/2] integrieren. Dort ist

f(t) = cos(t).



Damit berechnen wir unter Verwendung von cos(t) = 1(e 4 e=*):

1 /2 ) 1 /2 ) ) 1 w/2 A ‘
alf) = _/ cos(t)e” ¥ dt = —/ elte Mgt 4 —/ e ekt gt

T™J_n/2 2m —7/2 2m —7/2

1 w/2 ) 1 /2 )

% —7/2 2m —7/2
_ 1 [6(1—2k)it]7"/2 . 1 [6—(1+2k)it] /2
omi(1 — 2k) /2" 2mi(1 + 2k) /2
— in/2 —kmi __ _—im/2 kmi\ —im/2 —kmi _ in/2 ki
omi(1 — 2k) (e e ) omi(1 + 2k) (e )
1 1
- = (i(=1)F i(—1)F) — ——— (=1 — (=1
it — 2 D DY) — o (— DT i)

(—1)* [ 1 1
T (1—2k+1+2k)
(=% (L+2k)+(1—2k)  2(=1)*

T (L—20)(1+2k) (1 4k?)

Also ist

2 (=D)F e
o~ g > 1—4k2°
keZ

die komplexe Fourierreihe. Da f reellwertig ist, erhalten wir ausserdem die reelle
Fourierreihe als:

fo~ G(f)+ Y 2Re ci(f) cos(kwt) — 2Im cj(f) sin(kwt)

2 4N (—1)k
= ;‘F;Z _4k2COS(2]€t>.

—_

Aufgabe 15.

Sei f : R — C eine stiickweise stetige T-periodische Funktion, d.h. mit Kreisfrequenz
w=2n/T. Zeigen Sie:

a) Ist f gerade, d.h. f(—t) = f(t), so gilt fiir die Fourierkoeffizienten:

o [T/2

alf) = T ), f(t) cos(wkt)dt.

b) Ist f ungerade, d.h. f(—t) = —f(t), so gilt fiir die Fourierkoeffizienten:

—2; [T/

alf) = T /. f(t) sin(wkt)dt.



Loésung:

a) Wir unterteilen das Integrationsintervall [0,7] in die beiden Teile [0,7/2] und
[T'/2,T]. Das Intgeral iiber [1'/2,T] modifizieren wir mit der Voraussetzung f(t) =
f(—t) wie folgt:

I : I 4
— ft)e *tdqy = — f(s 4 T)e s+ g
T Jr)2 T J 1
I : I :
= 7 / f(s)e *wsds = ~7 / f(=z)e*rdy
-T/2 T/2
1 (T2 ‘ T/2 ‘
= 7 f(—z)e™ ™ dr = T f(x)e*dx
0 0

Dabei haben wir im ersten Schritt die Substitution s = ¢ — 7' (mit ds = dt) durchge-
fithrt, im zweiten Schritt die T-Periodizitdt von f genutzt, im dritten Schritt die

Substitution z = —s (mit dr = —ds) durchgefiihrt, und im letzten Schritt aus-
genutzt, dass f gerade ist. Man bedenke auch f; = — /', Damit erhalten wir
jetzt:
1 [T/2 A 1 /7 ‘
af) = 7 ftye ™ tdt + — | f(t)e""dt
T Jo T Jr)e
1 [1/2 - 1 (772 -
= = t)e " dt + — t)e"™ dt
) R L = (O
1 [1/2 ' ' o [T/2
= = / f(t)(e7™ + e dt = = f(t) cos(kwt)dt
T 0 T 0

b) Wir verfahren genau wie in Teil a), nur dass in der Umformung des Integrals tiber
[T'/2,T] im letzten Schritt f(z) = — f(—x) verwendet wird statt f(z) = f(—z). Das
fithrt zu einem Vorzeichenwechsel:

I : I :
= fe™da = — fs+T)e* et
T Jrsa T J 1)
I s I e
= = f(s)e "™8ds = ——/ f(=x)e™*dx
T_T/2(> Tm( )
1 (T2 } 1 (T2 '
= 7 i f(=z)e™ dr = —T/O f(2)e*rdx
Damit erhalten wir hier:
1 (T2 ' 1 (7 '
Q) = o [ me s o [ pwetar
T Jo T Jrys
1 (T2 . 1 [T/2 .
= — t)e ""dt — — t)e ™ dt
7| e o O
1 [72 . . 2; [T/?
- /0 PO =Y = 5 | p(e) sin(hor)ar



Aufgabe 16.

Sei f: R — C eine stiickweise stetige T-periodische Funktion, d.h. eine Funktion
mit Kreisfrequenz w = 27/T.

a) Sei [a, O] ein Intervall mit f — a = T. Zeigen Sie, dass dann

B .
G0 = 3 [ foe

gilt, d.h. wir konnen frei auswéhlen, {iber welches Intervall der Lénge T wir integri-
eren, um die Fourierkoeffizienten zu bestimmen.

b) Zeigen Sie: Nimmt f nur reelle Werte an, d.h. ist f(t) = f(¢), so gilt:
<R (f) = Glf)

Damit folgt dann fiir k& # 0:
cZ(f)e“““t + c*_k(f)e’ik“t = 2Re ¢;(f) cos(kwt) — 2Im ¢ (f) sin(kwt).

Verwenden Sie diese Aussage, um in Aufgabe 13 Teil b) aus Teil ¢) ohne Rechnungen
herzuleiten.

Losung:

a) Wir berechnen (mit =« +T):
oo T
/ fOe *tar = / f(t)e *tdt
“ OéT ) a+T )
= / f(t)e e + / f(t)e "t
« T
T a
_ / f(t)e—ikwtdt + / f(S + T)e—ikw(s—i-T)dS
« 0
T a
— / f(t)e—ikwtdt + / f(s)e—ikwse—ikwTdS
« 0
T a
— / f(t)e—ikwtdt + / f(s)e—ik:wse—ik%rds
a 0
T a
= / f(t)e *tqt —I—/ f(s)e ™5 .1 ds
a 0

T .
:QAfwamwzﬁuy

Dabei haben wir im dritten Schritt die Substitution s = ¢ — T (mit ds = dt)
verwendet, und im vierten Schritt die 7T-Periodizitédt von f ausgenutzt.

b) Unter Verwendung von f(t) = f(¢) berechnen wir:

1 [T . [ ——
G0 = 5 | e =4 [ Fnea

[ —— 1 /T .
= = /O f(#) - emetdt = o /O ft)ertdt = ¢, (f).
6



Damit ist dann:

G 4 e (e
= G (e
= c;(f)(cos(kwt) + isin(kwt)) + c;(f) (cos(—kwt) + i sin(—kwt))
= ¢ (f)(cos(kwt )+zsm(kwt)) c’,;( )( s(kwt) — isin(kwt))
= (@) + )

Da wir nun gerade

m = 4(Q)

gezeigt haben, folgt natiirlich wie gewiinscht:



