Priv.-Doz. Dr. J. Ruppenthal Wuppertal, 12.05.2016

Mathematik 2 (Master Sicherheitstechnik)
Ubungsblatt 3

Aufgabe 9.
a) Zeigen Sie durch Nachrechnen, dass fiir jede komplexe Zahl z gilt:

1 _ 1 _
Rez:§(2+z) , Imz—Z—Z_(z—z)

b) Sei z € C und ¢t € R. Verwenden Sie die Definition der komplexen Exponential-

funktion e* und die Regeln cos(—t) = cos(t) und sin(—t) = —sin(¢), um folgende
Identitdten durch Nachrechnen zu beweisen:

— = 1, . 1, .

s =¢€" | cos(t) = 5 (e"+e™) , sin(t) = % (e" —e ™)

¢) Verwenden Sie Teil b) und die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion,
e*tY = e%e¥, um die Additionstheoreme fiir Kosinus und Sinus durch Nachrechnen
zu beweisen:

cos(a+b) = cosa-cosb — sina-sinb ,

sin(a+b) = sina-cosb + cosa-sinb

gilt fiir alle a,b € R.

d) Verwenden Sie Teil b), um fiir ¢ € R durch Nachrechnen zu beweisen:
sin®(t) + cos®(t) = 1

e) Verwenden Sie Teil d) und eine partielle Integration, um zu berechnen:
2m
/ sin®(t)dt = =«
0

Losung:

a) Fir z =z + iy = Re z +ilm z ist Z = = — 4y, also

1 1

5(24_5) = §(x+iy+x—éy):x:Rez,
1 1 : ,

Q—i(z—z) = 2—i(x+zy—x+zy):y:hnz.

b) Sei z = x + iy. Damit ist

eZ = "W = eTel = e%(cosy + isiny) = e”(cosy — isiny),
z

e = W =%V = ¢®(cos(—y) +isin(—y)) = e"(cos(y) — isin(y)),

was die erste Gleichung beweist.



Wegen
e =cost+isint , e " =cost+isin(—t)=cost—isint

ist ausserdem tatsachlich

%(e“ + e_it) = %(cost +1sint + cost — isint) = cost ,
%(e“ — e’”) = %(cost +¢sint — cost + isint) =sint .
c¢) Wir berechnen mit Teil b) (zur Erinnerung: i* = —1):
cosa-cosb — sina-sinb

_ i ((ei“ + e—ia) (eib + e—ib)) _ 4%2 ((eia _ e—ia) (eib _ e—ib))

1, 1, .
— Z(ezaelb_i_e zaezb+eza€ zb+€ iae zb)+1(€1aezb_€ melb_eme zb_'_e iae zb)

— i (2e€™ + 2e7e ™) = — (") 4 ¢7H9HD)) = cog(a + b).

DN | —

Analog berechnen wir:

sina-cosb + cosa-sinb

— l ia __ ,—ia ib —ib i ia —ia b —ib

= L (@ =) () o (e ()

_ i ia tb __ _—ia ib ia ,—ib _ _—ia _—ib l ia ib —ia ib _ _ia_—ib _ _—ia _—ib
_41'(66 e e +ee e e )+4i(€6+6 e e’e e e )
oL i ib o—ia o~y L iarb) i)\ _

= % (2e"€™ — 2e7e ™) = 5 (e e ) = sin(a + b).

d) Unter Verwendung von Teil b) berechnen wir:

1

, . 1, . ‘
sin?(t) + cos’(t) = yw (e — 6_”)2 +7 (e + e_“f)2
1, ... L L 1, .. L L
— _Z (eztezt o Qezte—zt 4 6—zte—zt) 4 Z (eztezt 4 Qezte—zt 4 e—zte—zt)
1 . . L
_ Z4ezt€71t — eztfzt — 60 =1.

e) Wir fithren partielle Integration durch mit
f(t) =sin(t) , f'(t) = cos(t) , g(t) = —cos(t) , ¢'(t) = sin(t).

Das liefert:

/0 Tsin2@dt = [ f()g )t = [F(D)g(t) / " Pyt

0

t)g (t)dt am
0
27 27
= —[sin(t)cos(t)]g”qL/ COS2(t)dt:/ cos?(t)dt.

0 0



Nun setzen wir nach Teil d) cos? = 1 — sin? ein und erhalten:

27 27 27 27
/ sin?(t)dt = / 1-dt — / sin?(t)dt = 27 — / sin?(t)dt.
0 0 0 0

Addition von fo% sin?(¢)dt auf beiden Seiten gibt:

2T
2/ sin®(t)dt = 2w,
0

was dem gewiinschten Ergebnis entspricht.

Aufgabe 10.

a) Seien k,m € Z fest gewdhlt und ¢ € R. Verwenden Sie Aufgabe 9, Teil b), um zu
zeigen, dass

l (ei(k—m)t _ e—i(k-l—m)t)

in(kt —imt
sin(kt)e %

b) Verwenden Sie Teil a) und €™ = cosz + i sinx, um zu zeigen, dass:

sin(kt)sin(mt) = = (cos ((k —m)t) — cos ((k +m)t)) ,

N~ N =

sin(kt) cos(mt) = = (sin ((k —m)t) +sin ((k + m)t))

Losung:
a) Nach Aufgabe 9, Teil b), und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
ist:

Sin(kt)e—imt — 21 (eikt . e—ikt) e—imt — 21 (eikte—imt o e—ikte—imt)
? 1
1

L iemyt  —i(krmt
% (¢ ‘ )

b) Unter Verwendung von e = cosx + i sinx auf beiden Seiten der Gleichung folgt
daraus weiter:

sin(kt) cos(—mt) + i sin(kt) sin(—mt)
= % (cos ((k —m)t) + isin ((k —m)t) — cos (— (k +m)t) —isin (— (k +m)t))
Dies ist wegen cos(—z) = cos(z) und sin(—z) = —sin(z) und 1/i = —i dquivalent

sin(kt) cos(mt) — i sin(kt) sin(mt)
- % (—z’ CoS ((k — m)t) + sin ((k: — m)t) + i cos ((k + m)t) + sin ((k; + m)t))



Hier gilt jetzt, dass der Realteil der linken Seite gleiche dem Realteil der rechten
Seite ist, d.h.

sin(kt) cos(mt) = % (sin ((k — m)t) + sin ((k + m)t)),

und dass der Imaginérteil der linken Seite gleich dem Imaginérteil der rechten Seite
ist, d.h.:

(—cos ((k —m)t) + cos ((k +m)t)).

DN | —

—sin(kt) sin(mt) =

Das liefert die Behauptung.

Aufgabe 11.

Berechnen Sie (unter Verwendung von Aufgabe 10) die Integrale

2 27 27
/ elth=migy / sin(kt) sin(mt)dt , / sin(kt) cos(mt)dt
0 0 0
in Abhéngigkeit von k,m € Z.

Losung:
a) Fiir k # m ist:

ot 1 27 1
ith-m)t gy _ B0 S S O RS A
| e ==

Fir k£ = m ist:
27 ) 2
/ elh—m)tgy  — / dt = 27.
0 0

b) Unter Verwendung von Aufgabe 10, Teil b), ist:

/0 ’ sin(kt) sin(mt)dt = %/o ’ cos ((k —m)t)dt — % /0 ’ cos ((k +m)t)dt.

Jetzt unterscheiden wir vier Fille. Ist k = m = 0, so folgt weiter:

1 2 2
___/ m_l/ dt = 0.
2 Jo 2 Jo

Ist k = m aber # 0, so folgt:

::%A ﬁ‘%A w“%+mmﬁ=w—ﬂtﬁahm«kwmm?:m

Ist k = —m aber # 0, so folgt:

= %/0 cos ((k—m)t)dt—%/o dt:m [sin ((k —m)t)]." — 7 = —.

4



Ist k # m und k # —m, so erhalten wir:

2

_ = [sin ((k —m)t)] ~2(k+m)

[sin ((k + m)t)]?)7r = 0.

c¢) Unter Verwendung von Aufgabe 10, Teil b), ist:

/027r sin(kt) cos(mt) = %/o% sin ((k —m)t) + % /027r sin ((k +m)t)

/O%Sm((k—m)t) = /Ozﬂo-dtzo,

/Owsin((k—m)t) = m[—cos((k—m)t)]o =——>(~—141)=0,

Nun ist aber
falls Kk = m und

falls k£ £ m. Analog ist

2m 2w
/ sin ((k+m)t) = / 0-dt =0,
0 0

falls K = —m und

/0 7rsin ((k+m)t) = k—i—;m [— cos ((k:+777,)t)](2)7r = ﬁ(—l +1)=0,

falls k #£ —m. Zusammengefasst folgt:

/O%Sin(k:t)cos(mt) = 0.

Aufgabe 12.

a) Seien T' > 0 und yo > 0. Wir betrachten die Funktion f : R — R, die sich durch

periodische Fortsetzung von fj : [—%, %) — R,

x+1T)/2
T )

fo(x) = Yo — %o

nach ganz R ergibt, d.h.

@) = fo (x_T [m +TT/2D ‘

Dabei bezeichnet [z] die GauB-Klammer, d.h. [z] = max{k € Z : k < z}. Berechnen
Sie die komplexe und die reelle Fourierreihe zu f.




b) Wir betrachten die Funktion g : R — R, die sich durch periodische Fortsetzung
von go : [0,4) — R,

(x) = 1 L fir0<x <3,
Go\T) =\ 1 | fir3<a <4,

nach ganz R ergibt, d.h.

o = me-f2])

Berechnen Sie die komplexe und die reelle Fourierreihe zu g.

Loésung:

a) Die Funktion f hat die Periode T" und die Kreisfrequenz w = 27 /T. Da auch die
Funktion e~ #ws = ¢=2mkz/T dje Periode T hat, hat

f(aj)e—ikwaz

die Periode 7" und wir kénnen statt itber das Intervall [0, 7] auch tiber [-7/2,T/2]
(oder jedes andere Intervall der Lange T') integrieren:

0 = 2 [ e =L [ e
a(f) = —/ flx)e "™ dr = = flx)e "™ dx.
" T Jo T J 1)

Jetzt setzen wir fy ein und erhalten:

I e+ T/2\ _u w [T /1 z\ _,
* = — — TUWRWT T — -z 71kw:1:d
cn(f) T /T/2 (yo Yo T ) e 4y T /T/2 (2 T) e T

Hier bietet sich die Substitution s = 2/7T" an (mit ds = dz/T). Es folgt:

1/2

1/2 A |
lf) = yo/ (1/2 = s)e” ™" ds = yo/ (1/2 — s)e*2ms (s,

1/2 —-1/2

wobei wir noch w = 27/T eingesetzt haben. Jetzt berechnen wir:

1/2 1 1/2
alf) = v / (1/2 = 8)ds = yo/2 — v {—] — /2.
~1/2 2 1

Fiir den Fall £ # 0 berechnen wir einerseits:

Yo /1/2 lefiQﬂksds _ Yo [efQﬂiks]l/Q __Y ((e’”)k—(e”)k)
12 2 —4irk “12 T _dirk
Yo k k
= 1) —=(=1)") =0.
(-1 = (1)) =0



Andererseits verwenden wir die partielle Integration f(s) = s, f'(s) = 1, g(s) =

1 —ik2ms i g(s) = e~*2™s um zu berechnen:

—ik2m

1/2 A 1/2 s 1/2
/ se®2mds = [ fs)g(s)ds = [f(s)g(s) 2 — [ F(s)g(s)ds

1/2 ~1/2 ~1/2
= L[(96727riks]1_/12/2 - ﬁ/—j/z e 2k s

= e (T ) + e T,

= S (D (e - ()

— G D (0 = (1) = 0

Mit den beiden letzten Berechnungen ist dann also:

1/2 i
* —1k27s Y Zy
Q= o [ (/2= s = 0= e (1) = - 1)

Die komplexe Fourierreihe ist daher:
Yo o (=" kot _ Yo 1o (=) jpem,
fo g e e :
k40 k40

und die reelle Fourierreihe (da f reell ist) ist:

f o~ c(f Z 2Re ¢ (f) cos(kwt) — 2Im c;(f) sin(kwt)

W Yo s (C1)F _y L Yo > 27r
= + sin(kwt) =5 ?kz_: sin( Tt)

b) Hier ist die Periode T' = 4 und die Kreisfrequenz w = 27 /T = %7‘(‘. Wir berechnen
also fiir k # 0:

4 3 A
T -ci(g) = /Ogo(t)eikwtdt:/o €ikwtdt—/3 o ikwt gy

— 1 —ikwt]3 - L —ikwt14
 —ikw [e ]0 —ikw [e ]3
_ L —ik3n _ 0\ _ L —ik2m _ —ikin
- kw (6 € ) kw (6 € )
i e ( _
= kw((e2) —1—1+4( 3)’“)_%(2(—@‘“—2)

d.h. ¢;(g) = £ (F —1). Ausserdem ist



Die komplexe Fourierreihe ist daher:

1 i (i"—1) ,»
zkwt — e zkgt

5 + - Z T e .
I#O k0

Fir die reelle Fourierreihe berechnen wir:
2Re ¢i(9) = cilg) +cilg) = (ik - 1)+

i — 1) —1)) ]m(i(ik—l)ﬂ (i 1))

o= (i@ = 1)+ (=1) - ((=0)* = 1))

™
(Zk +1 _|_( )k+1) — —(ik+1 + (—1)k+1ik+1)
0 , kgerade, k #0

= (1— (=)t ="4( 1 | k=4—-1mitl€eN,
—1 , k=4l—-3miteN.

/‘\/\
N
@

|
;_\
N
w
|
[S—
N—

N—

Il
[

Analog ist fiir & # 0:

o cilg) = - (chlo) — @) = ("~ 1)+ i (i~ 1)

1 1
= H(z"€—1+(—z')’“—1):H((1+(—1) )it — 2)
9 1 , k ungerade,
= —<¢ 0 , k=4 mitl eN,
kTl 9  k=4l—2mitieN

Damit ist die reelle Fourierreihe (da f reell ist):

f~ (f)+ Z 2Re c;(f) cos(kwt) — 2Im ci(f) sin(kwt)

1

2+

> (41 1 - cos (4 — 1)wt) — 1 1_ 7 Cos (4l — 3)wt))

1
T
iy (41 = Dyt) + — 2 sin (41 — 2)wt) + —— sin (4 — B)wt)
- 2 4[ SlIl w 4l _ 2 Sin w 4[ — 3 Sin w



