Priv.-Doz. Dr. J. Ruppenthal Wuppertal, 14.07.2016

Mathematik 2 (Master Sicherheitstechnik)
Ubungsblatt 11

Aufgabe 41.
Bestimmen Sie die Riicktransformierten der Laplacetransformation zu:
a)
1
F =
¥ = FopmED
b)
s3+25+5
F —
S e Rk
Losung:

a) F ist eine rationale Funktion

mit

P(s) = 1,

Q(s) = (s=D(*+1) = (s = 1)(s —i)(s +1),

Q(s) = (5°—s*+s—1)=35—2s+1.
Der Nenner () hat die einfachen Nullstellen by = 1, by = i, b3 = —i. Wir wollen die
Partialbruchzerlegung von F; bestimmen. Da F; nur einfache Nullstellen hat, ist
nach Hilfssatz 4.3.3:

P(by) 1 P(by) 1 P(b3) 1

(1) B = Gy s—h T 00 b T Qs 5 b

Wir berechnen

Qb)) = 3-2+1=2,

Q) = 3i*—2i+1=-3-2i+1=-2—2i,
Qb3) = 3(—i)2+2i+1=-3+2+1=-2+2
und
I 1 242 2-2  2-2% i-1
Qb)) 242 2422 22422 8 4
1 1 22 2+2i 2+ 2

B 1+
Qb))  2-2  [2—2i2 22422 8 4



Eingesetzt in (1) erhalten wir:

1 1 1—1 1 141 1
2 s—1 4  s—1 4 s+

Die Riicktransformierte ist mit Hilfssatz 4.3.4 also:

(E_lFl)(t> — §et + 1 y ezt i 1_ Ze—zt
1 1, ; 1
— §€t o Z (ezt 4 efzt> E ( it efzt)
1 1 1
= §et ~ 5 cos(t) — = sin(t)

b) F ist eine rationale Funktion
P(s)
Q(s)’
wobei () die 3-fache Nullstelle b; = 2 und die 2-fache Nullstelle b, = 3 besitzt. Nach
Satz 4.3.2 kann F5 also in der Form
An Ay Az A Ag
P P A (R € ey M P

Fy(s)

FQ(S)

dargestellt werden. Wir kénnen die Koeffizienten mit Hilfssatz 4.3.5 berechnen:

1 . 3 2
An = gyl (6= WRE)
L. $?+2s+5\"
= —lim|————
21 52 (s —3)2
1. [((s—3)23s24+2)—2(s—3)(s*+2s+5)\
= —lim
2 52 (s —3)%
1. [((s—3)(3s2+2) —2(s>+ 25 +5)\’
= —lim
2 52 (s —3)3
1. [35°—9s%+25—6—2s°—4s — 10\’
= —lim
2 s—2 (8—3)3
1. (s°—9s%—25—16)’
= —lim
2 s—2 (S — 3)3
1 , (s —3)3(3s* — 185 — 2) — 3(s — 3)*(s® — 9s* — 25 — 16)
2.8 (s — 3)6
1 (=1)*(12-36—2) — 3(—1)*(8 — 36 — 4 — 16)
2 (—=1)°
1 1
= 5(26 —3(—48)) = 5(26 +144) = 85



1

An = gy i (6 = b)*R()
] 34+ 25 +5\
= lim| ————
s—2 (S — 3)2
(s = 3)%(3s* +2) — 2(s = 3)(s* + 25 + 5)
= lim
s—2 (3 - 3)4
i (s —3)(3s* +2) — 2(s® + 25+ 5)
5—2 (3 - 3)3
_ DA+ 2@ +4+5) o 17 yg
(—1)3
Ay = i (s — b)Fy(s))
31 (3 — 3)' s—b1 ! ?
. 8°+2s+5 8+4+45
= lim = =17
s—2 (S — 3)2 (_1)2
A - 1 I; b 2F !
ey A Gl
' $3+2s+5 '
= lim | ——
s=3 \ (s —2)3
(5= 2)°(35> +2) = 3(s = 2)%(s* + 25+ 5)
= lim
s—3 (S - 2)6

= 1-(2742)—3-1-(21+6+5)=29—3-38=—-85

1 .
o = g g - )
3
2
— limﬂ =274+ 64+5=238

s—3 (S — 2)3

Damit erhalten wir also

85 n 48 n 78 n 38
s—2 (s—2)2 (s—2) s—3 (s—3)2

und nach Hilfssatz 4.3.5 ist die Riicktransformation gegeben durch:

(£7'R)(t) = (85+48t+ gﬂ)e?t + (— 85+ 38t)e™



Aufgabe 42.

Losen Sie das Anfangswertproblem

{f’(t)+5f(t) =1
f0) =1

mit Hilfe der Laplacetransformation.

Losung:

Gesucht ist die Losung f : Rj — C des Anfangswertproblems. Wir setzen
(2) F = £f
Nach Satz 4.2.2 (Differentiation im Urbild) ist dann
(3) (ef)(s) = s(£F)(s) — F(0) = sF(s) — f(0).
Wenden wir nun also die Laplacetransformation auf die Gleichung
F)+5f1) = 1
an, so erhalten wir:
(Sf’)(s) + 5(£f) (s) = (L1)(s).

Unter Verwendung von (2), (3), f(0) =1 und (£1)(s) = 1 (Laplacetransformation
der Heavisidefunktion) liefert dies:

SF(s) — f(0) + 5F(s) — é
& F(s)(s+5) = §+1
& Pl = 3(13185)
Die rationale Funktion
PO~

muss nun mittels der Partialbruchzerlegung zerlegt werden. Die Nullstellen von Q(s)
sind b; = 0 und by = —5. Nach Hilfssatz 4.3.3 ist mit

P(s) = 1+s
Q'(s) = 25+5
also:
_ P(by) 1 Pb) 1
F&) = Gon 5T 0 555
_ 11 4 1
= 5575 s+5



Die Riicktransformierte ist mit Hilfssatz 4.3.4 also:

ft) = (£7'F)(t) = % + §6_5t,

und das ist die gesuchte Losung der Anfangswertaufgabe.

Aufgabe 43.

Losen Sie das Anfangswertproblem

{f/(t)+6f(t) =1
f0) =3

mit Hilfe der Laplacetransformation.
Loésung:
Gesucht ist die Losung f : Rf — C des Anfangswertproblems. Wir setzen
(4) F = £f.
Nach Satz 4.2.2 (Differentiation im Urbild) ist dann
() (£f)(s) = s(£f)(s) = f(0) = sF(s) — £(0).
Wenden wir nun also die Laplacetransformation auf die Gleichung
F@)+6f(t) =t
an, so erhalten wir:
(L) (s)+6(Lf)(s) = (Lt)(s).
Unter Verwendung von (4), (5), f(0) = 3 und (£t)(s) = & (siche Vorlesung) liefert

dies:

SF(s) — f(0) + 6F(s) — é
& F(s)(s+6) = 5—12+3
1+ 352
e e = 5uTe
Die rationale Funktion P(s)
s
Fer =00

muss mittels der Partialbruchzerlegung zerlegt werden. Q(s) besitzt eine doppelte
Nullstelle bei b; = 0 und eine einfache Nullstelle bei by = —6. Nach Hilfssatz 4.3.2
kann F'in der Form

Ap Ag n Arp
s—0b  (s—0b1)?
Ap | Ay A

s s2  s+6

F(s)

S—bQ

5



mit geeigneten Konstanten Ajq, Aop, As; dargestellt werden.
Nach Hilfssatz 4.3.5 ist

o = — ' m ((s — b)2F(s))’

(2 — 1)' S—>b1
1 2\’
= lim (S2F(S))/ = lim ( 35 )
s—0 s—0 s + 6
_ i (06— (A+3sH -1y -1 1
(5 +6)2 62~ 36

s—0

und

ag = S ((s—b1)*F(s))

(2 — 2)' 8—>bl
1 2
= lim (s*F(s)) = lim < 35 )
s—0 s+6

1
s—0 6
und
1

ajp = - S11_>I£12 ((s — ba)F(s))

= Sl_i)r£16 ((s+6)F(s)) = lim <

14+3s>\  1+3-36 109
36 36

Damit ist

F() 1 1+1 1+109 1
S — - . = _ . — - .
36 s 6 s2 36 s+6

und die Riicktransformation, Hilfssatz 4.3.5, liefert die Losung

Aufgabe 44.

Verwenden Sie die Laplacetransformation zur Losung des DGL-Systems
n(t) = 3y(t) — 4ua(t)
h(t) = —2ui(t) + 5ya(t)

mit den Startwerten y;(0) = 2 und y»(0) = 4.

Losung:

Wir wollen die Laplacetransformation auf das gesamte System anwenden. Dazu
setzen wir

Yi(s) = (Sn)(s),
Ya(s) = (Lya)(s).



Nach Satz 4.2.2 (Differentiation im Urbild) ist dann:
(6) (Lu1)(s) = s(€un)(s) = 11(0) = sYi(s) = 41 (0) = sYi(s) — 2
(7) (Luo)(s) = s(Lu2)(5) — 1a(0) = sYa(s) — 12(0) = sYa(s) — 4.

Wenden wir also die Laplacetransformation auf das DGL-System aus der Aufgaben-
stellung an, so erhalten wir das Gleichungssystem:

sYi(s) —2 = 3Yi(s) —4Ys(s)
sYa(s) —4 = =2Yi(s) + bYa(s)

9

bzw. (umgestellt):
(s =3)Yi(s) +4Ya(s) = 2
2Y1(s) + (s —H)Ya(s) = 4

Um dieses 2x2-System zu losen subtrahieren wir die 2. Gleichung (s — 3)/2-mal von
der ersten und erhalten das neue System:

(5 — 3)Yi(s) + 4Va(s) = 2

(1500 g~ poay

Anhand der (neuen) 2. Gleichung kénnen wir Y3 bestimmen:

(1- =000y s,

2
@(4_W)}/2(5) = 8 —2s
— g2 -1
(8 s —|—285 5))/2(3) _ 8_9,
4s — 16
Y5 = —
< Yals) $2 —8s+7

Ausserdem ist nach der 2. Gleichung aus dem urspriinglichen System:

2Yi(s) = 4—(s—93)Ya(s),

also
s—5 4s — 16
M) = 25 a7
B 252 — 165+ 14 2% — 10s — 8s + 40
T 2-8s+7 s2—8s+7
B 2s — 26
82 -8s5+7

Um die Riicktransformierten zu erhalten, miissen wir von den rationalen Funktionen
Y] und Y5 die Partialbruchzerlegung bestimmen. Dazu benobigen wir die Nullstellen
des quadratischen Polynoms s? — 8s + 7. Diese sind:

-8 (_ 8)2

bio=——=

5 1 —7T=4+£V16-7=44%+3




Somit ist
2 —8s+T7 = (s—b)(s—by) =(s—1)(s—T7).

Es ist also

mit
Pi(s) = 25s—26
Q(s) = s*—8s+7
Q,(S) = 25— 87

wobei () die beiden einfachen Nullstellen by = 1 und b, = 7 hat. Nach Hilfssatz 4.3.3
ist die Partialbruchzerlegung von Y; gegeben durch

Pl(bl) ) 1 i Pl(bg) ) 1
Q) s—=1 Q(b) s—T7
292 1 14-26 1
6 s—1 7 14-8 s—7
4 9

s—1 s-—17

Yi(s) =

Die Riicktransformierte ist mit Hilfssatz 4.3.4 also:
yi(t) = (£7N)(t) =4e" — 2¢™.
Analog ist Y3(s) = P(s)/Q(s) mit

Py(s) = 4s— 16
Q,<S) = 25— 87

wobei () die beiden einfachen Nullstellen by = 1 und by = 7 hat. Nach Hilfssatz 4.3.3
ist die Partialbruchzerlegung von Y5 gegeben durch

PQ(bl) ) 1 PQ(bQ) ) 1

Q) s=1 Q) s—7

4—16 1 28 — 16 1
6 s—1 14-8 s_7
2 2

s—1 + s—17

Yafs) =

Die Riicktransformierte ist mit Hilfssatz 4.3.4 also:
() = (£7)(t) = 2¢' +2¢™.
Das DGL-System wird also gelost von:

yi(t) = 4e' —2e™ | yo(t) = 2e 4 2.



