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Kapitel 1

Einleitung und Vorbereitungen

1.1 Motivierende Beobachtungen:
Wo braucht man Fourieranalysis?

Einige der Anwendungsgebiete der Fourier-Analysis sind: Signalverarbeitung, Bildverarbeitung,
Schaltkreisentwurf, Elektrodynamik, Optik, Akustik, Quantenphysik, Astrophysik, in der Ma-
thematik: Differentialgleichungen.

Unter einem Signal versteht man eine zeitabhéingige Funktion, etwa einen Ton, einen elektri-
schen Strom u. 4. Ein idealer Ton wird mathematisch durch eine Funktion der Form

f(t) = Asin(wt)

beschrieben. Seine Frequenz, welche die Tonhohe kennzeichnet, ist dann durch v = 32 und seine

Schwingdauer (Periode) durch 7" = 2% zu berechnen. Die Maﬁemhelt der Frequenz 1st 1Hz, also

1 Schwingung pro Sekunde. Der Vorfaktor A (die Amplitude) misst die Lautstéirke des Tons.
Ein idealer Klang ist die Uberlagerung endlich vieler Téne, also

t) = Z Ay sin(kwt)
k=1

Fiir £ > 1 nennt man die Beitrige Ay sin(kwt) auch Obertine.

Die Fourieranalyse eines idealen Klanges f(t) mit Periode T' = 2% besteht nun in der Be-
stimmung der Koeffizienten A;. Die Wertemenge, welche so entsteht, nennt man Spektrum. Eine
graphische Darstellung sieht etwa so aus:



6 Ay KAPITEL 1. EINLEITUNG UND VORBEREITUNGEN

1 2 3 4 5

J. FOURIER selbst wurde auf den Ansatz, Funktionen durch unendliche trigonometrische
Summen darzustellen durch sein Studium der Temperaturverteilung in einem Stab gefiihrt:

—

0 L

Die analytische Beschreibung des Problems ist folgende: Die Temperaturverteilung u(x,t) zur
Zeit t an der Stelle x gehorcht der Wdrmeleitungsgleichung

ou  du

ot 0z
Man kann z.B. vorgeben, dass die Temperatur an den Stabenden 0 sein soll und die Tempe-
raturverteilung zur Zeit 0 durch eine Funktion f : [0, L] — R mit f(0) = f(L) = 0 beschrieben

wird, also u(t,0) = u(t, L) = 0 und u(0,z) = f(x). Dann fithrt der Ansatz

u(z,t) =Y du(t)gu(x)

zu einer partikuldren Losung, sofern f eine Linearkombination von Sinusfunktionen, also von der
Form

N
flz) = Z Cysin(mkz /L)
k=1
ist. Denn dann ist u eine Losung der Wiarmeleitungsgleichung, wenn nur g, die Differenzialglei-

chung
9+ Nigr =0

mit einer geeigneten Zahl A\ # 0 und ¢y, die Gleichung

O = =Ntk
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16st. Die Losungen dieser Differenzialgleichungen sind bekannt:

2

Or(t) = e ', ge(z) = oy cos(Apz) + By sin(Ayz)

mit geeigneten Koeffizienten ay, Bk, v%. Nun miissen wir nur noch v, = 1, = 0, 8 = C} und
AL = %” wéahlen.

Sollte f nun nicht selbst ein trigonometrisches Polynom sein, wird der oben beschriebene
Ansatz mit einer endlichen Summe nicht zum Ziel fithren. Fourier hatte in seiner Abhandlung
aus dem Jahre 1807 die damals sensationelle Mitteilung gemacht, dass fiir jedes (verniinftige) f
eine Losung fiir die obige Randwertaufgabe in Form einer unendlichen trigonometrischen Summe
moglich sei.

Somit ist die folgende Frage motiviert:

e Wann kann man eine Funktion f durch eine trigonometrische Reihe darstellen?
o
flz) ~ Z Ay, sin(wgx)
k=1

Die Koeffizienten Ay definieren wieder das Spektrum der Funktion f.

Ein dhnlicher Ansatz wie bei der Warmeleitungsgleichung kann auch bei der Behandlung der
schwingenden eingespannten Saite erfolgreich gemacht werden.

g(x)

Hier bedeutet g die Auslenkung der Saite aus der Ruhelage.
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Die Fouriersche Idee lédsst sich etwa fiir stetig differenzierbare periodische Funktionen ver-
wirklichen. Man erhélt mit den Fourierkoeffizienten ein ”diskretes” Spektrum, aus dem man die
Funktion wieder zuriickgewinnen kann.

Ist die Funktion f (das Signal) aber aperiodisch, etwa so, dass f(t) = 0, wenn ¢ ¢ [0, L],
so kann man f durch ihre ”Fouriertransformierte” beschreiben, man erhélt ein kontinuierliches
Spektrum.

Angenommen, man habe zunéchst ein Signal der Form

N | —

1 wenn — L <t<
Pp— ? 92 = -
I(t): { 0 , sonst

das man periodisch mit einer Periode 7" > 1 auf ganz R fortsetzt, also

f(t)

Es ist moglich, dieses f als Reihe darzustellen:

1. < 2kt
ft) = 57}3{;;—: ar cos(—=)
wobei die Koeffizienten a; gegeben sind durch
_ sin(wk/T)

W= k/T

Das Spektrum ist dquidistant mit Schrittweite 1/7. Mit grofiler werdendem T néhert sich das
Spektrum dem Zustand, kontinuierlich zu sein:

In unserem Spezialfall: T' = 8, wiahrend k = —21, ....., 21.
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Im Grenzfall T — oo wird daraus:

Die Frage stellt sich:

e Kann man eine Funktion aus ihrem (kontinuierlichen) Spektrum rekonstruieren?

1.2 Hintergrundmaterial

Wir werden im Folgenden immer wieder mit komplexen Zahlen zu tun haben. Daher erinnern
wir uns an die wichtigen Eigenschaften des Bereichs C der komplexen Zahlen.
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Wie die reellen Zahlen eindeutig den Punkten auf der Zahlengeraden entsprechen, so entspre-
chen die komplexen Zahlen den Punkten in der Ebene und lassen sich schreiben als

c=w+jy

Dabei sind x und y zwei reelle Zahlen und j die imagindre Einheit. Wir schreiben x = Re z,y =
Im z.

Die durch Spiegeln an der z-Achse entstehende komplexe Zahl Z = = — jy wird auch die zu
z komplex konjugierte Zahl genannt.

Mit den komplexen Zahlen wird gerechnet wie mit Vektoren in der Ebene:

(w1 +jyr) + (w2 +jy2) = (w1 +x2) +j (Y1 +42)
alr+jy) = ar+jay

fiir reelle Zahlen «.

Das Besondere bei den komplexen Zahlen ist nun, dass man zwei komplexe Zahlen miteinander
multiplizieren kann:

(1 +jur) - (22 +jye) = (1172 — y1ye) +J (1192 + T291)
Wenn weiter xs + jys # 0 ist, so kann man dividieren

ri+jyn (i) (w2 —jye)

To+]jYy2 T3+ Y3

Beispiele: Zuniichst haben wir j2 = —1, (1%)2 = j, ferner
(243j)(4—5)) =23 +2j, (2.5+31.34j)(7.23 — 5.11j) = 178.222 + 213.813;

145.2 — 3.1 35
J 211201 +4.739515, 1—58j + —2

*9.27 9. 4) — = —0.328859 — 5.3302j
3 — 8.2 2.1-3j !
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Definition. Fiir z = z+jy bezeichnet |z| := /22 4+ y? den Betrag von z. Es gilt fir w := u+jv
folgendes

(a) zw = zu — yv + j (zv + yu), also

(o — o) + (w0 + yu)?

= 2% + y*? — 2zeyuv + 2% + y*u? + 2xyuv
= 2%’ + vy + 2% + yPu®

= (@ +y") (W’ +2°)

|2 [*Jw]*

|zw|*

also |zw| = |z||w|.
(b)

lz4+w)? = (z4+w)(Z+w)
= zzZz4+zw+zZw+ww
= [2]* + |w|* + 2Re zw

Anwendung bei der Analyse von Wechselstromkreisen

Einem Kondensator mit Kapazitit C' wird der Widerstandsoperator 1/jwC' zugeordnet, wenn
an ihn eine Wechselspannung mit der Frequz w angelegt wird. Einer Spule kommt in analoger
Weise der Widerstandsoperator jwlL zu, wobei L die Induktivitit der Spule sei.

Es gelten die Kirchhoffschen Regeln.

Schaltet man einen Widerstand R mit einer Spule in Serie und wird die Wechselspannung
mit Frequenz w angelegt, so gehort zu dieser Anordnung der komplexe Widerstand R 4 jwL.
Werden beide parallel geschaltet, so hat die entstehende Schaltung den Widerstand

1 1 1

Fee R jolL

Entsprechendes gilt fiir Serien-oder Parallelschaltungen von Widerstand und Kondensator.
Hat eine Anordnung den komplexen Widerstand Z, so wird |#| als ihr Scheinwiderstand
bezeichnet.
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Beispiel: Fiir die folgende Schaltung berechnen wir den Scheinwiderstand:

Ry L,

Die Serienschaltenung aus Ry und der Spule hat den Widerstand % = Ry + jwls, die
Serienschaltung aus Rs und dem Kondensator mit Kapazitit C's den Widerstand %3 = R3 —
j /wCs. Die Parallelschaltung von beiden Serienschaltungen hat also den Widerstand

1 B KoK
1 1
7 + 7 Ko + K

K3 =
So finden wir fiir die obige Schaltung den Gesamtwiderstand

J
Rges = H1 — w_C’l + o3

Ist etwa R; = 100€), Ry = 5082, R3 = 100¢2, sowie |} = 20uF,Cs = 10uF und Ly = 0, 1H, so
gilt im Falle w = 500Hz folgendes:

oy =50+§50, %y =100 — j ooz = 100 — 200j
2o, — (90-+501)(100 —200§) _ 5000(1+§)(1—2j) _ 10000 (1—25) _ 100(2+])
150 — 150 150(1 — ) 300 3
und . . .
%gesz100—jloo+wz100(1—j +2%) _ 100222
Also wird

100
’%ges‘ = T - V29 ~ 179.505
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Potenzen und Wurzeln

Die Quadratwurzel

Ist w :=u + jv eine Zahl v # 0, so finden wir mit dem Ansatz z := x + jy eine Losung zur
Gleichung 2% = w, wenn wir beachten, dass

2=y 4+ 2jzy=w=u+jv
gilt. Es muss némlich nun xy = § werden. Dann ist z,y # 0. Setzen wir y = 5= ein, so folgt

2

2 vt 2 2 _
oder ) ) ) | |2
4_ .2 U g Uy U FU w
Tt —ux = (x 2) 1 1
Somit ist )
T=—Fy/u+|w
7 |w|
und weiter

v

1 v 1 v
y:—:——:__
20 2\ u+w| V2 v
1
zl:zﬁ(\/u+|w|+jﬁ\/—u+|w|)

VvV —u+ |w

Also finden wir mit

eine Losung zu 22 = w. Die andere Losung ist zp := —2;.
Beispiel. Ist w = —3 —j, so ist |w| = 2 und
1 1 1
= — ——jV2]==—j
Z1 NG (\/; J \/_> 9 J
eine Quadratwurzel aus w, die andere ist dann zy := —% +j.

Komplexe FExponentialfunktion

Folgende komplexe Funktion ist fiir uns von grofler Bedeutung:

Definition: Ist z = v + jy € C mit reellen z,y, so setzen wir
e® =exp(z) = €*(cosy + j siny)

und nennen dies die komplexe Exponentialfunktion.
Wir stellen die wichtigen Eigenschaften dieser Funktion zusammen in dem folgenden:
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1.2.1 Satz. a) Die Exponentialfunktion besitzt das Additionstheorem

b) €® = 1 und daher e *¢* = 1, insbhesondere ist €* # 0 fiir alle z.

c) |e*| = e, wenn z = Rez und €'Y = 1 fiir jedes y € R. Ferner ist die Polarform einer
komplexen Zahl z = r(cos ¢ + j sin @) als z = rel? darstellbar.

d) e#t¥ = ¢* die komplexe Exponentialfunktion hat also die Periode 27j .

e) Zu jedem Punkt w € C, w # 0 gibt es z € C mit e* = w. Wenn e* = €, so gilt a = b+27kj,
tiir eine geeignete ganze Zahl k.

Beweis. a) bis d) lassen sich direkt aus der Definition durch Nachrechnen herleiten.

Zu e) Schreiben wir w in Polarform an: w = r(cosa + j sina), so ist z = Inr + i« eine Zahl
mit e* = w.

Wenn e? = eb ist, so folgt e4® = 1. Es geniigt also, wenn wir zeigen: Ist e* = 1, so gilt
a = 27kj, fiir eine geeignete ganze Zahl k. Zunéchst folgt, dass a = jt fiir eine reelle Zahl ¢ ist,
denn ef°® = 1, und die (reelle) Exponentialfunktion wichst streng monoton, so dass Rea = 0
sein muss. Fiir ¢ gilt aber cost = 1,sint = 0, woraus folgt, dass t ein ganzzahliges Vielfaches von
27 sein muss.

OJ
Jede komplexe Zahl z = x 4 jy kann in der Polarform

z=x+jy=r(cos¢+jsing)

dargestellt werden. Dabei ist r = /22 4+ y? der Betrag von z und ¢ der Winkel zwischen dem zu
z gehorigen Ortsvektor in der Ebene und der x-Achse.
Wenn nun w = s(cost + j sint)) eine weitere Zahl ist, so gilt

2w = rs(cos(¢p + ) + j sin(¢p + ) )
Fiir Potenzen haben wir dann
2F = r¥(cos(k¢) + j sin(ke))

Die Umkehrung zum Potenzieren ist das Wurzelziehen:
Ist £ > 1 eine ganze Zahl, so wird
20 = ¥r (COS(%) +j sin(%))

eine Zahl mit (z,io))k = z. Wir finden, wenn r > 0 ist, weitere k.te Wurzeln, ndmlich

¢+ 2mm

z,gm) = r (cos( p )+ sin(@))

2 2
= Z’(€0) <cos( 7;m> +j sin(%)) , m=0,...k—1
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Beispiel: Was sind die 3. Wurzeln aus der Zahl z =6 +j 7
Dazu schreiben wir

z = \/ﬁ(cos<b+j sin ¢),
wobei ¢ = arctan(1/6) = 0.16549. Es folgt dann
20 = V37(cos(¢/3) +j sin(¢/3))
= 1.82544(c0s(0.0550497) + j sin(0.0550497)) = 1.82544(0.998485 + j 0.0550497)
1.82267 + 0.10049j

Ahnlich erhilt man die beiden anderen 3.Wurzeln:

2 = —0.998362 + 1.52823j; ~? = —0.824304 — 1.62872j

Innerhalb der komplexen Zahlen kann man alle quadratischen und alle anderen algebraischen
Gleichungen beliebigen Grades l6sen.

Beispiele a) Die Gleichung x? — 3.2x + 67 = 21 wird durch z; := 1.6 — 6.5909j und z; =
1.6 4+ 6.5909j gelost.

b) Die Gleichung z® + 4z + 8 = 0 hat die 3 Losungen

21 = —1.36466, 2o = 0.682328 + 2.32308j, 23 = 0.682328 — 2.32308]

Beispiel: Spannungsteiler. Die folgende Schalter wird als Spannungsteiler bezeichnet:

Sk !

Zuschalten des Kondensators
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Wir untersuchen zuerst den "unbelasteten” Fall, also den Fall, in dem der Kondensator nicht
mit R, parallel geschaltet ist.
Dann ist der Strom I bei R; derselbe wie bei Ry, also haben wir

U=(Ri+Ry)-I, Us=Ro-1

Also ist R
Uy=Ry-[=—"2_—.
2 Ry + R
Nun soll der Kondensator zugeschaltet werden. Dann ist Ry durch den Widerstandsoperator
1 R
%2 = 2

g el 1+jwRC
zu ersetzen. Wir erhalten als Spannungsabfall an dem ” RyC-Element”

)

Yy — T2
2 Ry + %,

U

Angenommen, man habe die Daten R; = 40092, R, = 10082, U sei eine Wechselpannung mit
Frequenz 50 Hz und C' = 20pF'. Dann haben wir wegen w = 27 - 50 Hz = 100w Hz
100 100

- - — 71.6957 — 45.0477j
1+j1007-100-2-10 1 +j0.27 J

2

Dann wird aber

Py T1.6957 — 45.0477;
Ry +%,  A71.6957 — 45.0477j

= 0.15966 — 0.0802538j = 0.178695 - ¢~J 0-465769

und schliellich
Uy = 220 - 0.178695 - ¢ 30405709 = 39,313 . ¢ 730405769

Die beim RyC-Element abfallende Spannung hat die Amplitude 39.313V und gegeniiber U
einen Phasenunterschied von 0.465769 ~ 26.68°.

Beispiel: Uberlagerung gleichfrequenter Schwingungen. Gegeben seien zwei Schwingungen mit
der Darstellung
fi(t) == Ay sin(wt + 01), fa(t) :== Ay sin(wt + d9)

Dann errechnen wir fiir die Uberlagerung beider Schwingungen
@) = fi(t) + f2(¢)
= I (A @) Ayl (40)
= Im (ejm (Alej‘sl + A2€j62)>
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Wir schreiben

A 4 Ay = | A 4 A3 882 =\ AT 1 A3 4 24, Ay cos(By — 6) -

Setzen wir dies ein, finden wir

f5(t) = \/A% + A%+ 24, Ay cos(01 — 62)Im (el “HH012))

= \/A% + AZ +2A, Ay cos(8; — o) - sin(wt + 012)

Beispiel hierzu: Was ist 3sin(2¢ + 2.5) + 4sin(2¢ +5)? Hier ist Ay = 3,4y = 4,01 = 2.5 =
143.239°, 09 = 5 =~ 286.479°. Es folgt fiir die Amplitude Az der Uberlagerung

Az = |3e*% 4 4e¥ | = /25 + 24 cos 2.5 = 2.40196
Weiter ist
3e?% 4 4eM = —1.268 — 2.04028] = 2.40196¢ 415505 = 2 40196 I 212714

Also:
fi(t) + folt) = 2.40196 sin(2t — 2.12714)

Hier ist ein Bild dazu

h

2 3 4 6
i+ fe \
-2

2

-4

Das Differenzieren und Integrieren komplexwertiger Funktionen

Ist I ein Intervall in R, so ldsst sich eine komplexwertige Funktion f : I — C schreiben als
f =u+ jv, mit reellwertigen Funktionen u,v : I — R. Das bedeutet: Fiir jedes t € I ist

f(t) = u(t) +jo(t)
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Wir schreiben dann wieder u = Re f,v = Im f.

Definition: Ist I = (a,b) ein offenes Intervall und ¢y € I, so nennen wir eine komplexe Funktion
f=u+jv (mit u = Re f,v =1Im f) stetig in ty, wenn u und v es sind, in entsprechender Weise
definieren wir die Differenzierbarkeit von f in ¢y. Die Ableitung von f in 4 ist gegeben durch

f'(to) = lim M =u'(tg) +jv'(to)

s—to s — 1ty

Beispiel a) Die Funktion f(t) = (t* + 2t 4 jt3)* ist {iberall differenzierbar. Es gilt nun
u(t) = Re f(t) = 16t* + 32> + 241% 4 87 — 23t® — 24¢° — 6410 412
v(t) =Tm f(t) = 3265 + 48¢7 + 24¢° + 4¢° — 810 — 41!

Daraus konnen wir alles ablesen.
Es folgt

u'(t) = 1261 — 60t” — 216t% — 184¢" + 56t° + 144¢° + 160t* + 64¢>

und
V' (t) = —44t™ — 807 + 36t + 192t + 336t° + 1927

b) Die Funktion g(t) := 22— ist iiberall differenzierbar: Hier gilt

2—2t—jt
6 — 6t + 2t2 — 23 3t + ¢3
o) = iy MW= Ty e
und entsprechend
2(—5t* 4 16t% — 5t — 22t + 12
(Reg)(t) = 2 :

(512 — 8t + 4)2
und 5ttt — 163 — 3t2 + 12
t* — 1663 — 3t2 +
I "(t) =
(Tm g)'(¢) (562 — 8t 1 4)2

Es liegt nahe zu fragen, ob die Ableitung einer solchen Funktion nicht auch einfacher zu
berechnen sei, also ohne den Real-und Imaginérteil der Funktion vorher ausrechnen zu miissen.
Das ist moglich, denn es gilt wieder die Produktregel fiir das Ableiten, ebenso die Kettenregel.

1.2.2 Hilfssatz. a) Wenn f,g: I — C bei ty € I differenzierbar sind, so gilt das auch fiir fg,
und es ist

(fa)'(to) = f'(to)g(to) + f(t0)g'(to)

b) Ist J ein Intervall und ay € J und ist ¢ : J —> [ in ag differenzierbar, so gilt: Ist
h: I — C in xzg:= ¢(ag) differenzierbar, so ist auch ho ¢ : I — C in ay differenzierbar, und
es gilt

(ho @) (ao) = h'(x0)¢'(ao)
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Beweis. a) Fiir s # t, haben wir

fole) = o) _ f() = flho) g 9(5) = o(t)

S—to S—to S—to

= F(to)g(to) + f(to)g (t)

b) Gibt es eine Folge (s)x von Nullstellen von ¢ —p(ag) = ¢ —xg, welche gegen a konvergiert,
wéhrend keine von ihnen gleich aq ist, so haben wir ¢/(ag) = 0, ebenso ist hop(s) —hop(ag) =0
fiir alle k, also auch (h o ¢)'(ag) = 0.

Gibt es eine solche Folge nicht, so ist auf einem kleinen Intervall M um aq stets p(s)—p(ag) #
0, wenn s € M \ {ap}. Dann haben wir

hog(s) = hoplar) _ h(p(s)) = h(za) $(s) = o ),

s —ap p(s) — o §—ao

(Io)w/(ao)

denn ¢(s) — xp, wenn s —» ao.
0

Beispiele: a) Ist G : I — C in t, differenzierbar, so auch G™ fiir alle n € N und, wenn
G(to) # 0, auch fir n € Z. Es gilt

(G™)'(to) = nG"(to) G’ (to)

(Induktiv nach n zu beweisen).

b) Die Funktion F(t) = (t* + 2t + jt*)* hat die Form F = G* mit G(¢) = t* + 2t + j 3. Es
entsteht
F'(t) = 4(t* + 2t + j£°)* (2t + 2 + 3j¢?)

c) Ist f komplexwertig und differenzierbar, so ist (e (t))/ = f'(t)el®.

Die Integration komplexer stetiger Funktionen ist wieder iiber die Integration der Real-und
Imaginéarteile erklért:

Definition: Ist f : I — C komplexwertig und stetig auf dem beschrinkten Intervall I = [a, 0],

so setzen wir , , ,
/ F(t)dt = / w(t)dt + / o(t)dt,

wobei wieder u = Re f,v = Im f sein soll.

Beispiel: Wir integrieren die Funktion f(t) = (¢ + jt?)3 iiber [0, 1]. Zuerst haben wir

u(t) = =3t°> + 3, w(t) = —t° + 3¢*
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Es folgt sofort

/Olf(t)dt _ /Olu(t)dt+j/olv(t)dt

1 1
= /(—3t5+t3)dt+j/ (—t% + 3th)at
0 0

— ((—1)t6+ t4) ’1+j ((——)t7+§t5))
2 Ta ) 7" T
| 1 3. 1 17
AR AU REE™

Die aus fiir Integration reeller Funktionen bekannten Regeln gelten auch fiir komplexe Funk-
tionen:

1.2.3 Satz. a) Es sei f : I = [a,b] — C stetig. Dann gilt

/f@ﬁzﬂw—ﬂw

wobei F': [ — C eine Stammfunktion zu f ist, also eine differenzierbare Funktion mit F' = f.
b) Sind f, g : I — C differenzierbare Funktionen, so ist

/fg t)dt = fg(b) /fg

Beispiel: a) Die Funktion f(t) = (t +jt?)* = t*(1 + jt)? lisst sich durch partielle Integration
behandeln:

3

/Olf(t)dt = /1t2(1 +jt)2dt_%(1 +jt)?

0

2. 25 (Y. ..
— 52 Britha

3 3/0(+J)

2. 2j.1 .1

1

0

2 1
——/ B +jb)jdt
3 Jo

= gJ—g(ZﬂLJg)
_o2 L
= 5

b) Es gilt
b 1, . .
/ejtxdﬂf:—((f‘]bt—e‘]at)
a Jjt

Mit der komplexen Exponentialfunktion kénnen wir folgende ” Orthogonalitétsrelationen fiir
die trigonometrischen Funktionen gewinnen:
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1.2.4 Hilfssatz. a) Sind k,m € Z, so gilt

/%ej(km)xdx:{ 0 wenn k=#m
0

2r wenn k=m

b) Wenn k,m > 0, so gilt:

2m
: . |/ 0 wenn k#m
/0 sin(kx) sin(mzx)dx = { r wemn k=m0

c) Fiir alle k,m € Z gilt:
2
/ sin(kz) cos(mz)dx = 0
0
d) Fiir k,m > 0 haben wir:

2 0 wenn k#m
/ cos(kzx) cos(mz)dr = m wenn k=m#0
0

2 wenn k=m=20

Beweis. Zu a): Ist k m, so ist der Integrand konstant 1 und die Behauptung klar. Anderen-
falls haben wir mit = )eJ (k—m)e eine Stammfunktion fiir e *~™7 die an den beiden Integrati-
onsgrenzen verschwindet.

Zu b) Angenommen, k # m. Wir schreiben sin(kx) =

ej kziefj kxz

2j

271' . 1 271_ ) 271' )
/ Sin(k‘l‘) e I3 dr = — (/ e (k—m)fﬂdx _ / el (k-i—m);cdx)
0 2.] 0 0

Zerlegen wir dies in den Real-und den Imaginérteil, so finden wir

und erhalten:

/Ozw sin(kz) cos(mz)dz = Re (/027r sin(kz) ejm:vdx>
— % (/:Tr sin((k — m)z)dz + /027r sin((k + m)x)da:) —0

fiir alle k, m € Z und weiter

2w 2m
/ sin(kz) sin(mzx)der = —Im (/ sin(kz) e medac)
0 0

_ %(/0 cos((k — /0 cos((k + m) )dx)
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Wenn k,m > 0 und k # m, haben wir k+m # 0, also ist die rechte Seite in obiger Gleichung
0.

Wenn k = m, so errechnen wir:

27 1 27 1 2km 27
/ sin?(kz)dx = —/ sin?(kx) k dr = —/ sin®(z) do = / sin(z)dr =7
0 k Jo k Jo 0

Damit sind b) und c¢) bewiesen. Der Beweis von d) ergibt sich aus der Beziehung
cos(kx) cos(mz) = cos((k + m)x) + sin(kz) sin(mx)

durch Integration tiber [0, 27].

Trigonometrische Polynome

Definition. a) Unter einem komplezen trigonometrischen Polynom verstehen wir eine endliche

Summe der Form
,

P*(t) := Z aped okt

k=—s

mit Koeffizienten a; € C. Dabei sind s, > 0 und w > 0.
Entsprechend bezeichnet man als reelles trigonometrisches Polynom eine endliche Summe der
Form

P(t) = ag+ »_ agsin(kwt) + B cos(kwt)
k=1
mit Koeffizienten a4, 6, € R. Dabei ist r > 0 und w > 0.

1.2.5 Hilfssatz. a) Jedes reelle trigonometrische Polynom

P(t) =g+ Y aysin(kwt) + By cos(kuwt)
k=1

lasst sich als komplexes trigonometrisches Polynom darstellen: Es gilt

r

f)@>1= 2{: akékWt

k=—r

wobei
s(Br—jox) wenn k>0

ar =14 3(Bk+ja_y) wenn k<0
ap wenn k=
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b) Wenn
P(t) == ap + Z ay sin(kwt) + By, cos(kwt)
k=1
ein reelles trigonometrisches Polynom ist, so folgt aus P = 0, dass alle Koeffizienten schon

verschwinden miissen.
c¢) Die entsprechende Aussage gilt bei komplexen trigonometrischen Polynomen.

Beweis. a) Das folgt aus der Darstellung

1 . . 1 . )
cos(kwt) = é(eJ Rt 4 em3hty - gin(kwt) = 2__(€J kot _ =ikt
J

b) Mit dem Hilfssatz 1.2.4 folgt

2w w
Ty, = / P(t) sin(mwt)dt = 0
0

27 Jw
7B = / P(t) cos(mwt)dt =0, m # 0
0

Ferner ist

27 Jw
2oy = / P(t)dt =0
0

Damit ist b) bewiesen.
Genauso zeigt man c).

Approximation durch trigonometrische Polynome

Es gilt folgender Satz:

1.2.6 Satz (S. Bernstein). Ist f : [—1,1] —» R stetig, so konvergieren die durch

B ) =272 < ' ) fl=1+ %)(:p +1)E(1 — z)nh

k=0

gegen fv, und zwar gilt

_max |B, {z) — f(z)] —0, n—o0

Weiter gilt der
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1.2.7 Satz Ist f : R — R stetig, gerade und T-periodisch, also flx+T) = f(x) fiir alle z, so
gibt es eine stetige Funktion f : [~1,1] — R mit f(z) = f(cos(wz) ). Dabei ist w = 2t

Insbesondere ist dann aber

flz) = lim B, #(cos(wz))

Mit einer der Ubungsaufgaben folgt nun, dass alle B, 7(cos(wz) ) trigonometrische Polynome
sind.

Der Fall, dass f : R — R stetig, T-periodisch und ungerade mit f(7'/2) = 0 ist kann
derart auf den vorherigen Satz reduziert werden, dass f als Grenzwert einer Folge der Form
By (coswz) sin(wz) geschrieben werden kann. Ist schlielich f stetig und T-periodisch, so schrei-
ben wir

f:fg+fu

mit
ful@) = 5@+ f(=0), fula) = 5 (@) = F(=))

Wenden wir als die oben stehenden Argumente an, erkennen wir den Satz

1.2.8 Satz. Jede stetige T-periodische Funktion f ist als Grenzwert einer Folge trigonometri-
scher Polynome der Form p, (wz) darstellbar.



Kapitel 2

Fourierreihen

2.1 Definition und Beispiele fiir trigonometrische Reihen

Definition. Wir nennen eine Funktion f : R — C periodisch mit der Periode 7" > 0, wenn

fle+T) = f(x)

fiir alle x € R gilt.
Wir wollen fiir periodische Funktionen f die sog. Fourierkoeffizienten einfiihren. Dazu muss
f 7geniigend” integrierbar sein:

Definition. a) Eine Funktion f : [a,b] — C wird stickweise stetig genannt, wenn fiir [a, 0]
eine Unterteilung a < t; < ts < ... <ty < b so gefunden werden kann, dass f auf jedem Intervall
[t;,tj41] stetig ist.

b) Ist f : [a,b] — M stiickweise stetig, und sind ¢; < ¢y < ... < ty die unter a) genannten
Teilpunkte, so setzen wir

/ab ft)dt = /:1 f(t)dt + i:: /t:_jl f)dt + /t: F(t)dt

Definition: Angenommen, f : R — C sei periodisch mit der Periode T' > 0 (dabei soll T" die
kleinste positive Periode sein). Wir nennen f stiickweise stetig, wenn f : [0,7] — C stiickweise
stetig ist. In diesem Fall definieren wir fiir k& € Z als den k.-ten (komplezen) Fourierkoeffizienten
ci(f) das Integral

T
C*(f) — %/0 f(t)e—jkwtdt’
25
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wobel

gesetzt wird.
d) Unter den Bedingungen unter ¢) sagen wir, der Funktion f werde die komplexe Fourierreihe

>l
k€EZ

zugeordnet, in Zeichen

DAV CR
kez
Man beachte dabei:

Im Augenblick wird die Frage nach der Konvergenz dieser Reihe zuriickgestellt !

Natiirlich werden auf diese Frage noch einzugehen haben. Momentan jedoch interessieren wir
uns nur fiir die Familie der Koeffizienten ¢} (f), welche in jedem Fall wohldefiniert ist.
Bei reellen Funktionen betrachten wir auch reelle Fourierreihen.

2.1.1 Hilfssatz. Hat die T-periodische stiickweise stetige Funktion f : R — R nur reelle
Werte, so gilt fiir die komplexen Fourierkoeffizienten c;(f), das folgende:

4l =G, k=0

Ferner ist
cZ(f)ej wht 4 cik(f)e’j kot — 9Re ci(f) cos(kwt) — 2Im i (f) sin(kwt)

Beweis. Dazu beachten wir

T T
chk(f) = /O f(t)eiik‘wtdt _ /0 f(t)ej kwt gt — TCZ(f)

wenn k positiv und ganz ist.
Die zweite Gleichheit rechnet man leicht nach: Es ist

L f)E R 4 et (fle 35t = 2Re (cp(f)el )
= 2(Reci(f))cos(kwt) — 2 (Imc;(f) ) sin(kwt)
O

Damit bleibt unsere Zuordnung zwischen Funktionen und Fourierreihen konsistent, wenn wir
im Falle reeller Funktionen vereinbaren, dass ihnen die reelle Fourierreihe

co(f) + i 2Re ci(f) cos(kwt) — 2Im ¢ (f) sin(kwt)
k=1
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zugeordnet sein soll. Wir schreiben wieder
f~e(f)+> 2Reci(f) cos(kwt) — 2Im cj(f) sin(kwt)
k=1

Nun rechnen wir einige

Beispiele: a) Die Sigezahnfunktion fo(t) := ¢, wenn 0 < t < 27 und f(z) := fo(x — 27n),
wenn n ganz ist und x — 27n € [0, 27).

Im Bild:

Dann wird T' = 27,w = 1 und daher

2m
1 21 1 t2
co(f) o J, f 27r20 ™
und fiir k € Z, k # 0:
1 21 o
a(f) = Dy te Rt
0
2w o
= Lk / e IH gy
2r | —jk JR Jo
0 —_—
=0
12
- 2m—jk k
So finden wir .
J ikt
~ —e
f~m+ Z 2
kez\{0}

Da f reellwertig ist, haben wir weiter

> sin(kt
fN’/T—QZ ]i )
k=1
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Hier ist das Schaubild der endlichen Summe s4(z) = 7 — 22?21 Sinl(ft) zusammen mit dem
Graphen von f

und hier das von sg(z) =7 —235_, Sin](ckt), zusammen mit dem Graphen von f

b) Die "pulsierende Funktion” f(z) := fo(z —n), wenn n € Z so gewéhlt wird, dass z —n €
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[—3, %) wobei

Im Bild

-172 0 12

Wir berechnen die Fourierkoeffizienten (nun ist 7= 1 und w = 27)

1
i) = [ pea
1/2

1
— / 6—27rj ktdt o / 6—27rj ktdt
0 1/2

. 1/2 1
_ J —2mj kt _ 2wkt
2k c ‘
0 1/2
= (- - = -
2k Tk
Somit wird
e 0 wenn k gerade
cn(f) = { —7% wenn Lk ungerade
Wir haben also
R Z k

k ungerade

Da f reell ist:

29

(2.1.1)
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4 sin(27kt) 4 = sin(27(2k — 1)t)
N D
k ungerade k=1

sin(27(2k—1)t)

T mit der Funktion

Auch hier vergleichen wir die endliche Teilsumme s4(t) = 2 S
f selbst:

AN

und hier fiir s7(t) = 2 2221 sin(@m(2k—1)t)

2k—1
1
0.5
1
0.2

0.60.8

c¢) Der "zweiweg-gleichgerichtete” Sinus: f(t) = |sint|.
Schaubild:



2.1. TRIGONOMETRISCHE REIHEN

Wir errechnen (mit 7" = 27, w = 1):

T 27
2 (f) = /31 ye Mt — / sin(t) e 3 dt

_ i (/ (1- k)tdt / —j (1+k) tdt)
2j 0
( (1- k)tdt / (1+k)tdt)

s

1
2j

1 .
N I SRS [ B0 IR 1 So0T
Zi(ﬂl—k) J(L+k) .
1 1 u 1
I S (1 I [(RE0T
2 \i(1-k) iR

_ o L L N_ 4
N k—1 k+1 k2 —1

wenn k gerade ist und ¢ (f) = 0 sonst.

Das fithrt zu

d) Der ”einweg-gleichgerichtete” Sinus: f(t) = 5(sint + |sint|).

1
2

s

)

2w

31
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£(t)

ANVA N

Wir berechnen die Koeffizienten cf(f). Zuerst sei k # —1, 1.

1 [ .
alf) = sin(t) e I*dt

27 Jo

([ e [ )
47j 0 0

_ 471Tj (((—1)’“‘1 -1 (=D* - 1))

TGS VIS TUREY
—1 (=)*F+1
2 k2 -1

Dies zeigt, dass ¢ (f) = 0, fiir ungerade k£ # —1,1 und

fiir gerades k.
Ebenso finden wir:

Damit erreichen wir
1 1. 2 = cos(2kt)
~ — 4+ Zsint — =
/ 7T—{—251n Wz4k2—1

Das Bild dazu fiir fo(t) = = 4 $sint — 2 S, CZZ(QZ_]“?

o o o© o
N O 0
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2.2 Rechnen mit Fourierreihen

In diesem Abschnitt sollen alle Funktionen als stiickweise stetig und T-periodisch vorausgesetzt

werden. Stets sel w = QT”

Angenommen, wir bilden aus gewissen Funktionen neue Funktionen. Wie sehen die zugehori-
gen Fourierreihen aus?

2.2.1 Hilfssatz (Linearitit). Sind f,g : R — C Funktionen wie oben gefordert, so ist

g ~ Yrelalf) +clg) )™

af ~ ez aci(f) el et

Beweis. Klar.

OJ

2.2.2 Hilfssatz (Konjugation und Zeitumkehr). Ist f wie oben und f_(t) := f(—t), so haben
wir

() = ¢ (f)
. (f-) = i (f)

Beweis. Direkt nachrechnen:

“(f e —jwhkt 1" . -
Ck(f) = — f(t)e Jwit gy — — f(t)ejwktdt _ C*,k<f)
T Jo T/
Die 2. Behauptung folgt aus der Substitutionsregel:
C*(f ) = l /Tf<_t)6_jwktdt = l /0 f(t)ejwksds = l /T f(t)ejwktdt — C* (f)
e T 0 T -7 T 0 —k
O

2.2.3 Hilfssatz (Dilatation, Translation, Frequenzmodulation). Angenommen, f sei wie bisher
und a > 0.
(i) Dann setzen wir

fa(t) = flat), 7.f(t) = fla+1)
und erhalten fiir die zugeordneten Fourierreihen:

fa ~ Zcz(f)ejwakt

kEZ
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nf ~ Y ()

kEZ

(i) (Frequenzmodulation) Wenn f mit eJ™* multipliziert wird, entsteht

ejnwtf ~ ZCZ—n(f)QjWkt

kEZ

Beweis. Auch hier benutzen wir die Definition der Fourierkoeffizienten, weiter nichts.
(i) Die Funktion f, ist %—periodisoh, und der zugehorige omega-Wert is w, = aw.

a T/a .
Glf) = 2 [ flaesertar
T Jo
I :
- / FE)e M dt = ¢ (f) (2.2.2)
0
Zur Translation:
I :
cpltp) = —/ fla+t)e 3k qt
T Jo
_ l/a+T f(s)efjwk(sfa)dt: ejwaki/a—’—T f(s)efjwksdt
T a T a
I T . atT : a :
= vk _ (/ f(s)e_“’ksdt+/ f(s)e_Jw’“dt—/ f(s)e_wksdt>
T \Jo T 0

o1 (T . .
— e]uak_/ f(s)eﬁ]wksdt:e]wakcz(f>
T Jo
Ahnlich beweist man (ii).

Gliedweise Differenziation

Wir erinnern uns an den Begriff der Stammfunktion:
Ist f: [a,b] — C stetig, so kann man mit

F(t) == /atf(s)ds
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eine stetig differenzierbare Funktion gewinnen, so dass I’ = f.
Ist nun f stiickweise stetig und beschrinkt, so ist F' ebenfalls definiert und stetig. Ihre Ab-
leitung existiert dort, wo f stetig ist. Insbesondere ist F' stiickweise stetig differenzierbar.

Definition. Die Funktion f : [a,b] — C heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn sie in
hochstens endlich vielen Stellen nicht differenzierbar ist und ihre Ableitung fiir jedes x auflerhalb
dieser Stellen existiert und stetig von x abhéngt. Wir nennen die Ableitung wieder f’.

Beispiel. Die Funktion f(x) := |z| ist stiickweise stetig differenzierbar und ihre Ableitung
existiert fiir alle  # 0. Es gilt f'(z) =1, wenn > 0 und f'(z) = —1, wenn x < 0.

2.2.4 Hilfssatz (Differenziation). Ist f : R — C stetig und T-periodisch, so gilt: Ist f stiick-
weise stetig differenzierbar, so ist

fr~jwd kep(f)eer

kEZ

Man erhdlt die Fourierreihe von f' durch gliedweises Differenzieren!

Beweis. Wir unterteilen das Intervall [0, 7] in Differenzierbarkeitsbereiche von f, also sind
0 <ty <ty <..<ty<T die Stellen, an denen f keine Ableitung hat, so haben wir

tj

[ rwea = e

7j—1

t; .
+ jwk / f(t)e 3“ktat
t]'_l

ti—1
. . t .
= )T ek [ foe iy
tj—l
Wenn wir noch setzen tg = 0,ty.1 = T, so erhalten wir durch Aufsummieren
i (f) = j whei(f)

O

Achtung: Dieser Satz gilt im allgemeinen nicht mehr, wenn f nicht als stetig vorausgesetzt
wird.

Ist etwa f die Sigezahnfunktion aus Beispiel a), so wird f'(f) = 1, wo immer f’ existiert.
Damit wird cj(f’) = 1, wenn k = 0 und c;(f’) = 0 sonst, wéhrend aber c;(f) = } fiir alle k& # 0.
Das folgende kann als ” Gegenstiick” zum Differenziationssatz angesehen werden:

2.2.5 Hilfssatz (Stammfunktion). Angenommen, f : R — C sei T-periodisch und stiickweise
stetig. Es sei

F(t) == /Otf(s)ds
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und angenommen, F'(T') = 0. Dann ist auch F' periodisch mit Periode T, und ihr ist die Fourier-
reihe

Fra(F) =5 3 (e

keZ\{0}

zugeordnet. Hierbei ist

¢t (F) :—%/0 LE()dt.

Die Fourierreihe von [ darf also gliedweise integriert werden !

Beweis. Zunéchst sehen wir:

Fit+T)= /Ot+T f(s)ds = /OT f(s)ds+/Tt+T f(s)ds = /Otf(s)ds = F(t)
—_—
—F(T)=0

Damit ist erkannt, dass auch F' die Periode T hat. Fiir die Fourierkoeffizienten gilt jetzt, da der
Differenziationssatz auf F' anwendbar ist:

%U%wWW——?%WL

wenn k # 0. Ferner haben wir

tj

tj
_ / LE' (1) dt
t

j—1

/ Y Rt = tF()

j—1

ti—1

Dabei haben wieder die ¢; die Bedeutung aus dem Beweis zum Differenziationssatz (wo wir f
durch F' ersetzen). Summieren wir dies auf iiber alle j =0, ...., N + 1, folgt die Formel fiir ¢f(F).

OJ

Beispiele. Wir konnen mit den oben hergeleiteten Regeln die Fourierreihen solcher Funktion
berechnen, die mit schon bekannten ”verwandt” sind.

a) Sei etwa g(x) = 3, wenn 0 < x < 5 und g(z) = —3, wenn —5 < z < 0. Ferner soll die
Funktion mit der Periode T" = 10 auf ganz R fortgesetzt werden.

Im Bild:
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3
-5 0 5
X
-3
Ist nun f die ”Pulsfunktion” aus (2.1.1), so haben wir
x
—3f(=—
o) = 31(=0)
Die Regel fiir die Dilatation mit Faktor a = % ist anwendbar und liefert uns als zu g gehorige
Fourierreihe -
6j el Fst
g~ = Z L
k ungerade
oder reell:

12 i sin (Z(2k — 1)t)
2k — 1

b) Die ”Zackenfunktion” h(z) = z, wenn 0 < z < L,
Dabei ist [ > 0 und h wird [-periodisch auf R fortgesetzt.
h(x)

und A(z) =1 — 2, wenn L <z < L.

X
0 12 ]

Wir sehen, dass die Ableitung von h auflerhalb der Werte mé, mit ganzzahligen m existiert,
und es gilt

wo immer b’ definiert ist. Nun ist die Fourierreihe von f(xz/l) gerade

x 2j ke
I~ 2 =

k ungerade

Der Satz von der Fourierreihe fiir Stammfunktionen ist anwendbar auf f(7), da fol f(7)dx =0.
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Fiir k£ # 0 erhalten wir
2 1

¢ (h) =

Weiter ist

o7 oomjk?
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11
w2 k2

l 1
ci(h) = —%/Otf(g)dt:—z/o sf(s)ds

_ (/01/2 sf(s)ds + /1/12 sf(s)ds)

1/2 1 1
= -] / sds—/ sds :—l(
0 1/2 8

Das reell geschriebene Ergebnis lautet nun

[ 2]

|

|
N
DN | —

|
| =
~_
~_

Il
N

2mkt
h~-——
L2y L ( : )
k>0 ungerade
¢) Die Funktion
h(t) = cost wenn 0<t<m
" | —cost wenn w<t<27
Dann ist T'=m,w = 2.
Das Schaubild ist folgendes:
1
0.5
1 2 3 4 5 6
-0.5
-1

Es folgt
h(t) = f5(t),

wenn t ¢ Zm
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Dabei ist fo(t) = |sin(t)| der 2-Weg-gleichgerichtete Sinus. Da fs iiberall stetig ist, ist der Diffe-
renziationssatz anwendbar und liefert wegen

2 « 1 2j kit
foe =22 e
k=0
nun, dass

th
hoe f2N__Z 4k2—1 :

oder reell:

Faltung zweier periodischer Funktionen

Definition. Sind die beiden Funktion f,g : R — C periodisch und stiickweise stetig (mit
Periode T'), so bezeichnen wir als Faltung von f und g die Funktion

0 (/ 1t - s)g

Folgende Figenschaften der Faltung sind wichtig:

2.2.6 Hilfssatz. a) Mit f und g ist auch f *x g wieder T-periodisch.
b) Ist f stetig differenzierbar, so auch f x g, und es gilt

(fxg)=f+g
c)Esgilt fxg=g=xf.

Beweis. a) ist klar. Zum Beweis von b) schreibt man den Differenzenquotienten auf

Frora = Lo~ L 7 (- s,epglopis + 5ot

£

mit

£

Q(t—s,e):/OT (m_‘s“)_ﬂt_s) —f’(t—s))g(s)ds

Mit Hilfe von
ft—s+e)—ft—5s)

. — f'(t—s)— 0, wenne—0

kann man dann nachweisen, dass % fo s,€)g(s)ds — 0 wenn € — 0.
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¢) Wir rechnen fiir 0 <t¢ <7 aus:

T
T-gxf /gt—s ds
0

O
Der Effekt der Faltung ist also, dass eine nicht differenzierbare Funktion (wie hier das g)
durch Falten mit f ”geglittet” werden kann.

Beispiel. Sei etwa f die "Pulsfunktion”, also f(z) = 1, wenn = € [0, 1/2) und f(x) = —1,
wenn x € [—1/2,0). f wird periodisch mit Periode 1 auf ganz R fortgesetzt.
Dann ist zunéchst

f=*f(s / f(s—t)dt — /2f(8_t)

Dann gilt fiir 0 < s <1/2:

1/2 s 1/2 1 1
/0 f(s—t)dt:/of(s—7f)dzf+/S f(s—t)dt:s—(i—s):%—i

1
2

1 sl 1 .

und

Also
fxf(s)=4s—1

Genauso zeigt man fiir % < s <1, dass

f*f(s)=3—4s
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Hier ist das Schaubild:

0.5

-1 -0.5 0.5 1
-1¥2
-1

Ferner ist, wenn wir ¢ = f x f wéhlen

Frals) = 85> —4s wenn 0<s<1/2
)= —8s2 4125 — 4 wenn -1/2<5<0

Der Graph der Funktion f * ¢ hat schon keinen Knick mehr

Die Berechnung von f ¢ eignet sich als Ubungsaufgabe.

41
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Die Fourierreihe der Faltung periodischer Funktionen

2.2.7 Hilfssatz. Sind f, g : R — stiickweise stetige Funktionen mit der Periode T, so ist

*gNZCk ekat

keZ

Beweis. Dazu rechnen wir die Fourierkoeffizienten von f x g aus:
Zunéchst haben wir:

T
Qlfre) = 7 [ reaetar

I :
= i (/0 f(t—s)g(s)ds) e I@R gt
I :
= —/ (/ ft— s)g(s)ewktds) dt
T Jo 0
1 /7 T _ .
= i (/0 ft— s)e‘wk(t_s)dt> g(s)e ks ds
Fiir jedes 0 < s < T ist aber das innere Integral umzuformen in
T—s .
/ f ﬁ]wk (t— S)dt — / f(t)eﬁ]wktdt
_g . T—s .
= ft)e 3 dt + / ft)e 3« dt
—s 0
T . T—s .
= f(t)e <M at +/ f(t)e <M at
T—s 0
T .
= [ s sar—1eis)
0

Setzen wir das ein, so finden wir die behauptete Gleichheit.

2.3 Konvergenz bei Fourierreihen

Wir miissen jetzt 2 Fragen diskutieren:
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e Wann konvergiert eine Fourierreihe Y, _, el ¥!7

e Wann kann man eine stiickweise stetige Funktion f aus ihrem Spektrum, also der Familie
ihrer Fourierkoeffizienten wiedergewinnen, kurz wann gilt

f(z) = Z cped U7

kEZ

Zuerst erinnern wir uns an den Begriff der Konvergenz einer Reihe:

Definition. a) Eine Reihe Y ;- ay heiBit konvergent gegen ein a € C, wenn die Folge der
Partialsummen (s,), gegen a konvergiert, also

n
sn::E ar —» a, wenn n —» 0o
k=0

Wir schreiben dann
o0
E ap = a.
k=0

b) Seien f; : [a,b] — C Funktionen. Dann nennen wir die Funktionenrethe y - fi(z)
punktweise konvergent gegen eine Funktion f : [a,b] — C, wenn

S file) = f(2)

fir alle z € [a, b] gilt.

c) Wir sagen, eine Folge (f,,), stiickweise stetiger Funktionen) konvergiere im quadratischen
Mittel gegen eine (ebenfalls stiickweise stetige) Funktion f, wenn fab | fn(t) = f(t)|?dt — 0, wenn
n — oo. Entsprechendes gilt fiir Funktionenreihen.

d) Angenommen, alle fj, aus (b) seien stetig. Dann nennen wir die Reihe Y- fi(2) gleichmdifig
gegen [ konvergent, wenn

max — 0

a<z<b

> fe(@) = f()

mit n — 00.

Anschaulich bedeutet das: Wenn f die Grenzfunktion einer Reihe ist, dann muss zu jedem
€ > 0 eine Zahl ng existieren, ab der der Graph von s, = ZZ:O fr in dem Parallelstreifen der
Dicke € um den Graphen von f verlauft.
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[¢2]

RORE R

Beispiel. Angenommen, a = 0,b = 1/2. Dann konvergiert die Reihe > -, 2" gleichméBig auf
I=10,1/2] gegen f(z) = .

Denn
n n+1 n+1
ok 1—=x 1 @
Z 1—x l—2x 11—z
k=0
also
n n+1
k x _n
max E " — f(x)| = max =2""—0,
0<w<1/2 | «— 0<z<1/21 —x

wenn n —» oQ.
Das folgende Kriterium fiir Konvergenz benotigt keinen ”Kandidaten” fiir eine mogliche
Grenzfunktion:

2.3.1 Satz. a) Eine Reihe von )., fx(z) von Funktionen konvergiert punktweise, wenn zu
jedem x € [a,b] Zahlen c(x) > 0 existieren, so dass | fy(z)| < cx(z) und >~ cx(x) < .
b) Eine Reihe von )", fx(z) von Funktionen konvergiert gleichméfig, wenn zu jedem k > 0
eine Schranke ¢, > 0 existiert, so dass

Inax | fe(@)] < e

fiir alle k und weiter die Reihe )"}, ¢ konvergiert. In diesem Fall ist auch die Grenzfunktion f
wieder stetig.

Beispiele. a) Die Reihe Y7, Sink(;ém) konvergiert gleichmiBig auf R. (Folgt aus Y, 7 < 00).

b) Die Reihe > -, W konvergiert punktweise auf R, aber auf [—1/2, 1/2] nicht

gleichméfig. Denn sie ist Fourierreihe einer Funktion mit Unstetigkeitsstellen in den ganzen
Zahlen.
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Die Bessel-Ungleichung

Die folgende Ungleichung sagt etwas iiber das Verhalten der Fourierkoeffizienten c¢j(f) aus,
wenn |k| — oo, ndmlich:

2.3.2 Satz. Wenn f : R — C stiickweise stetig und beschrénkt ist, so gilt

Z k=g [ rora g [ s

n

A
Z lei(f)]? < T/ |f(t)|?dt Besselsche Ungleichung

2

k—n

Es folgt

k=—n
Insbesondere muss ci(f) — 0 gehen, wenn |k| — oc.

Beweis. Wir rechnen ein Integral aus, und zwar

i

2

T n T
dt = / [f())Pdt =2 Recp(f) [ f(t)e *"dt
0

n

ORI A Ca

k=—n

=0,wenn k#l, =T, sonst

_ /| |dt—2TZ|ck |2+TZ|ck

k=—n k=—n

= / ]dt—TZ|ck

k=—n

Daraus konnen wir die Behauptung ablesen.
OJ
Die Partialsummen der Fourierreihen bilden in dem folgenden Sinne eine bestmégliche Ap-
proximation an eine stiickweise stetige Funktion f:

2.3.3 Satz (Bestapprozimation im quadratischen Mittel). Ist die T-periodische Funktion f :
R — C stiickweise stetig und beschréinkt, und ist P*(t) = Y ;" ayel“* ein komplexes trigo-
nometrisches Polynom, so haben wir fiir das quadratische Mittel von f — P* stets

1 [T 1 (7
f/o - POra = Y 160 —ak|2+f/0 ) = su(HOP dt = 3 |6 (f)

k=—n kesS
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n

wobei S = {—m,...m} \ {-n,...,n} und s,(f) := Z ch(f)edert,

k=—n

Beweis. Der Beweis geht dhnlich wie der des vorherigen Satzes.
OJ

2.3.4 Satz (Ungleichung v. Cauchy-Schwarz) Sind f, g : [0,T] — C stiickweise stetig, so gilt

\/ f(t) dt\ (/OT|f|2dt-/oT|g|2dt)l/2

Beweis. Wir nehmen an, es sei I, fo lg|?dt > 0. Schreiben wir ¢ := fo g(t)dt/1,, so ist

T T
o< [ 10— catPae = [ 1rPae 1o,

Durch Einsetzen von ¢ und leichtes Umstellen der Ungleichung folgt die Behauptung.
OJ

Schliefflich fiigen wir noch die folgende Verbesserung der Besselungleichung hinzu

2.3.5 Satz (Parseval-Vollstindigkeitsrelation). Ist f : R — C stiickweise stetig und T-

periodisch, so gilt
S Ik = [ 1P
0

keZ
Beweis. Ist f : [0,7] — R stiickweise stetig, so finden wir zu jedem £ > 0 eine stetige
Funktion f. : [0,7] — R mit & [ |f — f.|%dt < e.

Nun benutzen wir den im ersten Kapitel skizzierten Satz, dass f. gleichméfig durch eine
Folge trigonometrischer Polynome (P}),, approximiert werden kann. Dabei hat P} die Gestalt

P;; = Z;n:_m akej“kt .
Der Satz iiber die Bestapproximation fiir f. liefert uns dann

1 (T 1/2 1 (T
(7 [ 18- swbar) < (4 [r-mPas ¥

n<|k|<m

1/2

A

1/2

1 T * *
< 7 [ 1n-mbas X lamr

n<|k|
wenn nur m > n. Lassen wir zuerst m — oo streben, so folgt

—/ sulfo)Pdt < 3 [ ()P

n<|k|
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Danach lassen wir n — oo streben und erhalten die Behauptung zunéchst fiir f., denn es ist

I I
o REROIED DA I VALY

n—oo I’
kEZ

Hierin darf man noch € 0 gehen lassen und erhélt dann die Parsevalgleichung.
OJ

Zur Konvergenz einer Fourierreihe:
Wir erinnern uns an das folgende

Beispiel: Die Séagezahnfunktion fy(t) := ¢, wenn 0 < t < 27 und f(z) := fo(z — 27n), wenn
n ganz ist und x — 27n € [0, 27), hat die Fourierreihe

> sin(kt
f~7r—2Z ]E: )
k=1

also hat die rechte Seite bei Null den Wert =, wahrend f(0) = 0 ist. Eine Funktion, die die
von uns bisher gestellten Bedingungen erfiillt, wird im allgemeinen nicht durch ihre Fourierreihe
punktweise dargestellt.

Man koénnte bei dem oben gegebenen Beispiel vermuten, das liege an der Unstetigkeit der
Sagezahnfunktion. Aber auch, wenn man von der Funktion f die Stetigkeit voraussetzt, kann
man nicht schliefen, dass sie durch ihre Fourierreihe dargestellt wird. Ein erstes Beispiel hierfiir
wurde von P. Du Bois-Reymond 1876 gefunden, womit eine alte Vermutung von J. Fourier
widerlegt wurde. L. Fejer fand 1910 noch einfachere derartige Beispiele.

Unter maflvollen Zusatzvoraussetzungen an eine stiickweise stetige Funktion f kann man aber
die Konvergenz ihrer Fourierreihe nachweisen.

2.3.6 Satz. Sei f : R — R stiickweise stetig und T-periodisch. Angenommen, es gebe ein
kleines 0 > 0, so dass f auf (ty — d,ty) und auf (to,to + 0) differenzierbar ist, und sogar die
Grenzwerte [ (to) := li{‘% f'(to £ t) existieren.

t

a) Ist f an der Stelle ty € (0,T) stetig, so konvergiert s,(f)(to) gegen f(to).
b) Sei f(to) := %(ﬂr(to) + f-(to)), wobei fi(to) := 11\1;% f(to = t). Dann konvergiert s, (f)(to)

mit n — oo gegen f(to).

c) Wenn f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist und eine Schranke M existiert, so
dass |f'| < M iiberall dort gilt, wo f’ definiert ist, so konvergiert ihre Fourierreihe gleichméBig

gegen f.
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Beweis. a) nach P. Chernoff (1980). Die Funktion g(t) := %, mit w := 27 ist ebenfalls
fi(to)

mit ¢ \, 0. Die

komplexen Fourierkoeffizienten von g bezeichnen wir mit dj. Mit der Besselungleichung folgt nun
dr — 0, wenn |k| — oo. Sei nun 7, f(t) = f(t + to). Dann haben wir

Tio f(t) = f(to) + (1 = &“)g(t) = f(to) + g(t) — &"g(t)

Fiir die komplexen Fourierkoeffizienten bedeutet das mit den Regeln zur Translation und Fre-
quenzmodulation

stiickweise stetig, auch in einer Umgebung der 0, denn g(+t) — =+

cpe“FO = f(to) + di — dis

und fiir die Fouriersummen

n n

> ad ) — s (m, )(E) = f(to) + Y (A = di1)P

k=—n k=—n

Wiéhlen wir ¢t = 0, so folgt
Sn(f)(tO) - f(t0> - dn - d—n—l — 07

wenn n — 0o.

b) Wir arbeiten mit der M&anderfunktion ¢(¢) := —1, wenn —%2 <t < 0 und ¢(¢) := 1, wenn
0<t< L Set~zen wir A := f(to) — f-(to), so ist die Funktion f(t) ::j(t) -2 (j — to) bei tg
stetig. Es ist f(to) = f(to). Nun folgt mit Teil a) fiir f statt f, dass s, (f)(to) — f(to) = f(to).

Aber 5,(¢)(to) = 0, also ist auch s,(f)(to) = sn(f)(fo) konvergent gegen f(to).
¢) Der Differenziationssatz ist anwendbar und liefert i (f") = jwkci(f), also

2

> lanl) < X khr<s [ nopa

0<|k|I<N 0<|k|<N
d damit S 2001D folgt all
un ami = — — . Daraus 10 alles.
T k=1 k? °

OJ
Es muss eine stirkere Bedingung gestellt werden. Die Bedingung der Differenzierbarkeit ist
hinreichend, aber zu restriktiv. Wir werden weiter unten ein ”Mittelding” zwischen Stetigkeit
und Differenzierbarkeit kennen lernen, das die Darstellbarkeit einer stetigen Funktion durch ihre
Fourierreihe impliziert.

Wir stellen zuerst die Fouriersummen

n

sa(£)(t) =D er(f)e™

k=—n



2.3. KONVERGENZ BEI FOURIERREIHEN 49

einer 2m-periodischen Funktion f : R — C mit Hilfe des Dirichletkerns dar:

a0 = o ”(2 f(s)ej’““‘s)> ds

= / f(8)Dy(t — s)ds

= 5 6Dt = s)as
- ;ﬁ 1t = 9)Du(5)ds

mit dem Dirichlet-Kern:

Hier sind die Graphen von D, und Ds:

ERTa
Ubungsaufgabe: Es gilt
a) Dy(—u) = Do), b) [ Dp(u)du =27, ) Dy(u) = S0tz

1
0 sin 5u

2.3.7 Hilfssatz. Ist g : R — C stiickweise stetig und beschridnkt und hat die Periode 2w, so
gilt:

/Oﬂg(s) sin((n + %)S) ds — 0, n — 0o
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Beweis. Die Funktion gi(s) = 0, fir s < 0 und g¢1(s) = g(s), fir 0 < s < 7, ist stiickweise
stetig und beschrinkt. Aus der Besselungleichung fiir die Funktion g»(s) := g;(s)e™32 folgt nun,
dass

1 (7 1 1 T cs s 1
— [ g(s)sin((n+ =)s)ds = ——Im / gi(s)e?2e"%ds | = ——Imc)(g2) — 0,
2m Jo 2 2T 2m

mit n — oo. Daraus folgt der Hilfssatz.
Zur Formulierung des Konvergenzsatzes brauchen wir noch eine technische Bedingung:

Definition. Eine stiickweise stetige T-periodische Funktion f : R — C erfiillt in einem Punkt
to € R die Dini-Bedingung, wenn mit einer geeigneten Konstanten ¢ > 0 gilt

[UELDHTE =9 N,y [+ 41602250

S a0 S

ds < 0o

Dabei ist ; ;
o) = LI (07)

Beispiel: a) Erfiillt f eine Abschéatzung |f(t) — f(s)| < C|t — s|* fiir alle s und ¢, wobei C' von
s und t nicht abhéngt, so ist die Dini-Bedingung an jeder Stelle ¢* erfiillt.
Denn

|f(t"+s) = f(t" —s) = 2f(t")] < 2Cs”

/5 |f(t*+s)+f(t*—s)—Zi(t*)ld8<20/‘5sa_1dszE(Sa
0 B 0

also

S (0%

b) Sei nun f(t) := (log(1/[t — 5|)~* fiir ¢ # 1/2 und f(1/2) := 0 und f sei mit der Periode 7' = 1
periodisch fortgesetzt. Dann ist f stetig iiberall, f(1/2) = 0, aber dennoch ist fiir jedes 6 > 0

/5|f(t*+5)+f(t*—8)—2i(t*)| /5 ds
ds =

s s log(1/s)
also ist die Dini-Bedingung bei 1/2 nicht erfiillt.

=Inln(1/a) — oo, wenn a \, 0,

Man kann zeigen:

2.3.8 Satz. Gegeben sei eine stiickweise stetige T-periodische beschrédnkte Funktion f : R —
C.
a) Ist dann in ty die Dini-Bedingung erfiillt, so konvergiert die Fourierreihe von f in t, gegen
f(to)-
b) Wenn dann f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist und eine Schranke M existiert,
so dass |f'| < M iiberall dort gilt, wo f’ definiert ist, so konvergiert ihre Fourierreihe gleichméfig

gegen f.
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Beweis. Aus a) folgt b), da eine Funktion mit den Eigenschaften aus Teil b) die Dini-
Bedingung erfiillt. Indem wir fiir fi(s) := f(s/w) argumentieren, diirfen wir annehmen, es sei
T = 2m.

Zum Beweis von a) schreiben wir zuerst (Eigenschaft a) des Dirichletkerns):

slt) = o ([ ste—sputspas+ [~ opatons )
= o ([ 1t omuorts s [ rte. - omo1as)

Es folgt (wieder mit Eigenschaft a)):

)t = £t = 5= [Tt 8) = fe)Dus)s + o= [ (=) = o)D)

_ % Oﬂ(f(t*—i—s)—i—f(t*—s)—Qi(t*))Dn(s)ds

LTS s) + S =)~ 26 (k)
= o n(s/2) -sm((n—l—?s)ds
B (e R (et R 15 DR
2w s sin(s/2) (( +2) )d

5 _ _§) —
b [ 2T ZH) g

Nun ist aber [s - Dy(s)] < gz < 3, fiir alle n und 0 < s < 0, wenn nur ¢ klein gewéhlt
wird.
Die Dini-Bedingung sagt nun, dass fiir gegebenes ¢ > 0 das 2. Integral unabhéngig von n dem

Betrage nach kleiner als £/2 wird, wenn nur ¢ klein gemacht wird. Auf das erste Integral wenden
wir den Hilfssatz mit g(s) := f(t*+8)+sifn((t;/_2§)_2i(t*)

groBien n ebenfalls kleiner als 5.

an. Sein Betrag wird dann ab einem geniigend

Beispiele

a) Die Sdgezahnfunktion fo(t) :=t, wenn 0 < ¢ < 27 und f(x) := fo(x —n), wenn n ganz
ist und # —n € [0, 27). Der Satz ist anwendbar und sagt, dass s, (f)(t) gegen f(t) strebt, wenn
t ¢ Z(2m) und s,(f)(2nm) — 7 fiir alle n.

b) Die ” Zackenfunktion” h(z) =z, wenn 0 <z < 1, und h(z) =1 — 2, wenn L <2 <. Nun

[ 2 1 2rk
konvergiert die Fourierreihe 12 Z e cos < Wl I) iiberall gegen h.
k>0 ungerade

Mit 2 = 0 erhalten wir

k>0 ungerade
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Nun ist aber

Also

= w
hE
Tl =
Il
oo | 3
WE
%~
I
o|

>~
Il
MR
e
Il

1

Das Gibbs-Phinomen

Der Mangel an GleichméBigkeit im Konvergenzverhalten der Fourierreihe einer Funktion mit
Sprungstellen lasst sich quantitativ beschreiben:

2.3.9 Satz(Gibbs-Phinomen). Sei f : R — R eine (2r)-periodische stiickweise stetige Funk-
tion und xy € (—m, ) sei eine Stelle, so dass fiir ein h > 0 die Funktion f sowohl auf (xo — h, x)
als auch auf (zo,x¢ + h) Lipschitz-stetig ist. Angenommen, es sei f(xo—) # f(xo+), (wobei
f(xox) = limpo f(xo £ t) der rechts-bzw. linksseitige Limes sein soll). Dann gibt es Stellen
th t € (xg — h,xo + h), so dass

A t |A
Isu(F) () = sul(F)(to _, Al / sint gy 7‘ 1.17898... |
wenn n — oo und A = f(xg+) — f(xo—).
Dabei ist s,,(f)(t) = >, ci(f)ei“* die n.-te Fouriersumme.

Das bedeutet, dass die Fouriersummen bei 2y den Funktionswert um bis zu 17.8 % der halben
Sprunghdche 7 iiberschwingen” konnen.

Wir sehen uns die ”Maanderfunktion” f(z) := —1 auf (—m,0] und f(z) = 1 auf (0,7) an
welche (27)-periodisch auf R fortgesetzt wird.

a) Die Fourierreihe von f ist
4 i in((2k + 1))
v 2k +1

b) Fiir die n.-te Fouriersumme s,,(f) gilt

Y

Hier sind Schaubilder der Fouriersummen so5(f):
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0.5 r

-0.5

-1.5

sowie s50(f)

1.5

0.5

-0.5

-1.5

53
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und s75(f):
1.5

05 r

-0.5

-1.5

Wir wollen nun ein Konvergenzkriterium betrachten, das mit den Fourierkoeffizienten allein
auskommt.

2.3.10 Satz. Angenommen, f : R — R sei (27)-periodisch und stiickweise stetig. Gibt es
dann eine Konstante C' > 0, so dass

C
e ()] < T

fiir alle k € Z, k # 0, so konvergiert s, (f)(to) mit n — oo gegen f(to), wenn f in t, stetig ist.

Beweisskizze.
Schritt 1: Wir bilden das Cesaro-Mittel

si(f) +s1(f) + ...+ se(f)

ou(f) = 7

und stellen dann fest, dass

wl it = | " Flto — s)Fils)ds
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wobei Fy der Fejer-Kern

ist. Es gilt, dhnlich wie beim Dirichletkern
a) Fg 2 0 und Fg(—t) = Fg(t)
b) [T F(t)dt =1
und zusétzlich
c) Fir § € (0,7) ist Fy(t) < m, wenn 7 > |t| > 4.
Hieraus folgt, dass

ao(f)(to) — f(to)

Schritt 2: Wir vergleichen s,(f) mit den "modifizierten” Cesaro-Mitteln

{—m

Ome(f) = S

fiir m < £.
Zuerst stellen wir fest, dass

omelf) = (¢ + 1)U£+1(f)€—_(:: + 1)omi1(f)

und

rnd )0 = 5D+ 3 L Hg gy

m<|k|<¢

Aus der ersten Formel erhalten wir dann mit Schritt 1, dass fiir festes p gilt

Tpn,(pr1)n(f)(to) — f(to)

mit n — oo.
Aus der zweiten Formel erhalten wir, dass fiir alle k,m,n € N mit kn < m < (k+ 1)n gilt

k) t0) = 51 10)] < 7

Beides zusammen liefert uns die Behauptung des Satzes.
OJ

Achtung. Man kann eine (27)-periodische stetige Funktion konstruieren, bei der die Fourier-
reihe in tg = 0 divergiert. Sie erfiillt die Bedingung des obigen Satzes aber nicht.
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Anwendungen der Fourierreihen
a) Der Tiefpassfilter

Dies ist ein Schaltkreis, der aus einem Widerstand R und einem Kondensator mit Kapa-
zitdt C besteht. Sein Zweck besteht darin, Anteile hoher Frequenz in der Fourierzerlegung der
Eingangsspannung ”herauszufiltern”, d.h.: Die Fourierzerlegung der Ausgangsspannung enthélt
Anteile mit hoher Frequenz nur mit kleinem Gewichtsfaktor.

Tiefpassfilter benutzt man beim Bau von Lautsprechern.

O R O O
U c U
O O O

Die Ausgangsspannung U (t) und die Eingangsspannung U, (t) sind durch die Differentialglei-
chung .
RCU+U=U,

miteinander verbunden. Nehmen wir jetzt an, dass U, stetig, T-periodisch und stiickweise bschrankt
differenzierbar sei, so schreiben wir U.(t) = Y, c, ¢ied“*. Setzen wir auch fiir U eine Fourierrei-
he an, U(t) = Yo died“*, so entsteht zwischen den Fourierkoeffizienten beider Funktionen die
Beziehung

Ch

1+ jwRCk

sind die Fourierkoeffizienten der Ubertragungsfunktion:

(j RCwk + 1)d;, = ¢, also dj, =

: 1
Die Faktoren m

_ T 1 —t/RC
he(t) = pa1———mee " 0<t<T,
die T-periodisch auf R fortgesetzt ist.

Das rechnen wir nach:

T
1 1

T —-T/RC —T/RC
l/ e (otiemigy — 1 o (atiery| | _ L1—e /RS RC1—e"
T J T RC + jwk

T X +jwk T 1+jRCwk

0

Je grofler also der Betrag von k ist, desto kleiner wird , so dass Anteile von hoher

1
Frequenz ( d.h. grofles w k) kleines Gewicht erhalten und unterdriickt, also herausgefiltert werden,
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wahrend Anteile mit niedriger Frequenz weniger geschwicht ”durchlaufen”. Daher rithrt der
Name " Tiefpassfilter” fiir die oben skizzierte Anordnung.
Eine Anwendung der Faltungsregel lehrt noch, dass auf (0,7)

U) = S cilhr)eie ™ = ha < U.(0) = 7 [ hr(s)Un(e = s)ds

keZ

wird.

Als Beispiel betrachten wir nun als Input U, den 2-Weg-gleichgerichteten Sinus, U.(t) =
Up| sin(wt)| der Konvergenzsatz ist anwendbar, da U, stetig ist, und dort, wo U/ existiert, |U.| < 1
gilt. Daher wird

_ 2 1 2j wkt
Ut ==22 =1
k=0
Wir erhalten dann
2Uo - 1 2j wkt
U(t) = — Jw
®) 7 4= (1+2jwRCk)(4k2 — 1)"

k=0

Das ist die Fourierdarstellung zu U.

b) Der Hochpassfilter ist eine Schaltung &hnlich wie der oben Gezeigten, jedoch sind Konden-
sator und Widerstand vertauscht, also

]
O O O
] I
C
U e(t) R U()
O é O

Ist U die Spannung am Kondensator, so ist die Ausgangsspannung U, durch U, = RCU

gegeben, und U erfiillt die DGL
1 1

Ut ~u= L
RC RC
Ist dann U.(t) = Y, cxe?“* die Fourierzerlegung der Eingangsspannung U, so ist

B JwRCE ket
Ua(t) = ; T 1 iwRO K

die Fourierzerlegung der Ausgangsspannung.
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c¢) Temperaturverteilung in einem Stab der Linge L.

—

0 L

Ist f:[0,L] — R stetig und existieren die 3. Ableitungen iiberall auf (0, L) und sind auch
in 0 und L stetig fortsetzbar, so hat die Randwertaufgabe fiir die Warmeleitungsgleichung

ou  J%u

ot a2
u(t,0) = wu(t,L)=0
uw0,2) = f(z)

eine Losung.
Wir setzen f zu einer ungeraden 2L-periodischen Funktion fort, indem wir f auf [L,2L]
definieren als f(z) := —f(2L — x).
f(x)

\/—/ '
L 2L 3L

Wir kénnen nun f darstellen in der Form

flz) = Z Ch sin(fx)
k=1
Dabei folgt aus der Annahme iiber die 3-malige stetige Differenzierbarkeit von f, dass f” durch
die Fourierreihe darstellbar ist, die aus der von f durch 2-maliges gliedweises Differenzieren
entsteht. Diese Fourierreihe konvergiert absolut und gleichméfig gegen f”.
Fiir jedes k > 1 erfiillt
2

u(t, z) == e Mk sin(A\pz)

die Gleichung
8uk 82uk

ot Ox2
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und es gilt zusétzlich uy(t,0) = uy(t, L) = 0, wenn A, = Z& gewdihlt wird. Daher definieren wir
die Funktion

2 k
ZCke et sin 7;95)

Aus unseren Annahmen iiber f konvergiert aber diese Reihe zusammen mit ihren 1. Zeitablei-
tungen und 2. z-Ableitungen gleichméafig.

Isoperimetrisches Problem

Gegeben sei eine nach der Bogenldnge parametrisierte glatte und doppelpunktfreie geschlos-
sene Kurve a(s) := (z(s),y(s), fir 0 < s < L. Wie grofl kann die von o umschlossene Fléche
sein? Die Antwort lautet so

2.3.11 Satz (Isoperimetrische Ungleichung). Sei o wie eben und die Leibnizsche Sektorformel
2 L2

anwendbar. Ist dann A die von o« umschlossene Fléche, so gilt A < e Genau dann ist A = —
7

)

L
wenn « ein Kreis mit Radius R = — wird.
T

Beweis. Wir schreiben z(s) und y(s) als Fourierreihen

1 oo
x(s) = 40 + Z ay cos(kws) + by sin(kws)

1 = .
y(s) = g0+ ; co cos(fws) + dg sin(fws)

woraus folgt

¥'(s) =w i k( — ay sin(kws) + by, cos(kws))
k=1

=w Z ( — ¢osin(lws) + d; cos(ﬁws))

Mit den Orthogonalitétsrelationen folgt nun

L 0
/ 7' (5)%ds = wr Z k*(a; + b?)
0

k=1

o0

L
/ Y (s)%ds = wr 252(63 +d3)
0

(=1
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Folglich, da z'(s)* + ¢/(s)* =1

L o0
L= / (x’(s)2 - y'(s)Q)ds = wm Z k(a2 4+ b2 + c; +d3)
0

k=1

Ebenso folgt

L L o
/ 2'(s)y(s)ds = —/ z(s)y (s)ds =7 Z k(—aydy + bicy)
0 0 k=1
Mit der Sektorformel erhalten wir

A=m Z k(—akdk + bka)

k=1

Nun gilt aber
k(a2 + b2 + ¢ + d}) — 2k(—agdy + beci) = (kay, + di,)* + (kb — cx)? + (K* — 1)(d2 + ¢3)

Summieren wir das iiber alle £ > 1, folgt

L? L T 2 2 2 2 2
E—A:%—Azag(k;akqtdk) + (kb — ) 4+ (K2 = D)(d2 +¢2) >0

Das ist die isoperimetrische Ungleichung. Soll hierin Gleichheit bestehen, muss a1 +d; = by —c¢; =
0und ar, = b, = ¢, = d;, = 0 fur k > 1 werden. Dann haben wir aber

) =3 (1) + (1 Yeostes) + (11 Ysintes

Anwendung. Eine Stadt werde von einer Mauer von 20 km Lange umschlossen. Dann ist die
Fliche dieser Stadt maximal Ay = 120 = 31, 8km®.

Das ist ein Kreis.
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Die Fouriertransformation

3.1 Uneigentliche Integrale

Wir streben nun an, gewisse Funktionen auch iiber unbegrenzte Intervalle und solche Intervalle
(a,b) zu integrieren, auf denen sie nicht beschrinkt sein miissen. Das ist unter verniinftigen
Voraussetzungen moglich.

Definition. a) Angenommen, eine Funktion f sei stetig auf dem Intervall (a,b]. Wenn dann
der Grenzwert

lim ’ f(z)dx

existiert, nennen wir f integrabel iiber (a,b]. Analog nennen wir eine auf [a, b) stetige Funktion

integrabel auf [a, ), wenn
b—e

slir(r)lJr f< )
existiert. Wir bezeichnen in beiden Féllen als (uneigentliches) Integral von f iiber (a,b) die Zahl

/abf(x)d:c — lim f( baw. /f b [ Ef()

6—0+ Ces0+

Eine entsprechende Definition treffen wir fiir stiickweise stetige Funktionen, wobei wir nicht
fordern, dass diese Funktionen beschriankt bleiben.

Angenommen, eine Funktion sei auf [a,00) erkldrt und (stiickweise) stetig; wenn dann der
Grenzwert limp o faR f(z)dx existiert, so schreiben wir

/OO f(x)dx = }%gn Rf(a:)da:

61
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Wenn f auf R definiert und (stiickweise) stetig ist und gibt es ein a € R, so dass

R
lim/ f(z)dz und P}gn f(z)dz

R—o0 _R

existieren, so definieren wir

R—o0 R—o0

/_Z f(z)dz = lim /aRf(x)dx + lim /_;f(x)dx

Beispiele. a) Ist 0 < s < 1, so ist

1 1 !

dx . dx ) 1
— = lim — = lim

0o T5 620+ J5 x5 §=0+1—5

b)
2 1/2 1/2
V2 d _ 2 da -1 I 1 1
5— = lim 5— = lim — = — — lim = —
o xln®z o0+ )5  zxln*r é—o+rInzx 5 In2 s-0+In(1/§) In2
c)
> dx , B dy _ .
/OO T2 ngréo i }%glgo arctg(R) — arctg(—R) = 2}%21;0 arctg(R) =7
d) Sei nun f(z) = 1-5. Dann existiert zwar

R—o0

/Z f(x)dx

lim / Z F(x)dz

(mit Wert 0), aber nicht

Denn ist a € R, so haben wir

1. 1+ R?
= ln———
2 14 a?

R 1 R
/ f(x)dx = §ln(1 + %)

a

so dass der Grenzwert limp_, o faR f(x)dx fiir kein a € R existiert.
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¢) Die Funktion f(z) = ®2Z ist iiber R integrierbar. Denn ist R > 5 beliebig, so wihlen wir
ein maximales ganzzahliges n mit (n + 1)7 < R. Es folgt

n R

/ f(z)dx = Z /kk+1 dx+/(R f(z)dx = Z(—l)kfk —i—/ f(x)dx

n+1)w k=0 (n+1)m

mit
(k+1)m

I, = (—l)k/k f(z)dx

™

Durch partielles Integrieren errechnen wir

(k+1)m
L= (-1

(k+1)m
Y
k

iy

km
(k+1)m COS T

1
- 4+ (=1)
(k:+1)7r+k:7r+( >/,m x?

B 1 +i+/” cosx dr > 0
 (k+Dm o kn Jy (x4 k)2

Nun gilt aber

(n+2) T
g/ |f(z)lde < —— — 0, n — 0
(nt+1)m n+1

R
‘ | s
(n+1)m

und weiter ist

/ CcosS T L
:c—l—lmr k2
Die Reihen
> 1 1
—1)k 4
;< ) ((k:+1)7r+k7r)
und .
T cosx
—1)k ——d
;( ) /o (@+kmpE

konvergieren, also auch Y 77 (—1)*I), und wir erhalten

/Oo Fla)de =2 lim S
o k=0

Das beweist alles.
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3.1.1 Satz. Wenn f : R — R sei stiickweise stetig ist, d.h. auf jedem Intervall der Form
[—a, a] nur endlich viele Unstetigkeitsstellen hat, so existiert das Integral ffooo f(z)dz, wenn das
Integral [ |f(z)|dx endlich ist.

Das Beispiel e) lehrt, dass die Umkehrung dieses Schlusses im Allgemeinen nicht gilt.

3.2 Die Fouriertransformierte

Wir ordnen nun jeder ”verniinftigen” Funktion eine neue Funktion zu, deren Werte in den ganzen
Zahlen die Fourierkoeffizienten liefern, wenn die Funktion periodisch ist.
Definition. Angenommen, f : R — C sei stiickweise stetig. Ferner unterstellen wir, es sei

| 1@l < oo

o0

Wir nennen f in diesem Fall absolut integrabel. Dann bezeichnen wir als

flw)= [ fw)etenas
die Fouriertransformierte von f. Sie ist eine Funktion von w € R

Wir studieren wichtige Figenschaften dieser Funktion. Zunéchst einige

Beispiele. i) Sei f(z) = 1, wenn a < x < b (mit endlichen Zahlen a < b). Ferner sei f(z) =0,
wenn z ¢ [a,b]. Dann gilt

flw) = /be_j‘”’da:

b

— 1 efj wx
—jw

= 1 (e_j wh _ wa)

_ L heera (ef%jw(bfa) _ e%m‘w(bfa))
2 . 1

= ;e‘éjw(b“) sin(é(b —a)w)

Das Bild fiir den Fall a = —b , sieht so aus:
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VRV,

ii) Die Funktion f(t) = ¢, wenn ¢t € [0,!] und f(¢t) = 2l —t, wenn t € [[,2l] und f(¢) = 0 sonst.
Dann gilt

l 2l
flw) = / te 3@t dt 4 / (21 — t)e 3@tdt
0 l

Nun errechnen wir fiir die Einzelintegrale:

b 1 .
/ te At = ——te I
0 —Jw

und

2 ! !
/ (20 — t)eI¥dt = / se A=) g — o7 wl/ sed@Sds
l 0 0
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Zusammen ergibt das

l l
flw) = ( /0 te 3tdt + /l 2 (2z—t)e—jwtdt>

— wi (_1 + 26—jwl . 6—2jwl)

— . 4 . 1
= — (e"'“’l — 1)2 = Ee’”‘” sinz(ilw)

(iii) Fiir a > 0, b € Rsei f(z) = "7 wenn x > 0 und f(x) = 0 sonst. Hier ist der Graph
von | f]:

Dann erhalten wir

. S 1
_ (i b+ g — _
w) = e T = .
@) /0 a+jb+w)

(a—jb)x

Genauso folgt fur g(z) = e~ , wenn x > 0 und g(x) = 0 sonst

S\ —(a—j(b—w))z 7,. _
J(w) = / e de = ————
( ) 0 a—jb—-w)

Nun ist

~f —2je *"sin(br) ,wenn x>0
(f—g)@)—{ 0 ,wenn z<0
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und folglich

/O =589 i (bp)dy = _Lﬁ(f—g)(w)
o ( 1 )
2 \a+jlb+w) a—jb-w)
b b

(a+jw)24+b a2+ b2 —w? +2ajw

Wir kénnen die Funktion f aus ihren Fourierkoeffizienten zuriickgewinnen, wenn sie stetig
differenzierbar ist. Ferner geniigen die Fourierkoeffizienten gewissen Rechenregeln
Wir untersuchen daher,

e ob entsprechende Regeln auch fiir die Fouriertransformierte gelten

e ob und wann man eine iiber R integrable Funktion aus ihrer Fouriertransformierten rekon-
struieren kann

Rechenregeln fiir die Fouriertransformierte

Von jetzt an setzen wir unsere Funktionen stets als stiickweise stetig und absolut integrabel
voraus.

3.2.1 Satz. Seien f,g: R — R Funktionen wie oben gefordert. Dann erfiillt die Fouriertrans-
formierte die folgenden Regeln:

a)
f+g= er g, XL\f = )\f (Linearitat)

) (Dilatationsregel)

c) Ist zg € R und 7., f(x) = f(x + x0), so ist

— ~

Tuo f (W) = 97 f(w) (1.Translationsregel)

Ist wy € R, so gilt

~

(f - &)Y = f(w—wp) (2. Translationsregel)

d) Wenn gerade ist: f(—x) = f(x), so ist f reellwertig, ist f ungerade, also f(=z) = —f(x),
so hat f nur rein imagindre Werte.
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Beweis. Folgt aus der Substitutionsregel fiir das Integrieren.
O
Die folgende Eigenschaft ist mit partieller Integration zu beweisen und ist einer der Haupt-
griinde fiir die Einfiihrung der Fouriertransformierten

3.2.2 Satz (1. Differenziationssatz). a) Ist f wie zuvor und k-mal stetig differenzierbar, so dass
auch f*) wieder integrabel ist, so gilt

— ~

fB(w) = (w)" f(w)

Beweis. Wir rechnen fiur k& = 1. Zunichst berechnen wir

R . . R R .
| r@eiei = paet) — (o) [ p@eted
0 0 0

= JE o) [ e

Da f integrabel ist, konnen wir R eine Folge (R, ), so durchlaufen lassen,dass f(R,) — 0 mit
n — 00. Ferner erhalten wir mit n — oo:

/OO fl(x)e 39 de = (jw) /oo f(z)e3“"dx
0 0

Genauso zeigt man
0 0
/ f(z)e3%dr = (j w)/ fz)e 3 da

Das liefert die Behauptung.
R OJ
Nun fragen wir: Was muss man von f fordern, wenn f differenzierbar sein soll? Da der
Exponentialfaktor e 3%% in w differenzierbar ist und die Ableitung (—jz)*e™3“* hat, sollte man
erwarten, dass man mehr als die Integrabilitdt wird fordern miissen.
Zunéchst ein Hilfsmittel:

3.2.3 Hilfssatz. Fiir « € R gilt

ed*—1

-1

< 2|

e — 1‘ <la| und

Beweis. Die erste Abschéatzung erhalten wir durch Integrieren:

‘ejo‘ - 1) < )/ ejtdt‘ < o]
0
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Ahnlich finden wir die 2. Abschétzung, wenn wir von der Gleichung
j / teltdt = aed ™ +j (9 — 1)
0

ausgehen.
O
Nunmehr lautet unser 2. Differenziationssatz

3.2.4 Satz (2. Differenziationssatz). Ist f : R — R stiickweise stetig und fiir ein ganzzahliges
k > 0 die Funktion (1 + |z|*)| f| integrabel, so ist f k-mal stetig differenzierbar und

o= (=38 (@)

Beweis. Sei wy fest. Wenn k£ = 0, haben wir:

{|z|>R}

fo)=Fenl < | [ e il v2 [ @l
R
z)||e i w—wo)z _ T z)|dx
< /le( ) 1]d +2/{x|>R}|f< )/d
R
W — W x)|dx x)|dx
< R oI/RIf( ) +2/{|$>R}|f( )|

Ist nun £ > 0 beliebig, so machen wir R so grof, dass 2f{\z|>R} |f(x)|dz < e und dann |w — wy

so klein, dass auch R|w — wy| LRR |f(z)|dx < e wird. Das beweist die Stetigkeit von 7 in wo.
Angenommen, es sei k = 1. Dann folgt mit der 2. Ungleichung des Hilfssatzes:

J?(W)—J?(Wo)_ NS

L) () @ D) < 2Rl [ (1 eIl

2 / ISl

Die rechte Seite geht wieder gegen 0, wenn w — wy. Der allgemeine Fall wird durch ein Indukti-
onsargument erledigt.
O
Als eine schone Anwendung dieser Differenzationsséitze berechnen wir die

Fouriertransformierte von f(x) = e~

Beide Sétze sind anwendbar. Es entsteht:

7 =jwf
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Zum anderen ist aber f'(r) = —2axf(z), also
fr=—2aaf = -2aj

Damit muss fAdie Differenzialgleichung

-~/

w o~
Fl=-2F
l6sen. Wir betrachten dazu die Ableitung der Funktion

gw) = e

Wir finden, dass ¢’ = 0 ist. Damit haben wir aber

~ w

flw) = Cei

C= f(O) = /_Z f(z)de = /_Z e dy = %/_C: e dr = \/g
Flor= 2% = 27 (2)

Definition. Fiir zwei absolut integrable Funktionen f,g : R — R bezeichnen wir als die
Faltung von f mit g das Integral

fro)= [ " f(Oglx — e

Dabei ist

Also

Ihr Verhalten gegeniiber Fouriertransformation ist &hnlich wie bei der periodischen Faltung:

3.2.5 Satz (Faltungssatz). Sind f,g : R — R absolut integrabel, so auch f * g und es gilt fiir
die Fouriertransformierte

fxg=fg

Beweis. Dazu rechnen wir

Fae) = [ ([ s naar) e

- Lo ([ o)

(y)e 7 ( | ra- y)da:) eI gy

I
Q
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Die Umkehrformel

Wir beantworten jetzt die Frage, wann man eine integrable Funktion f aus ihrer Fourier-
transformierten zuriickgewinnen kann.
Dazu beachten wir

3.2.6 Satz (Parsevalsche Gleichung). Angenommen, es seien f, g : R — R absolut integrabel,
also | f| und |g| integrabel, ebenso |fg|. Dann gilt

| Fentito= [ soanin

Beweis. Wir setzen die Definition der Fouriertransformierten ein und erhalten

| Futs = [ ([ gt
- [ ( / Zf<n>g<w>e—jw”dw) i

— [ ey
Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist gerechtfertigt, da die Funktion

(z,y) — [ f(x)g(v)]

iiber R? integrabel ist.
O
Damit konnen wir die Umkehrformel aufstellen:

3.2.7 Satz(1. Umkehrformel). Sei f : R — R absolut integrierbar und die Fouriertransfor-
mierte f sei es auch. Dann gilt fiir jede Stelle x € R, an der f stetig ist:

fo =5 | " flw)drdu

Beweis. Zunichst nehmen wir an, es sei f in x = 0 stetig. Wir wenden die Parsevalgleichung
2
auf f und g(x) = e~*’ an, wobei a > 0. Das ergibt wegen §(n) = \/ge_yfa:

[ feeao= [ s [T ban=vor [ sy tay

Wir diirfen wegen unserer Voraussetzungen iiber f hierin a gegen 0 gehen lassen und finden

/ " Flw)dw = VE£(0) / ey — 2n(0)

—0o0
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Ist jetzt f an irgendeiner Stelle x stetig, so schreiben wir das Obige noch einmal an mit 7, f statt
f und beachten, dass 7,f = ¢/ f und 7, f(0) = f(x). Das liefert die Umkehrformel.
O

Wir kénnen auch fiir stiickweise stetige Funktionen eine Version der Umkehrformel beweisen:

3.2.8 Satz(2. Umkehrformel). Sei f : R — R absolut integrierbar und die Fouriertransfor-
mierte f sei es auch. Ist o € R und f(xo) := 5(f(xo+) + f(xo—)) und existieren fiir x, die
links-und rechtsseitige Ableitung, so ist

[o0) = 5= [ Flwpesmda

Beweis. Es sei wieder A := f(xo+) — f(xo—) und

—|T—X
—e | 0|7 T < xo

folw) = { e~ le—wol T >z

Dann ist fy := f — fo in @ stetig mit fi(zo) = f(20). Weiter erfiillt die Funktion

filx) — ekl fi (o)

T — 2o

g(z) ==

die Bedingungen des 2. Differenziationssatzes. Aus fi(z) = fi(xo)e™*~% + (2 — 24)g(x) erhalten

wir nun
—jxow

14+ w?

Wir multiplizieren mit ¢/*“ und integrieren iiber [— R, R], mit irgendeinem R > 0. Dann wird

Fi(w) = 2f1(x0) +75'(w) — 20g(w)

LIBN . R R . R '
/ fl (w)eﬁzowdw = 2f1 (ZE()) / dw +] / ’g\/(w)ejﬂcowdw . xO/ /g\(w)e]xowdw
R B

_R 1 + Wz R —R
R
= darctg (R) fi(zo) + jg(w)e’™¥

-R

denn es gilt ja

R R ‘ R
+ xo/ g(w)e’™dw , / dw = 2arctg (R)
R _ _

R
. -~/ jzowd — 57 Jrow
J/ 9'(w)erdw = jg(w)e . TR

-R

Gleichzeitig haben wir
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denn fa(w)el* o = —2j1 wa ist ungerade.

Insgesamt folgt nun
R

R
/R f(w)ejxowdw = darctg (R) f(xo) + Jg(w)e o

Lassen wir nun noch R eine geeignete unbeschrénkte Folge durchlaufen, folgt die Behauptung.
O

Eine interessante Anwendung ist diese:

-~

3.2.9 Hilfssatz. Angenommen, f : R — R sei stetig und absolut integrabel, weiter sei f
auferhalb eines Intervalls [—A, A] identisch Null (wobei A > 0). Dann ist f selbst beliebig oft

differenzierbar.

Beweis. Zunéchst ist fselbst absolut integrabel und erfiillt die Forderung des 2. Differenzia-
tionssatzes. Damit ist die Fouriertransformierte f* von f beliebig oft differenzierbar. Aber

nf(e) = [ Flwyddo = 1 (-2)
O
Folgerung. Sind f, g : R — R stetig und absolut integrabel und ist fg es ebenfalls, so gilt
fxg=2nfg,

sofern auch ]/”\, g und ;‘L\q absolut integrabel sind. )
Beweis. Mit dem Faltungssatz folgt ja, zusammen mit einer Ubungsaufgabe, dass

f*glx) =

Also haben ]?*ﬁ und QWE dieselbe Fouriertransformierte. Die Umkehrformel liefert die Behaup-

(2)7 (x) = (2m)(fg)(—z) = 2n fy(x)

)

tung.
0J
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Der RCL-Kreis

Wir analysieren einen Stromkreis aus Widerstand R, Induktivitdt L und Kapazitat C:

R o

E— VIO |
L
Gefragt ist nach der Spannung V' am Kondensator, wenn die Spannung f angelegt wird. Wir
suchen nach absolut integrablen Losungen V. Angenommen, f sei absolut integrabel.
Das Ohm’sche Gesetz liefert nun die Differenzialgleichung

LCV"+ RCV'+V = f
Fouriertransformieren dieser Gleichung fithrt auf
(LCGE* + RCGEO + 1)V = F

also
1 1 ~

7oL
LC (j§)2+%(j£>+%f

Jetzt erinnern wir uns an ein frither gerechnetes Beispiel einer Fouriertransformierten: Setzen wir

| e*sin(br) wenn x>0
h(m)—{ 0 wenn z<0

fiir a > 0,b € R, so wird

~ b
he) = 2 -jE+a? + 0% — &2

. 1 R2 . .
I) Angenommen, es ist ;5 > ;7z. Nun wihlen wir

1 R?
a = ﬁ und b = ﬁ — m
Damit wird L
V(&) = -h(OF(€) = R+ 7€)
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und folglich

/000 h(s)f(t —s)ds = L[ e sin(bs)f(t — s)ds

1 1
V(t)=—=hxf =<a
0

oW =15

Nun nehmen wir an, es sei f(s) = fo, wenn 0 < s < S und f(s) = 0 sonst. Dann folgt mit

T := max{t — 5,0}

V(t) = ﬁ/t e “*sin(bs)ds

LC J,
_ Lf—oc\/a;? (—e " sin(bt + o) +sin(dy)) ,wenn 0<t<S
g—g% (—sin(bt + 0g) + e sin(b(t — S) 4+ dp)) , wenn ¢ > S

mit 0y = arctg%.
Hier sehen wir das Schaubild fiir a = 1,b = fy = 3 und S — oo.

IT) Angenommen, es ist ;o = RTQQ, also R =24/L/C. Dann wird fiir allgemeinen Input f:

LCV"+2VLCV' +V = f

oder fouriertransformiert: R R
f=0GVLOE+1)°V =hy- f

wobei
hi(z) = xze”* wenn x >0, und hy(z) =0, sonst
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—

Dabei ist a = 1/v/ LC. Damit entsteht V=h f: hi * f, also
V(t) = hy * f(E) = / se= f(t — 5)ds
0
Ist nun wieder f = fy auf [0,S5) und f = 0 sonst, so entsteht als Losung
! —as 1 —aT —at 1 —aT
V(t)=fo | se®ds=—(e" —(1+at)e™™)+ —e

T a a

(wieder sei T := max{t — S,0}).
Fiir a = 1 sieht das Schaubild von V bei S — 0o so aus:

I1T) Sei jetzt & < %. Dann entsteht

~ f 1 1
V=== 5 = — [ ha,
10 Gerad PP (- ) IC

_BE, B 1

“Tao " Var T Ic
e—ax

") = 7o

und hy(x) = 0 sonst. Wir erhalten entsprechend zu fritheren Rechnungen:

V(t) = /000 ho(s)f(t — s)ds

mit

sinh (bz), >0
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Ist wieder f die Sprungfunktion mit f = fy auf [0, S) und 0 sonst, so entsteht

t
fo 1 1 —at
VS(t) = fO/T hQ(S)dS — E 2 12 — bme tS]Dh(bt + 50)

mit 9 = Arsinh(b/va? — b?), wenn S — 0.
Das Schaubild fir R=4,L=1,C =1/3, also a = 2,b = 1 sieht bei fo = 1/3 so aus:

Wenn nun eine Wechselspannung f(s) = fosin(ws), fir 0 < s < S und f(s) = 0 sonst,
angelegt wird, so erhalten wir mit S — oo, wenn wir annehmen, es sei Fall I gegeben:

2ab cos(bt) + w(w? + a? + b*) sin(bt)

—at
Vs(t) at + (02 — w?)? + 2a2(B? + w?)
—2abw cos(wt) + b(a® + b* — w?) sin(wt)

at + (b2 — w?)? 4 2a%(b? + w?)
2ab cos(bt) + w(w? + a? + b*) sin(bt) _,

- (a® 4+ b — w?) + (2aw)? c

cos(wt + ¢p)
- V(a2 + b2 — w?) + (2aw)?
mit g = arctg (%)
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3.3 Die Fouriertransformierte auf L2

Man kann die Fouriertransformation auch auf anderen Funktionenklassen erkliaren, etwa auf der
Klasse L? aller stiickweise stetigen Funktionen f : R — C, so dass [|f||3 := f |fI?(x)dx
endlich ist.

Beispiel. Die Funktionen e_m sinz

und

- +|  gehoren zur Klasse L2

3.3.1 Hilfssatz. Wenn f,g € L?, so ist fg, absolut integrabel, und es ist

(Lo < IfIENglZ

<ﬁm:=[§f@mwm$

Beweis. Denn |fg] < |f|* + |g|?, so dass das Integral (f,g) definiert ist. Nehmen wir an,
= |lgll2 > 0, so ist
{f.9)

||f—— l2 >0

wobei

Andererseits errechnen wir, dass

(f.9) (h9), ; (f9)
If =5, = (5252 )

p DT Ty
[(f, 9)|?

lgll3

1F115 =

Das ergibt die Behauptung.
OJ
Folgerung. Mit f,g € L? ist auch f + g € L?, und es ist ||f + gll2 < | fll2 + ||g]|2-

3.3.2 Satz. Angenommen, f sei absolut integrabel und f € L?. Dann ist f € L? und ||f|2 =
2m || £113

Beweis. Definieren wir g(x) = f(—x), so erhalten wir g = ?, und daher, wenn wir h := f*g
wihlen: h = |f|*>. Mit dem Beweis der Umkehrformel kann man daraus ableiten, dass f € L?
und weiter

|ﬁ@=/ i = 2h(0 —%/’f 2}z = 2|

Das erlaubt uns, die Fouriertransformierte fiir Funktionen aus L? zu definieren:
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3.3.3 Satz. Ist f € L?, so wihlen wir eine Folge (f), C L* von absolut integrablen Funktionen,
fiir die || fx — fll2 — 0 mit k — oco. Dann ist

Ff(w) == lim fi(w)
k—o00
unabhéngig von der Wahl der Folge (f), C L?, und es gilt
17 f115 = 2=l £113

Man kann etwa .% durch

= hm/ f(x)e " dx

k—o0

berechnen.

Beweis. Sind (f)x, (gr)x C L* zwei Folgen absolut integrabler Funktion mit || fx — f|l2, [lgx —
fll2 — 0 mit & — oo, so haben wir

Hﬁ:_?}\kHZ = \/%ka_gk”2
< Vor (Ifi = fll2+ llgs — fll2) — 0

mit k& — oo. Nun ist ja [|.Z fx]|3 = 27| fe||3, woraus mit k& — oo folgt ||.Z f||5 = 27| f]|3. Die
dritte Behauptung folgt daraus, dass fi(z) := f(z) fiir |x| <k und fx(z) = 0 sonst, eine absolut
integrable (stiickweise stetige) und quadratintegrable Funktion liefert, so dass ||fx — fll2 — 0
mit £ — oo.

Ubungsaufgabe. Ist f(z) = 222 50 wird .7 f(w) = 7 auf (—1,1) und .Z f = 0 auBerhalb
[—1,1], ist also ein Rechteckimpuls.

3.4 Das Abtasttheorem

Gegeben sei eine zeitabhéngige Funktion, ein Signal. Die Frage lautet

e Wann kann man f aus den diskret "abgetasteten” Werten f(na) (mit a > 0 und ganzzah-
ligem n) rekonstruieren?

Eine solche Frage ist wichtig bei der CD-Technik, beim ISDN-Telefon oder der Bildverarbei-
tung. In all diesen Féllen muss man kontinuierliche Information (ein auf einem Intervall definiertes
Signal) digitalisieren, also f durch die Werte f(na) ersetzen, um sie mit Computern verarbeiten
zu konnen (Sprachsignal beim ISDN-Telefon). Es stellt sich die Frage unter welchen Vorausset-
zungen man vermeiden kann, Information oder (wie beim Telefon oder Fernsehen) Qualitéit zu
verlieren.
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Das Abtasttheorem von Shannon-Whitaker besagt, dass man ein Signal f mit bandbegrenz-
tem Spektrum ( d.h. f ist auerhalb eines beschrankten Intervalls Null) aus den Werten f(27na)
rekonstruieren kann, wenn nur a nicht zu grof§ gewahlt wird.

Im Detail lautet es so:
3.4.1 Satz (Abtasttheorem v. Shannon). Ist f : R — R absolut integrabel und stetig, und hat

fnur in dem Intervall [—\., \;] von 0 verschiedene Werte, so gilt fiir jede Zahl 0 < a < 2%\0:
Wenn die Reihe ), ., |f(27na)| konvergiert, so ist

f6) =3 f(2mna) 22 E_a__ )
nez 2a nm

fiir alle t.

Beweis. Wir sehen uns die Funktion

() =Y fle— 1)

1

an. Fiir jedes ¢ € R ist nur ein Term der Summe ungleich 0, da nun 5- > A.. Also ist diese

Funktion {iberall stetig. Auerdem ist sie T-periodisch, wobei T' = 1/a.
a G(C&)

N\~ g

Wir berechnen die Fourierreihe von G. Es gilt (wegen w = 2% = 27a)

C*(G) _ a/l/aG(g)e—Qﬂjkaﬁdf
g 0

_ a/ol/a Fe -

neL

3

)6—27rj ka&dg

= o Feereae

= 2maf(—2mka)

denn ]/C\ ist absolut integrabel und damit die Fourier-Umkehrformel anwendbar. Da die Reihe
> nez |f(2mna)| konvergiert, konvergiert auch die Reihe

(F) Z f(2rka)e 2™kt

kEZ
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gleichméBig auf R. Thren Grenzwert nennen wir F'. Dann wissen wir, dass F stetig ist und ferner
im quadratischen Mittel die Reihe (F') sowohl gegen G als auch gegen F strebt. Da auch G stetig
ist, haben wir ' = (. Damit finden wir, dass

G() =2may _ f(2mka)e ok

kEZ

Nun setzen wir x(§) = 1, wenn [¢] < 1/2a und x(£) = 0 sonst. Dann wird

~

F(€) = GOX(§) = 2ma Y | f(2mka)x(§)e ™

kEZ

Multiplizieren wir mit e3¢* und integrieren iiber £, so finden wir heraus

1 RPN . 1/2a )

f(t) = 2—/ f(f)eJ étdf = az f(27rka)/ eJ(t—ka)gdé
e keZ —1/2a

Weiter gilt:
1/2a ] 1/2a
/ Qt=2mak)e e —i(i-2mak)e
~1/2a j(t —2mak) .
1

— Qj—a(t727rak) . f%(tf%rak))
j(t —2mwak) (e ¢

1/a t
pu— —_— ] - k
(ﬁ—ﬂk)sm(Qa 7r )

Setzen wir dies in die Reihendarstellung ein, folgt die Behauptung.
O
Hier ist ein
. : 1 sin(2z)
B l: Das S 1 =—(1-
eispiel: Das Signal g(z) - 22( 5,
lw| <2 und g(w) = 0, sonst. (U.A.)

) ist bandbegrenzt, denn g(w) = (|w| — 2)?, wenn

Hier ist also A\, = 2. Wir betrachten f(t,a) = >, 500 9(27n0) sin( g5 )

t
%’mr
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Hier sind die Graphen von

von g:

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

(1-sin@ /(2 )2

0.2

0.1

von f(t,1/40):

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0 T .
-15 -10 -5

~ o
o
2H
o

und von f(¢,1):

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2 . .
-15 -10 -5

-~ o
o
a2t
=

Eine Variante des Abtasttheorems ist diese:
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3.4.2 Satz . Ist f : R — R absolut integrabel und stetig, und hat fnur in dem Intervall
[Amins Amax] von 0 verschiedene Werte, so gilt fiir jede Zahl 0 < a < %, wenn wir b := A\jax — Amin
setzen:

Konvergiert die Reihe ), _, |f(27na)| , so ist

. sin (£ — nr)
1) = —jAo(t—2mna) ) 2a
=3 flamna) 2

fiir alle t. Dabel ist Ay := %()\min + Amax)-

Beweis. Nun arbeiten wir mit dem Signal f; () := e/ *!f(¢). Nach dem 2. Translationssatz ist
nun f; = f(- — A\g), also fi(w) = 0, sobald |w| > b/2. Der Abtastsatz fiir f; ist anwendbar mit
Ae = b/2 und liefert die Behauptung.

0
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3.5 Physikalische Anwendungen

Die Potentialgleichung in der oberen Halbebene

Gesucht ist auf der oberen Halbebene H := {(z,y) | y > 0} eine harmonische Funktion

v(x,y), also eine Losung der Differenzialgleichung
v 0%
Av:i=—+—=0
VT B2 + Oy?

so dass v(z,0) = f(z) fir eine absolut integrable Funktion f : R — R. Zusétzlich soll v
beschrénkt bleiben. Dazu bilden wir die Fouriertransformierte v(-, y) bezgl. der Variablen z und
erhalten mit dem Differenziationssatz:

2

B, y) + j—yﬁ(w, y) =0

Die Randbedingung v(x,0) = f(z) wird verwandelt in

Die Losung der Differenzialgleichung lautet allgemein
B(w,y) = Aw)e“l¥ + B(w)e W

Die Forderung der Beschrénktheit von v zusammen mit der Randbedingung legt nahe, A = 0
und B = f zu wihlen. Ferner wissen wir, dass e /¥ die Fouriertransformierte einer Funktion

ist, ndmlich:
/oo piwe o /°° cos(wx)dx_j /°° Sin(wx)dx _ Tl
oo T2 42 oo TR Y2 oo B2 FY? Y

denn das 2. Integral ist Null. Schreiben wir also k(z,y) = 73, so wird
e = Zk(w, y)

Das bedeutet: .

1~ ~ —

U(w’y) = _f(("))k(w’y) = _f * k(uy) = %f * k( 7y)
Das ergibt uns als Losung
L= yf)
= fxk( =— et
o) = frkCa)@ =+ [
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Die Diffusionsgleichung
Wir betrachten weiter die Diffusionsgleichung:

ou_ o
ot Ox2

85

mit Randbedingung u(0,z) = f(x) mit einer geeigneten Funktion. Wir bilden wieder die Fou-

riertransformierte bezgl. der Variablen x und erhalten

d
—(w,t) = —w*i(w, )

dt

mit Randbedingung R
u(w,0) = f(w)
Diese Gleichung (als Differenzialgleichung in ¢ aufgefasst) hat die Losung

w,t) = e f(w)

. . 2 . . . . . .
Aber wir wissen schon, dass e ™t die Fouriertransformierte einer Funktion ist:

oWt _ 1 @t
At

Das ergibt
1 2 1 oo 2
u(z,t) = ——e /M« f(2) = / e~ (=) /A £V s
(r.0) = e gl = = [ g
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Beugung von Licht

Angenommen, an der Stelle (0,&) befinde sich eine punktférmige Lichtquelle, die Licht der
Wellenldnge A aussendet. Dieses breite sich in der positiven z-Richtung aus. Mit U(x, z,t) be-
zeichnen wir die z-Komponente des elektrischen Feldes an der Stelle (x, z) zur Zeit ¢ > 0.

Wir folgen einer auf Ch. Huygens zuriickgehenden Idee, indem wir fiir U den Ansatz

Uz, 2,t) == Aa(r) cos (%(% ~ )+ ¢)

versuchen, wobei ¢ die Startphase der ausgesandten Welle ;, T' = 1/v, und v die Lichtfrequenz

sein soll. Ferner ist
r=+/(x—§&)?%+ 2%

Die Zahl A ist positiv und a(r) eine geeignete Funktion. Wie sie zu wéhlen ist, werden wir spéter
sehen.

Fiir den Radius r setzen wir eine Naherung ein

r:z1/1+(x;£)2:z(1+(62_221:)2— (IS_Zf)4+....)

Dies ist erlaubt, solange

(x— &) << 2%, (z—6* << \?
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Beriicksichtigen wir die ersten beiden Glieder, so finden wir die Fresnelsche Approximation

Uz, z,t) = Aa(z) cos <27r(§ — %) + ﬂ(x)\_—j) + qﬁ)

Fithren wir die reduzierte Wellenfunktion

” p@=0)?
u(z,z) = Ae®a(z)e™ >z

ein, so nimmt U die Form an:
U(z,z,t) =Re <u(x, 2) eQ’Tj(§_%)>

Sind nun an endlich vielen Stellen &, ....,&y (punktférmig gedachte) Lichtquellen auf der
Geraden {z = 0} angebracht, so wird u modifiziert zu

N

. s (z—Em)2

u(zx, z) = E Amem’”a(z)e”%
m=1

Ist die Lichtquelle kontinuierlich verteilt, so ist die Summe durch ein Integral zu ersetzen:

u(z, 2) = a(z) / ()T de

—00

Dabei ist ug eine die Intensitédtsverteilung der Lichtquelle beschreibende Funktion.
Definieren wir ,
_ r¥
9:(y) = €™
so hat u die Form
u=a(z)up * G-

Die Wahl des Faktors a(z) wird jetzt durch eine Konsistenziiberlegung motiviert. Angenommen,
es seien 21,29 > 0. Breitet sich die Welle von {z = 0} nach {z = 21} aus, so induziert sie dort
die Intensitatsverteilung

u(z, z1) = a(z1)uo * ga 2 -

Nun koénnen wir aber die Fliche {z = z;} als Ausgangsfront einer Welle mit u(z, z;) als anfing-
liche Intensititsverteilung ansehen. Bei {z = 2z + 25} ist aus ihr die Intensitdtsverteilung

a(z2)u(-, 21) * g,z
geworden. Diese sollte iibereinstimmen mit

u(w, 21 + 22) = a(z1 + 22)Uo * Ga 2142
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Das fithrt auf

a(z1 + 22)Uo * Gy 4z = A(22)U(:, 21) * grzy = a(21)a(22)Uo * Gz * Gazo

Die Faltung soll durch Fouriertransformation bezgl. z in ein Produkt iiberfithrt werden. Dazu
benotigen wir die Fourtransformierte zur Funktion g ,. Hierfiir rechnen wir aus

Bole) = [ ey

— / 6‘]7r 2/)\2—7ys

_ / (\/% 27r\/ﬂ&) 17“j>\282dy

o
F(_v_)2
— e_fJAZS / QWJ(\/E) d,U
— 00
o
202
= Aze~ TriAzs? / e du
—00

. _i- 2
_ 671'_]/4 /)\26 47r.]/\zs7

/ e dy = / cos(mv?)dv + ] / sin(mv?)dv = % =,

—0o0 o0 — 00 2

denn

denn die Fresnelschen Integrale

/ cos(mv?)dv und/ sin(7v?)dv

haben den Wert 1/+/2.

3.5.1 Satz. Angenommen, f € & sei an der Stelle ty > 0 stetig, und F' = Zf sei auf der
Halbebene R, definiert. Gibt es dann ein a > o, so dass die Funktion g(w) := |F(a + jw)| iiber

R integrabel ist, so gilt
1 [e.e]

Py F(a + jw)elatitogy = f(t)
m

Beweis. Wir setzen f,(t) := e~ f (t) und sehen, dass
/ alt)e 3 tdt = / F()e™ @M = Fla+ juw)
Es folgt

/ Fla+ jw)e@ @) dy, — ¢o / Fo(w)el o du = 2me £ (t0) = 27 f (ko)

[e.9]
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[JWenn wir
jetzt die Konsistenzbedingung fouriertransformieren, so erhalten wir

a(z1 + 22)UoGx 21120 = a(21)a(22) 00 Gx 2 Ina s

also

e™ /4a(21 + 29)\/ A(z1 + zz)e_ﬁj)‘(zﬁms2 =™ /4a(zl)\/)\_zle_ﬁj Az1s? o7 /4a(z2)\/)\_zQe_ﬁj Azas”
oder
e/ 4a(z + )V A (21 + 22) = € 4a(z1) Ve a(z) vV Az

Das motiviert die Wahl )
e~ ™ /4

a(z) = v

Damit ist es leicht, die Differenzialgleichung

o _iro
Oz 41 Ox?

zu verifizeren.
Physikalisch ist |u(z, 2)|? als lokale Energiedichte der Welle zu deuten.

Eine Anwendung

Angenommen, aus einer kreisrunden Offnung mit Radius o trete ein Laserstrahl der Wel-
lenldnge A mit Gaufischer Energiedichte, also

1 _1.2/40.2

"= G

Dieser Strahl werde auf den Mond gerichtet. Wie grof3 ist der Fleck, den der gebeugte Laserstrahl
auf dem Mond erzeugt?

Wir kénnen schreiben: _
e~ /4

Uy * Gz
\/Eog/\,

u =

also )
e~ /4

Vaz

Zur Berechnung von g erinnern wir uns an die Berechnung der Fouriertransformierten der Funk-

tion e~ mit a > 0. Es gilt
- T 2
ear?(g) = , [ —e =5 /40
(5) \fa

a(s, Z) = r&/\O(S’ Z)eﬂ'j /41 /Aze*ﬁj)\ZSQ _ 7;[0(5’ Z)eiﬁj Azs2
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Wihlen wir a = 1/40?, so folgt
Go(s) = (2m) V4206

Somit haben wir

V2o

(2#)1/4

-~ o221 2 (2, 1 9
U(S,Z) — e o°s 471,.])\ZS — (27_‘_)1/4 /20_6 (o +4Tr_],\z)5
Die rechte Seite ist Fouriertransformierte einer Funktion, die wir nun bestimmen wollen.

Wir haben bei der Berechnung von e~%*(s) die Differenziationssiitze beniitzt und so eine Dgl.

—_—
e (5) = \/Ee‘sz/‘*a
a

fiir e—2¢* gefunden, die auf
gefiithrt hat. Das Argument lésst sich mit komplexem a nachmachen, wenn nur Rea > 0 bleibt.
Wir wéhlen jetzt
1 a? — 32+ 2jap
a = S =
Aat+jp)y? A+ p2)?
Wenn dann a > 0 und weiter a > |3] ist, so wird Rea > 0 und die Formel fiir die Fouriertrans-
formierte zu e~ bleibt giiltig. So finden wir, dass die Fouriertransformierte zu

o/t B

gegeben ist durch
Vir(a +j B)e A7

Nun withlen wir als o + j 8 diejenige Quadratwurzel aus o2 + j ﬁ)\z, deren Realteil positiv ist.
Dann gilt a? — 32 = Re (a+j 3)? = 0 > 0. Die obigen Uberlegungen zur Fouriertransformierten

_ 2 . .
von e~ %" mit komplexem a sind nun anwendbar und ergeben, dass

67(02+j ﬁ)\z)s2

die Fouriertransformierte zur Funktion

L ey
Vadra+jpB
ist.
Das ergibt schliefSilich

Vo1 _2ueis?

Ut 2) = Gria 135
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Das bedeutet fiir die Energiedichte des gebeugten Strahls:

2 o 1 —2?Re ——L——
ulx. z = " e 2(a+jB)
N e

_ g 1 e—%ﬂRem
V2 |o? +j ﬁ)\z|
_1.2.2
I g 1 04+?ﬁ)\z)2
Vor o2 +3 10
1 o?

_ T 20(2)2
— — ¢ 20(2) ,

V27 o(2)

wobel
Az

o(z) =1/ + <47m

)2
So sehen wir, dass auch der gebeugte Strahl eine Gauflsche Energiedichteverteilung hat, nur mit

der Streuung o(z) im Abstand z von der Quelle.

Wenn wir jetzt annehmen, es handele sich um einen He-Ne-Laser, so ist A = 0.6328-10~3mm.
Ist dann o = 1mm, so erhalten wir mit z = 384000km = 3.84 - 10" mm:

0.6328 - 3.84 - 108
o(z) = \/1 + ( 1 )?mm = 19.336km
T

Der Laserstrahl wird also auf der Mondoberflache einen kreisrundes Gebiet von 19.336 km Radius
beleuchten.
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Kapitel 4

Die Laplace-Transformation

4.1 Definition und Beispiele

Die Laplacetransformation ist eine weitere niitzliche Integraltransformation, mit deren Hilfe sich
Differenzialgleichungen in algebraische Gleichungen iiberfithren lassen. Denn wie die Fourier-
transformierte verhélt sich auch die Laplacetransformierte unter Differenziation ”verniinftig”.

Zu Beginn zeigen wir

4.1.1 Hilfssatz. Angenommen, f : Rj — C sei stiickweise stetig. Ist dann oy € R eine Zahl,
so dass

/0 T @)l < oo

so konvergiert fiir alle komplexen Zahlen s = o + jT das Integral

/0 " et

sofern nur o > oy ist.

Beweis. Das folgt aus

> —st d — > —Utd > —Jotd
/0 (et / F@)letdt < / (et

Dies motiviert die folgende

93
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Definition: Angenommen, f : R — C sei stiickweise stetig und oy € R eine Zahl, so dass

/OOO F(D)]e"tdt < oo.

Dann heifit -
Zf(s) ::/0 ft)e*tdt

die Laplace-Transformierte zu f. Sie ist dann definiert auf der Halbene R,, := {s|Res > 0¢}.

Beispiele. a) Die Heavisidefunktion: ho(t) := 1, wenn ¢t > 0 und ho(t) = 0, wenn ¢ < 0. Dann
ist - .
Lho(s) = / e stdt = —e
0

S

< 1

0 S

Man schreibt auch )

hoo—e— =: Hy(s)
s
Diese Funktion ist auf Ry erklért.

b) Angenommen, es sei a > 0. Wir modifizieren die Heavisidefunktion zu h,(t) = ho(t — a),
also he(t) =1, wenn t > a und h,(t) = 0 sonst. Dann erhalten wir

00 e a8

o —1
Lha(s) :/ e Stdt = —e 5 =

S a S

Oder:

—as

hao—oe = H,(s)

c¢) Fir w > 0 sei f(t) = ho(t) sin(wt). Dann errechnen wir

Zf(s) = /0 sin(wt)e ' dt

L ([ [ o)
2j 0 0
1 ( 1 1 00)
= — 1= + -
2] \Jw—slo Jw+slo
1 1 1
= — |- + - - , wenn Res >0 .
2j \jw—s jw+s w? + s2

d) Fiir w > 0 sei g(t) = ho(t) cos(wt). Dann wird in entsprechender Weise

Zg(s) = %—I-SQ’ wenn Res > 0
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e) Eine allgemeine periodische stiickweise stetige Funktion f : R — C. Ist 1" die Periode, so
haben wir fiir jedes s € C mit positivem Realteil:

Zf(s) = /000 f(t)e *tdt

(k+1)T

= ) /k i F(t)e =tdt

k=0

0© T
_ Z/ f(t)e—s(t+kT)dt
k=00
— (/Tf(t)e_Stdt> Z e Hs
0 k=0

1 T
= — t)e *tdt
e | S0
Beispiel: Wenn 0 < § < T und f(t) = fo fir kT — § <t < kT + ¢ fur eine ganze Zahl k und

f(t) = 0 sonst, so wird
fo (1 _ sinh(7/2 — 5)8)
s sinh(7T's/2)

f) Ist k > 0 ganzzahlig und setzen wir fi(t) = t*, so finden wir

Zf(s) =

L(fe)(s) = /Oootke_Stdt

-1 o k[
= —tfe™ 4 —/ thlemtdt
s o s Jo
k [> k
= —/ t* et dt = = Z(fr_1)(s), wenn Res > 0 .
s Jo s

Induktiv erhalten wir damit:

!

Z(fe)(s) = K auf Ry

Gh+1”
g) Sei nun g,(t) := e*. Dann wird

1 1
—— elemt T — , wenn Res > a .
a—s 0 s—a

L(g2)(s) = / "oty =

Wir schreiben auch

Goa©0—®

Ss—a
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Wir arbeiten kiinftig mit folgender Funktionenklasse, deren Elemente Laplace-transformierbar
sind:

Definition. Wir nennen eine stiickweise stetige Funktion f : R — C von exponentieller
Ordnung, wenn Zahlen M, ¢, Ty > 0 existieren, fiir die gilt:

e f(t)] < M, wenn t >t

Dann gilt fiir die Funktionen dieser Klasse:

4.1.2 Satz. Ist f : R — C von exponentieller Ordnung, und ist

e N f(t)] < M, wenn t > tg

fiir geeignete M, c und ty, so ist £ f auf der Halbene R, definiert.

Beweis. Denn ist Re s > ¢, so finden wir ein ¢ > ¢ so dass Res > ¢’. Also gilt fiir alle ¢ > t:
|f<t>6—st| < Mecte—Rest < Me—(c'—c)t

Die rechts stehende Funktion ist iiber [tg, 00) integrabel. Die Integrabilitéit von f(¢)e™** {iber das
Intervall [0, ¢] ist klar. Damit ist also

/OO |f(t)e®tdt < oo
0

wenn nur Res > c.

OJ

4.1.3 Hilfssatz. a) Sind die Funktionen f und g von exponentieller Ordnung, so auch f + g
und fg.

b) Alle Polynome und erst recht alle beschrinkten Funktionen sind von exponentieller Ord-
nung.

c) Ist eine Funktion f : Rf — C stiickweise differenzierbar und ihre Ableitung von expo-
nentieller Ordnung, so gilt dies auch fiir f.

d) Angenommen, f,g : R — C sind von exponentieller Ordnung, und verschwinden auf
(—00,0), so ist auch

fglt) = / F(w)g(t — u)du

von exponentieller Ordnung.
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Beweis. a) und b) sind leicht einzusehen.
Zu ¢): Wir nehmen Zahlen M, ¢ und to her, so dass |f'(t)|e” < M, wenn ¢ > t, ist. Dann
finden wir fiir alle x > tq:

umr=uww[?mwzmw+[ﬁmw
< 1)+ [ Metd

= [0 + (e — ) < | + e

Somit wird M
[f(@)le™ < |f (o)l + — = M*
fiir alle x > tg.
Zu d) Der Beweis dieser Aussage geht dhnlich, ist aber etwas langer. Wir stellen fest: Wenn
x < 0, so konnen nicht ¢t und x —t gleichzeitig positiv sein. Daher ist f(t)g(x —t) die Nullfunktion
und somit

ﬁwmwzéﬂwmm—Oﬁ:o

Wenn nun M, ¢ und tq so gemacht sind, dass |f(t)], |g(t)] < Me® fiir t > ty, so finden wir fiir alle
T > 2ty mit etwas Routine

M
% 9l@)] < (M'+ M) =e,

wobei die Schranke M’ so gewahlt ist, dass |f| und |g| auf [0,t] nur Werte < M’ annehmen.
0J

4.2 Rechenregeln fiir die Laplacetransformierte

Ahnlich wie fiir die Fouriertransformierte lassen sich auch fiir die Laplacetransformierte Rechen-
regeln ableiten.
Zur Vereinfachung schreiben wir die Menge der Funktionen von exponentieller Ordnung als

8.

4.2.1 Hilfssatz. Fiir f € & und ¢ > 0 setzen wir f.(t) := f(ct); ferner definieren wir fiir ty > 0
die " Translatierte” von f durch 7, f(t) = hy, (1) f(t — o).

Dann haben wir die Korrespondenzen
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a)(Ahnlichkeitssatz):
1 5 1
ZLfe(s) = Eiﬂf(g),Odef : fc0—°z($f)1/a
b) (Translation im Urbildbereich):
L1, f)(s) = e L f(s),oder : 7, fo—ee °Lf,

c¢) (Translation im Bildbereich):

Lle f)(s) = Lf(s+c),oder: e “fo—eLf(s+c).

Beweis. Die Beweise geschehen durch Nachrechnen mit der Substitutionsregel.

Schaubilder zu den Funktionen unter a)-c) fiir die Funktion f(t) = t%e™".

£(t)
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£(3t)

£(0.4t)

Fiir die Translatierte: 7 f:
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h 2(t)f(t-2)

2
ZLf(s) = (1+s)p
Es folgt
1 8
LI =5 LR~ (2+s)
. 40
Z foals) = (1+25)3  (2+5s)
L(12f)(s) = (12138)3
auf R_;.

Laplacetransformierte und Differenziation

Die Laplacetransformation iiberfiihrt eine Differentiation wieder in eine Multiplikation:

4.2.2 Satz. Angenommen, f sei stiickweise differenzierbar.

a) (Differenziation im Urbild). Wenn dann f' € &, und f(0) := lim; o4 f(f) existiert, so
haben wir fiir s € R,,, mit passendem oy:

ZL(f)(s) = sZ[(s) = f(0), fo—eF —> fo—esF(s)— f(0)
b) (Differenziation im Bild). Wenn f € &, so gilt

(Zf)(s)=-ZL(tf(t)), fo—eF = —tf(t)o—eF"
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Beweis. Wir miissen partiell integrieren: Fiir s € R,,, fiir ein geeignet zu wahlendes o gilt
dann

T

/OO (e tdt = Tlim f(t)e *dt = lim (f(t)e_St
0 —00

0 T—o0

OT+ s/OT f(t)e—“dt) = —f(0)+sZ[(s)

Das ergibt Behauptung a).
Genauso folgt:

1) = [ ety a= = [ oa =250

0

Das ergibt b).
Die Punkte (a) und (b) dieses Satzes sind so zu verallgemeinern:

4.2.3 Satz. (a’) Wenn f € & sogar k-mal stetig differenzierbar ist, die k.-te Ableitug zu &
gehort und alle Ableitungen f\9) bei 0 stetig sind, so gilt: Ist fo—eF, so

k—1
fPo—estF(s) = 3 fE1(0)s!
j=0

(b’) Ist f € &, und fo—eF, so gilt t* fo—e(—1)FF®).

Beweis. Beides wird durch Induktion nach k gezeigt.

Stammfunktion und Laplacetransformation

Zur Laplacetransformierten der Stammfunktion haben wir folgendes:

4.2.4 Satz. a) Ist f € &, so auch f*(x) := [ f(t)dt, und es gilt

2(5)s) = -2 1(s)

(Stammfunktion im Urbild).
b) Wenn mit geeignetem s, gilt f:}o |-Z f(s)|ds < o0, so gilt fiir alle s > sq:

I
t

/ T(2h)(s)ds = 2( 1)
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Beweis. a) Es gilt (f*) = f. Also gilt

ZL(f)s) = i [ (x)e " dx
T —sT T 1 T
= i [ e = i (<SSl g [ e )
— 21(s),

wenn nur Re s > gy und o grof} genug ist.

b) Beim Beweis von b) miissen wir ein Doppelintegral verwenden und die Integrationsreihen-
folge vertauschen, was durch die Voraussetzung f;;o |-Z f(s)|ds < 0o gerechtfertigt ist:

/S Oo(zf)(s')ds' = / N ( /0 e f(t)dt) ds’
_ /0 h ( / h e—s’tds') F(t)dt
_ /Ooo <_€_8/t OO) F(b)dt

t s
—_ / e—stf<t) dt
o t

[
Beispiel. Wir setzen g(t) = Sm(m) mit w > 0 und f(t) = sin(wt).
Dann gilt Zf(0) = 5%, also
* do w=s/w [ du T s w
/ g do = W/S m = /S/w m = § — arctg(z) = arctg(g)

4.2.5 Hilfssatz. (Faltungssatz). Sind f,g : R — C von exponentieller Ordnung (insbesondere
f(t) =g(t) =0, wenn t < 0), so ist die Laplacetransformierte der Faltung

f (1) /f g(t — u)d

L(frg) =2 Ly,

gegeben durch
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Beweis. In der Tat konnen wir umformen:

L(f*g)ls) = /OO e % g(a)da

_ / (/f x—udu)dm:/if(u)(/Oooe_”g(m—u)dx)du
— / flu)e™s® (/OOO e @ Wy — u)dx) du
_ / e (/_OO e”g(:z:)dx) du — /_Z Flu)e™ (/Ooo e”g(:ﬁ)d:ﬁ) du

= s))(Zg(s))

Die Vertauschung der Integratlonsreihenfolge ist erlaubt, da

/00 /OO |f(w)g(z —u)|e” " dadu < oo,
o Jo

wenn nur o > 0 grof§ genug gewahlt wird.
OJ
Der Faltungssatz ist bei der Behandlung von Anfangswertproblemen fiir gewohnliche Diffe-
renzialgleichungen von grofier Bedeutung, wie wir bald sehen werden.

Grenzwertverhalten

Wir untersuchen jetzt das Verhalten der Laplacetransformierten F'(s) einer Funktion f, wenn
Res — o0.

4.2.6 Satz. a) Angenommen, f € &, und fo—eF. Dann gilt
lim F(s)=0

Re s—o0

b) Wenn auch [’ € &, so haben wir, wenn f in 0 stetig ist:
lim sF(s)= f(0)

Re s—o0

c) Sind f,g € & und ist R := f — g, und sind die Laplacetransformierten F' = £ f und
G = Zg auf der rechten Halbebene {Re s > 0} definiert, so gilt folgendes: Wenn

L0} (s)| = oo mit s — 0, Res > 0,
g(t)

so wird

F(s)
s%O,lRHelS>O G(s)

d) Ist f € & und existiert A := lim;_, f(t), so gilt
lim sF(s)=A

s—0,Res>0

=1.
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Beweis. Zu a). Wir nehmen an, es gilt mit geeigneten ¢, M, tq > 0:
|f(t)] < Me®, wenn t <t

Schreiben wir dann fiir ein beliebiges a € (0, t):

|F<S)| < /Ooo e*(Res)tf(wdt _ /Oa e*(Res)t‘f(tﬂdt + /to 6*(Res)t|f(t>|dt + /OO e*(Res)t|f(t)|dt

to

so sehen wir: Ist ¢ > 0 beliebig vorgegeben, so kénnen wir a so klein machen, dass, wenn Re s > 0,
das 1. Integral kleiner als ;| f(t)|dt < e/3 wird. Das 2. Integral wird kleiner als e~ *Re* f;o |f(t)|dt
und damit kleiner als £, wenn nur Re s grofl genug gemacht wird. Das 3. Integral ist kleiner als
M ftzo eleRes)tgp < Rej‘f_c, wenn Res > c¢. Das wird fiir geniigend grofies Re s ebenfalls kleiner
als £.

Zu b) Das folgt aus f'o—esF(s) — f(0) und a) fur f” anstelle von f.

Zu c) Fiir irgendein T > 1 schreiben wir

F(s) = /0 Te_Stf(t)dt—{— / h g(t)e *tdt + / OOR(t)e_Stdt

T T

- /0 ' e (f(t) —g(t))dt + /0 N g(t)e™*"dt + /T N R(t)e *dt

- /0 e (F(8) — glt) ) dt + Gs) + / R(t)e*"dt

T

Also fiir s mit Res > 0:

P -o6l < [ 15w gt [ 12 g

T g(t)
< 5= <M+1>/0 (171 + gt

Teilen wir das durch |G(s)|, so finden wir
F(s) S
PO o S,
‘G(S) |G(s)]

Zu d). Ist A # 0, wenden wir ¢) an auf f und ¢ = A, denn G(s) = A/s. Ist A = 0, so
nehmen wir f + 1 statt f und g = 1 und erhalten mit c), dass lim,_,o ge s>0 SF'(s) +1 = 1, also
lim,_,0,Re s>0 F'(s5) = 0.

O



4.3. DIE RUCKTRANSFORMATION 105

4.3 Die Riucktransformation

Es soll jetzt um die folgende Frage gehen:

e Gegeben sei eine Funktion F'. Kann man eine Funktion f finden, deren Laplacetransfor-
mierte gerade die Funktion F' ist? ( fo—eF'). Wenn ja, wie brechnet man sie?

Folgendes ist wichtig:

4.3.1 Satz. Angenommen, f € & sei an der Stelle ty > 0 stetig, und F' = Zf sei auf der
Halbebene R, definiert. Gibt es dann ein a > o, so dass die Funktion g(w) := |F(a + jw)| tiber

R integrabel ist, so gilt
1 [e.e]

e Fla+ jw)elaH«lody = f(t)

Beweis. Wir setzen f,(t) := e~ f(t) und sehen, dass

/; = N W(e 3¢ dt = h —leHtg — jw
) / L / f(e t= Fla+jw)
Es folgt

/ Fla+ jw)elati«ltogy, = eato / j/’;(w)ej‘“todw = 2me™ f,(to) = 2m f(to)

oo

O
Wir wollen unsere Regeln zur Berechnung der Laplacetransformierten anwenden, um die
Riicktransformierte f(t) zu F(s) = e~V® zu berechnen. Dabei bedeutet /s = /re?/?, wenn
s=re? und —7/2 < 0 < /2 ist.

Wir beachten
Fl=-20,  Fl=Co 4T
§)=——— §) = —5+——
2y/s’ 4532 4s
woraus folgt

4sF"(s) + 2F'(s) — F(s) =0
Auf der anderen Seite ist aber auch F'(s) = —Z(tf) und

sF'(s) = sL(2f) = L((E2f)) = Ltf + 2f)

Einsetzen liefert uns

L +8tf —2tf — f)=0
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Somit ist
AP F + (6t —1)f =0

Nun schreiben wir

f! 3 1 3 1Y
1 r_ 4 _ _ = _lt —
Wf)=F=—5+"1 SRR
Das ergibt
1f(t)——31 t—1+C’
B S Y
oder

f(t) =Ct 3w

Mit dem Grenzwertsatz c¢) aus Satz 4.2.6 erhalten wir die Konstante C. Ist fi(t) = tf(t),
so folgt fi(t) = Ct~'/2 + R(t), wobei der Rest R schnell genug gegen 0 geht, wenn ¢ — oo. Ist
g1(t) = Ct71/2 5o folgt mit c) aus Satz 4.2.6, dass

Z(f1)
——(s) — 1, s —0, Res >0
Dg/ﬂgl (>

Zum anderen ist aber auch
67\/5

2V/s

gfl == —F’(S) =

und (U.A.)

Das liefert uns C = ﬁ;

Jetzt wollen wir die Laplace-Riicktransformation fiir rationale Funktionen durchfithren. Wir
erinnern uns an den

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom f vom Grade n > 1 ldsst sich in Linear-
taktoren zerlegen:

fE)=a(z —21)" (2 —29)2 - (2 — 2¢)""
mit komplexen Nullstellen zi, ...,z mit Vielfachheiten r1,..,7, € N, so dass ry + ... + r = n.
Beispiele: 1) f(z) = 23+ 22 + 52 + 9 + 12j hat die Darstellung f(z) = (z — (1 — 2j))(z —
3j)(z+2+]j). Hierist n =31 =1y =13 = 1.
2) f(z) =22 +2(3—j)z3 +3(3—4j)2% —2(3+ 10j )z — 10 ist zerlegbar als f(z) = (2 +3 —
E+3+j)z—j) alson=4,r, =ry=1,1r3=2.

Man kann iiber C rationale Funktionen zerlegen wie folgt
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4.3.2 Satz (Partialbruchzerlegung). Ist R = P/() eine rationale Funktion mit zwei Polynomen
P und @), so dass der Grad von P kleiner als der von @) ist, und hat () die Linearfaktorzerlegung

Q(Z) = an<z - Zl)rl (Z — ZQ)TQ """ (Z - Zk)r’“

so lasst sich R schreiben als

mit geeigneten Koeftizienten Ay, € C.

Beispiele. a) R(z) = Zfil. Nunist Q(z) =2*—1=(2—=1)(2+1)(z—j)(2+]j) und P(z) = 2%
Es entsteht

A B C D
+ + relinn :
z—1 z41 2z—] z+4]

R(z) =

Die Koeffizienten finden wir so:
A B C D

R(z) = + + -+ :
z—1 241 z2z—-] z2+]
A+ D+ D) 4+BE-D)E+ D)+ C(2+j)(2* 1)+ D(z—j)(2* - 1)
B 24 —1
AR+ P+ 2+ D)+ BEP -2+ - 1)+ 0 +jr -2 —§)+ D —j—2+])
B 24 —1
_ (A+B+C+D)*+(A-B+jC—-jD)z*+(A+B—-C—-D)z+A—-B—-jC+jD
B 2t —1
Da ergibt ein lineares Gleichungssystem:
A+B+C+D = 0
A-B+jC—-jD 1
A+B—-C—-D = 0
A-B—-jC+jD = 0
mit der Losung
1 1 —j j
A=-B=—C=—D==
4’ ¢ 4"’ 4

Somit 11 11 31 i1
R(z) =~ 3 L

4z—1 4dz+1 4z—j 4z+j
Ein einfacheres Verfahren zur Bestimmung der Koeffizienten ist folgendes

4.3.3 Hilfssatz. Angenommen, es sei R = g eine rationale Funktion und () habe nur einfache
Nullstellen, etwa die Nullstellen sy, ...., s;. Dann gilt
P(s;) 1 P(sg) 1

Q'(s1) z — s +”.+Q’(sk) Z — Sy

R(z) =
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Beweis. Wir konnen schreiben:

Wir finden dann

= lim(z—s z)=1lim(z —s M:im P(z) :P(Sl)
Al - Zl_>51< 1)R< ) Zl_>51( 1)Q(Z) Zl_wl Q(z)/(z . 81) Q/(SI)

Genauso argumentiert man fiir die anderen Koeffizienten.

Beispiele. 1) R(z) = —2=. Dann ist P(z) = 22,Q(z) = 2*— 1. Die Nullstellen sind s; = 1,5, =
—1,53 =j,s4 = —j. Also folgt
P) 1 P(-1) 1
Q1) 4 Q1) 4QG) 4 47Q(=j) 4

2) R(z) = jiﬁ Nun ist P(z) = 2% + 1 und Q(z) = z* + 1 mit den Nullstellen:

rG) 1 i P(=)) ]

~1+j

V2

1+

1+] 1
51 = ——

-J

, Sg = —8§ = , S3=8 = ——,

o TR TR RN,
Wir finden dann

S4 = Sg9 =

Q'(s1)  4si 4 2v/2

P(s3) J P(s3) _ i P(s4) _ —J
Q'(s2) 22" Q'(s3)  2v2 Q'(s4) 22

P(s1)) _si+1 _ si+s0 j

Entsprechend folgt

Also

j 1 1 1 1
R(z) = (‘ E R e - -]
2v2 \ 2 - H ity A4 Zta
Damit konnen wir wir gewisse rationale Funktionen die Riicktransformierte angeben:

4.3.4 Hilfssatz. Ist eine rationale Funktion R von der Form R = P/(), mit einem Polynom (@),
das nur einfache Nullstellen hat, ist also R zerlegbar in der Form

P(s 1 P(s 1
(1) (Y
Q'(s1) 2z — 81 Q' (k) z — sx
so ist R die Laplacetransformierte der Funktion

P(s1) st
Q’(81)€ + +Q’(sk)€

f(t) =

gewesen: Also Re—of.
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Der Fall rationaler Funktionen mit einem Nennerpolynom mit mehrfachen Nullstellen ergibt
sich nun aus der Regel

—t- f(t)o—eF', (=t)F. fo—eF® L >1

4.3.5 Hilfssatz. Sei

rational. Dann gilt

k
— Alm I—1 _zmt
Ro—ozz(l_l)!t e
m=1 =1

Man kann die Koeffizienten A;, in der Partialbruchdarstellung berechnen durch

1
_ 3 _ Tm (Tm*l)
A = 7 i (5= 20)™ R(5)
Beispiel. Ist etwa R(z) = (z2++2)2 mit @ > 0, so haben wir R = P/Q mit P = 1 und
Q(2) = (z — aj )*(z + aj )?, also zwei 2-fache Nullstellen bei +aj. Es folgt zuerst

R(2) A N B N C N D
Z) =
(z—aj)?  z-—aj (z+aj)?  z+44qj
Dann wird
A= lim (s — aj)*R(s) = lim vt
s—aj s—aj (S —+ CLj )2 4q?

1 ' 2 —j
B _ 1 4312 e 1 - - _ Y
SLHC}J( (s —aj)"R(s)) sfﬁﬂ ((s + aj )2) (2aj)3  4a?

Nun ist aber auch C = A und D = B, da R reelle Koeffizienten hat und —aj = aj.

Das liefert / /
-1 1 j/a 1 j/a
R(z) = — -
(2) 4a? ((z—aj)2+z—aj+(z—|—aj)2 z+aj)

und weiter

-1 . i . . i . 1 1
Ro—o@ <teJ @4 Ja Jat 4 emdot ']aeﬂ at> =942 <—t cos(at) + a sin(at))
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4.4 Anwendungen der Laplacetransformation
auf Differenzialgleichungen

Die Laplacetransformation iiberfiihrt eine lineare Differentialgleichung in eine algebraische Glei-
chung. Diese lésst sich 16sen. Man gelangt dann durch Riicktransformation zu einer Losung der
gegebenen Differentialgleichung.

Gegeben sei die lineare DGL der Ordnung n
Y™+ a, y" T + L ay fay = f

wobei f € &. Wir wollen die Startwerte y(0) = yo,%'(0) = y1, ..., "V (0) = y,_1 vorschreiben.
Durch Laplacetransformation iiberfithren wir die DGL in eine Gleichung fiir die Laplacetrans-
formierte Y von y und finden

P(s)Y (s) = Q(s) = F(s)

wobei F' die Laplacetransformierte zu f sein soll und ) ein Polynom vom Grade < n — 1 ist,
dessen Koeffizienten von den Startwerten yy, ..., y,,_1 abhédngen. P ist gerade das charakteristische
Polynom der DGL. Es folgt
Q(s) , F(s)
Y(s)= ==+ —+
*) =P TP

Durch Riicktransformation berechnen wir daraus y. Dabei bestimmen wir u := #~(1/P) und

erhalten dann F(s)
B s
A I(P(s)> =fxu

Beispiele. (i) Die Differentialgleichung 3’ + ay = f mit einer konstanten a und einer stetigen
Funktion f € &. Dabei geben wir vor, dass y(0) = yo sein soll.

Durch Laplacetransformieren finden wir, wenn yo—eY', dass y'o—esY — yy. Das ergibt, wenn
fo—eF:

F—
sY —yo+aY =F, (s+a)Y =F—vyy, Y= Yo
s+a
Nun ist aber
Leoet, I gp ety = (e ), ey
s+a s+a st+a

Damit folgt
t
Ye—oyje ™ + fxe ™ = yje " + / f(z)e e Vg
0



4.4. DIFFERENZIALGLEICHUNGEN

(ii) Die Differentialgleichung 2. Ordnung
y'+ay +by=f, y(0) =y0,9'(0) =1
wobei f € &. Ist wieder yo—eY, fo—eF', so haben wir
Y o—es’Y —y; —yos, y o—esY —y

Das ergibt
F +yos +y1 + ayo

) ey
(" +as+BY —yos —gp —ayo = F, ¥V = —7— 7

Wir miissen also jetzt die Nullstellen s;, sy von s? + as + b ansehen. Es gilt
2

2 a2 a
b= z h— —
5%+ as + (s+2)—|—

Wir nehmen an, es sei b # a?/4. Dann ist s; # so, und ferner

11 1 1
24as+b S —S \S—8 S— Sy

Das ergibt
YoS + Y1 + ayo _ Y1+ ayo Yos
s2+as+b s24+as+b s2+as+b
oy ayo 1 1 Yo(s — s1)
= - +
S — 89 \§—8, §— 589 s2+as+b s2+as+b
_ it ayo + Yosa 1 n Yo
S1 — S S — 851 S — 89 S — 89
o Y1 + aYo + YoS1 (eslt . 682t) + yoe‘”t
S1 — So
Weiter haben wir
F 1 1 t
% (51t _ ps2t) — si(t—z) _ _sa(t—=x) d
32+as+b._031—32f (e e ) 81_82/0]”(1')(6 e ) x
Das fiihrt uns auf die Losung
t
y(t) = Y1+ ayo + Yos1 (eslt . 652t) + y0652t + / F(z) (esl(t—x) . 6sg(t—x)) dx
S1 — S2 S1 =52 Jo

(iii) Die DGL
2" (t) + 52" (t) + 82/ (t) + 4a(t) = €'

111
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mit Anfangswerten z(0) = 2/(0) = 2”(0) = 0.
Nun ist P(s) = s* + 55 +8s+4 = (s + 1)(s + 2)* und Y (s) muss die Gleichung

1
(s +1)(s+2)°Y(s) =
s—1
l16sen. Also
Y(s) = ! _A + b + ¢ + =
S (s=D(s+1)(s+2)?2 s—1 s+1 s+2 (s+2)2
Dabei ist 1 1
A=(s—1)Y =—, B=(s+1Y _ 1
(s=DY ()| _ =19 (s+1)Y(s)] =3
1 4
D= 2)%Y == = 2)2Y (s) ) —
(s+2)Y(s)] =3  C=(6+DYE)| =3
Das ergibt uns
1 1 4 1
P B T N
y(t) 3¢~ 5¢ —|—96 —|—Se

Systeme linearer Differenzialgleichungen

Wir betrachten fiir eine n x n-Matrix A das System
g'=A-g+ ()

wobei b eine vektorwertige Funktion aus & sein soll. Wir stellen die Startbedingung 4(0) := .

Die Methode der Laplacetransformation ermdéglicht eine Losung dieses Differenzialgleichungs-
systems. Ist ndmlich Y der Vektor der Laplacetransformierten der in ¢ als Komponenten auftre-
tenden Funktionen, so ist

sY — ]j() =AY + B

wobei B die Laplacetransformierte zu b bedeutet. Damit ist ¥ Losungsvektor eines linearen
Gleichungssystems:
Das ist 1osbar, und die Losung hat die Gestalt

P(s) = gy Als) - o+ B)

mit einem Polynom P vom Grad n und einer geeigneten Matrix ./2(, deren Eintrige ebenfalls
bestimmte Polynome sind, deren Grad nicht grofler als n — 1 ist. Mit der Methode Laplace-
Riicktransformierten und mit Hilfe des Faltungssatzes kann so die Losung 4/ (t) des DGL-Systems
berechnet werden.



4.4. DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 113

Beispiele: Das System
Y1 = 33y +48y2 +t
ys = —24y1 — 35y, + 1

mit Startbedingungen y;(0) = 2, y2(0) = —1.
Die Laplacetransformierten Y; und Y5 erfiillen die Bedingungen

(s—33)Y; —48Y, = 2+ %
24Y; + (s +35)Y, = —1+1
Es folgt

Y(S)_2s3+2252+493+35 Y(g)_—s3—1452—335—24
BT (s 3)(s—1) T 25+ 3)(s— 1)

Die Ricktransformation liefert uns

217 35 8
yl(t) = .,%71}/1 = —? — gt -+ 27€t — §€7St

49 2
Yo(t) = LYy = 3+ 8t — 18¢" + 56_‘%
(ii) Der Transformator

Wir suchen in der folgenden Schaltung die Stréme 2; und 5. Dabei ist U eine Gleichspannung,
die bei t = 0 eingeschaltet werden soll. (hy bedeutet die Heavyside-Funktion).

4040— R

@)

Die Strome geniigen den Differenzialgleichungen

Li, +Ri,+Mi, = Uhg
Liy+Riy+ Mi, = 0

dquivalent:
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und damit .
'\ _ (L MY\ iy Uhyg
()= (o ) (i) (5
wobei L # M. Gehen wir zu den Laplacetransformierten I, und Iy zu i; bzw. iy {iber, und

beachten i1(0) = i5(0) = 0, so geht das Differenzialgleichungssystem in das lineare Gleichungs-
system

(Ls+R); + sMI, = Y
Msh + (Ls+ R)I, = 0
iiber. Die Losung dazu ist
Vb s
( I, ) U (1-k2)s2+ F s+ 7z U (1-k2)sP+ 252+ g s
L) L _k L K
(1—k2)s2+%5+%g (1—k2)s2+%s+T%
Dabei ist I u
T'=—, k=—<1
R’ L
Wir nehmen nun die Riicktransformation vor.
Es gilt fiir das Nennerpolynom:
2 1 2 1
1—k)s?+ =s+— = (1-k*) (s
( )s st ( ) s +(1—k2)TS+(1—k:2)T2

2 ]‘ 2 ]‘ ]‘ 2
= (1=K) ((S+ = Taomre  Goer )
= (1 —FK)(s—51)(s — s2),

wobel

1 1
S1 = Tl—i—k’ S =

Es folgt

U 1 L !
h= (1- k2L ((8—51)(8 —s) | Ts(s —s)(s - 52))

Die Partialbruchzerlegungen der Terme innerhalb der Klammern lauten nun

(5—31)1(3—32) - (sli@) <s—181 B 5—132>
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und

mit den Koeffizienten

s—s1)(s—s2) 5182
Y 1 _ 1
B = llms—>81 s(s—s2) ~ si(s1—s2)
L 1 _ 1
C = llmsasz s(s—s1) 2(s1—s2)
Das ergibt zusammen:
U 11 L1

L, =
! —k2)L<(51—52)s—81 (s1—82) 8 — 89

(
2 5)

T\s s—8 S— 89
B U ( 1 " 1 1
(1 —Kk2)L\s; — sy Ts,) s — s

1 m 1 1 N 1 1)
S1 — S Tsy) s—s9 Ts1898
Nun ist aber

1 (H—l)——“_ﬁﬁ, 1 (H_L):“_Hﬂ’ L _ gy

S1 — S T81 2 ’ TSlSQ

und damit

Mit den Korrespondenzen

1

S — 851 S — 89

(ho ist die Heavyside-Funktion), folgt (wegen & = &)

]1._0;_; (67% ﬁ + 67% ﬁ - 2h0(t))

Lo kU1 1 1
S k?)L sy — sy \s—81 §— 8o

U/ _+ 1 1
e Ti+tk — e T 1-k

(1 -
2R

Genauso finden wir

*—o
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Damit flieen also in den Teilstromkreisen nach Einschalten der Spannung die folgenden

Strome U
i(t) = 3 (e—%ﬁ Fe T TR — 2)
und
. —Uy/ _+ 1 1
Zg(t) = ﬁ (6 TI+k — e T 1—k>

(iii) Gekoppelte schwingende Teilchen

Angenommen, 2 Koérper der Masse m sind untereinander und mit 2 Wénden durch eine Feder
verbunden und sollen sich reibungsfrei auf einer Unterlage bewegen kénnen. Die Federn sollen

\

die Federkonstanten ¢y, co haben.

\

7> X X
1 2
Zu Beginn soll der 2. Korper in Ruhelage sein, so dass x5(0) = 24(0) = 0. Der 1. Kérper soll

in Ruhe befindlich und um z, ausgelenkt sein: z1(0) = ¢, 27 (0) = 0.
Dann bewegen sich beide Teilchen so, dass folgendes System von Differenzialgleichungen gilt

7] = —wiz) + wi(ze — 1)

Th = —wize + ws(T1 — T9)

Dabei ist w? = ¢1/m, w3 = co/m. Wenn x,0—e X, 1,0—eX5, so wird daraus durch Laplacetrans-

formation
$2X) — sty = —wX; +wi( Xy — X))
SQXQ = —W%XQ + wg(Xl — Xz)
oder:
(2 +wl+wi)X; —wiXy = sz

—wiX; + (P wi+wHXy = 0
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Die Losung dieses linearen Gleichungssystems ist

P xos(82 + w% + w%)
P (2 4 w?)(s? + w? 4 2wl)

und

X, — wizos
(82 + w?)(s? + w? + 2w3)
Nun bestimmen wir die Partialbruchzerlegung zu diesen Funktionen und finden

X 1 s N s
—T
P2\ 210?24 w? o+ 202

b% 1 s s
= —X —
T2\ 2w 2wt 2wl

Wir erinnern uns, dass

7 e cos(wit) S cos(y/w? + 2w3 t)
$2 + w? T8? + wi + 2wl ! 2

damit finden wir durch Riicktransformation

1
xq(t) = 570 <cos(w1t) + cos(y/w? + 2w3 t))
und
1
To(t) = 570 (cos(wlt) — cos(y/w} + 2w3 t)>

(iv) Gleichstrommotor

Bei einem Gleichstrommotor bestehen zwischen der Drehgeschwindigkeit w und dem Strom
J, der den Anker durchflieit, die Beziehungen

-0 = —aJ+ M
L] = —aw—-RJ+U

wobei 6 das Tragheitsmoment, L die Induktivitdt der Spule, R den Widerstand, U die Spannung
und a > 0 eine Matrialkonstante bedeuten. Es folgt also

w/_a M

J/

I

|

h
S

|

=
<
+
SE
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Angenommen, der Motor werde zur Zeit t = 0 angeschaltet. Dann erfiillen die Laplacetransfor-
mierten {(s) und ZJ von w und J die Gleichungen

sQ-s2] = -2
O+ E+s) 27 = L

oder

(3 e ) ()= (o)

(Q)_ 1 (%Jrs )(—M/&s)
ZzJ] 2+ s\~ U/Ls

1 aU - MR- MLs 1 aM + 0Us
== 5 LJ=— .
OL s(2 + Zs + 2) OLs(s* + Bs+ 53)

Sle »

Das fithrt auf

»n <l

Also ist

Q(s) :

Das Polynom P(s) = s* + %5 + 2—29 hat im Falle A := % — % > 0 die reellen Nullstellen
R

512 = Y7 +vV/A. In dem Ansatz

A B C
_l’_

S S — 851 S — So

erhalten wir dann A = lim,_,o s§)(s) = % — ﬁ—% Somit wird

U RM U RM
w(t)=————+ Be"" + Ce*" — — — —
a a? a a?

wenn t — oo. Analog wird

A B C
— -

LI="4

S S — 81 S — 89
mit A = lim, 0 5.2J(s) = %, so dass J(t) — X, wenn t — oo.

(v) Eine Differenzialgleichung mit Verzégerung.
Wir betrachten noch die Dgl:
/
y'(t) =ylt—1)
Durch Laplacetransformation yo—eY erhalten wir

sY —y(0) =Y

Oder

s—e s s 1 -2
S
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Ist nun s > 1, so wird 0 < % < 1 und daher ist die Reihenentwicklung

e e~ s
Vis) = (0> S
n=0
erlaubt. Nun ist aber m 1
(u . ho)(t — n) o—oe_"s,,gu(s), —'0—0—
n! s
Das ergibt
=1
Y e—oy(0 Z%H (t —n)"ho(t —n)
also

[t]

y(0)=y(0) D (¢~ )"

n=0

Diese Funktion ist auf (2, 00) unendlich oft stetig differenzierbar, und auf (1, o) stetig differen-
zierbar. Thr Schaubild sieht so aus:




