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Modul: Mathematik 1b fiir Ingenieure, Bachelor Sicherheitstechnik (PO 2011)

Aufgabe 1 (20 Punkte)

/2
a) Man berechne das Integral I := / %dw mit der Substitutionsregel.
0 4 +sin“x
(5 Pkte)
: a® — dx + 24 : . :
b) Sei R(r) = ———5———=. Wie lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung von R? (3 Pkte )
(x —1)2(22 + 6)
¢) Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von R. (6 Pkte )
3
3 1 2
d) Berechnen Sie das Integral I = /2 ((z ~1) e + o _T_ 6) dx.
(6 Pkte)

Geben Sie stets den vollstindigen Losungsweg an. Benutzen Sie bei der Bearbeitung dieser Aufgabe die
Formelsammlung nicht.

1
Lésung. a) Wir substituieren y := 3 sinz. Da ¢/(z) = %cos x, folgt

1/2 d 1 Y2 4 1 1

Yy Yy
I1=2 = — Zarcte (=
/0 4+ 4y? 2/0 T+y2 270 83

b) Der benéstigte Ansatz muss lauten:

A B Cz+D
R(x):xfl—i_(:cfl)? 6
c) Es gilt
R(z) — Az —1)(2* +6) + B(¢* +6) + (Caz + D)(z — 1)

(z —1)2(z2 +6)
A(x® — 22 4+ 62 — 6) + B(2? + 6) + Cz3 — 2C2? + Cx + D2 — 2Dz + D
(r —1)2(z2 +6)
(A+C)2*+ (—A+ B —2C + D)z* + (6A+ C —2D)x —6A+ 6B + D
(z —1)*(z* +6)

Es soll also
(A+C)z® + (~A+ B —2C + D)z* + (6A+C —2D)x —6A+ 6B+ D =2° — 4z + 24
werden. Das bedeutet aber

A+C=1 —A+B-20+D=0, G6A+C—-2D=-4, —6A+6B+D=24

Das Gleichungssystem wird durch A = —1,B = 3,C = 2, D = 0 gelost. So finden wir

1 3 n 2z
z—1 (z—-1)2% 2246




3
d) Die Funktion F(z) = —In(z — 1) — -1 +1In (22 + 6) ist eine Stammfunktion zu R, also
T —

3 3 3 3
R(z)dr =—-In2— -+3+1Inl5—-Inl0=-+1In(-)
2 2 2 4



Aufgabe 2 (20 Punkte)
Gegeben sei die auf [0, 2] definierte Kurve a(t) = (x(t),y(t)), wobei x(t) = t2(2 — t) und y(t) = (t + 2)x(t).

_ a2
a) Berechnen Sie o'. (Zur Orientierung o/(t) = ( _4;3 —?—tSt )) (5 Punkte)
b) In welchen Punkten ist die Kurve reguliir, in welchen nicht? (4 Punkte)
¢) Berechnen Sie die Normale N an « im Punkte «(1/2). (5 Punkte)
d) Berechnen Sie die den Flicheninhalt A der von « umschlossenen Fléiche. (6 Punkte)

Lésung. a) Es gilt 2/(t) = 4t — 3t2 und y/(t) = x(t) + (t + 2)2'(t) = 2t> — 3 + (t +2)(4t — 3t?) = 22 — 3 +
4% — 33 + 8t — 61% = —4t3 + 8t

b) a ist genau bei ¢t = 0 nicht regulir. o/(0) = 0. Die einzige weitere Nullstelle von 2’ ist ¢t = 4/3, wo aber
1y’ keine Nullstelle hat, also ist « bei allen anderen Stellen regulir.

5/4

c¢) Es gilt a(1/2) = (2,12). Ferner ist o/(1/2) = ( 7/2

). Als Richtungsvektor der Normalen ist also

( _51 4 > geeignet. So finden wir

3/8 —14
Na’l/z - < g ) +R ( 5 )
16

d) Die Sektorformel ergibt

) P
24 = / y(t) ¥(t) 'd’f
_ / x(t) /(1) ’ »
0 (t+2)z(t) =)+ (t+2)2(t)

2 2 2
/ w(t)thz/ t4(t—2)2dt:/ (t5 — 4t® + 4t*)dt
0 0 0
27 2T 27 97

77375 T 105

64
Damit wird A = —.
amit wir 105



Aufgabe 3 (20 Punkte)
Es sei §(t, s) := (es(t —1), ef(s* — t)) und f(z,y) == (23 — 32y)y.

a) Berechnen Sie Vf. (343 Punkte)
b) Berechnen Sie die Jacobimatrix von ¢ (4 Pkte)
¢) Ist dann h(t,s) := f(g(t, s)), so berechnen Sie VA(2,1). (10 Punkte)

2, _ 9,2
Lésung. a) Vf = ( 3;331 625 )

b) J5(t,s) = ( el (52 _est) et es(Qts;D )

el
c) Es gilt §(2,1) = (e, —€?) und Vf(e, —€?) = ( 76; >, also

(@1 h(20) = (fle-) fe-) gy )

_ a4 3 € € (90,5 5
= 66,76)(_262 2862)—( 20e°, 8e”)



Aufgabe 4 (20 Punkte)
Es sei G das Gebiet, das zwischen = 0 und & = 2 von oben durch den Graphen der Funktion f(x) := z(3—x)
und von unten durch den Graphen der Funktion g(z) := x berandet wird .

a) Skizzieren Sie das Gebiet G. ( 5 Punkte)

b) Berechnen Sie fiir « € [0, 2] das Integral

(5 Punkte)

¢) Berechnen Sie das Integral

11:/ Tac
a\Vy

unter Angabe des vollstdndigen Losungsweges.

(10 Punkte)

Lésung. a) Hier ist die Skizze:

25

05

2
L = /\/EJ(a:)dx
0
2 2 2
= 2/ x\/3—xdx—2/ xdm:2/ V3 — xdxr — 4
0 0 0

3 3 3
2/ (Bfu)\/adufélzﬁ/ \/ﬂdu—Q/ u?/?du — 4 mit der Substitution u = 3 — z
1 1 1

4 3 4 24+/3 — 12
_ (4u3/2—5u5/2)‘1—4212-\[—?;6\@—44-5—4:\/353625(2\/5—3)



Aufgabe 5 (20 Punkte)

Untersuchen Sie die Differenzialgleichung

y" — 12y’ + 16y = 25te’

a) Was ist das charakteristische Polynom P dieser DGL?

b) Was sind seine Nullstellen ? (Hinweis: Eine der Nullstellen liegt bei 2.)
¢) Bestimmen Sie die resultierenden Basislosungen.

d) Wie lautet der Ansatz fiir eine partikulére Losung u, ?

e) Berechnen Sie u, mit diesem Ansatz.

Beachten Sie: Die Variable ist .

Lésung. a) Es gilt P(X) = X3 — 12X +16 = (X +4)(X — 2)?

b) Die Nullstellen von P sind -4 und 2 (2-fach)

c) Basislosungen sind nun e %!, e, te?

d) Der Ansatz u,(t) = (at + b)e’ ist tauglich.

e) Wir rechnen aus:

uy,(t) = (at +a+b)e’, ul(t) = (at + 2a + b)e’, u (t) = (at + 3a + b)e’

p p

und setzen ein:

uy' = 12uj, +16u, = (at +3a+b—12(at +a +b) + 16(at +b) )e'
(5at — 9a + 5b)e’

Wiihlen wir a = 5,b =9, also u,(t) = (5t + 9)e’, so wird u;’ — 12u;, + 16u, = 25te’.

(3 Punkte)
(3 Punkte)
(4 Punkte)
(4 Punkte)
(6 Punkte)



Aufgabe 6 (20 Punkte)

In einer Urne liegen 4 Kugeln. Eine ist mit 71”7, eine mit 72", eine mit ”3” und eine mit ”4” beschriftet. Es
werden (ohne Zuriicklegen) 2 Kugeln gezogen. Sei X die Zahl auf der als erste gezogenen Kugel und X, die
Zahl auf der als zweite gezogenen Kugel. Wir interessieren uns fiir die Zufallsgrofle X := X7 + 2X5.

a) Was ist der relevante Ergebnisraum (27

b) Was ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir X? Berechnen Sie dazu P({X = a}) fiir alle a € Q.
¢) Berechnen Sie den Erwartungswert £(X)

d) Berechnen Sie die Standardabweichung fiir X (bis auf eine Nachkommastelle)

(4+6-+4+46 Punkte)

Losung a) Zuniichst schreiben wir die Menge Q der moglichen Ziehungsergebnisse an. Das ist folgendes:
Q= Ql U Qg UQg UQ4, wobei

f\21 = {(1’ 2)7 (17 3)7 (174)}7 ?22 = {(2v 1)7 (27 3)7 (274)}
Qs ={(3,1),(3,2),(3,49)}, Qu={(41),(4,2),(4,3)}

Daraus folgt fiir die moglichen Werte von X, dass X
auf ﬁl die Werte 5,7 und 9

auf ﬁg die Werte 4,8 und 10

auf §3 die Werte 5,7 und 11

und auf §4 die Werte 6,8 und 10

annimmt. So erhalten wir Q = {4,5,6,7,8,9,10,11}.

b) Es gibt 12 mdogliche Ziehungen, da die erstgezogene Kugel nicht zuriickgelegt wird. Aus a) finden wir
folgende Tabelle fiir die Wahrscheinlichkeiten P({X = a}):

12P{X =a C)L ‘

4
1 \

c) Es folgt jetzt

90

ZaP{X—a}) (4+10+6+14+16+9+20+11) o

=75

11
1 730
X% =" a?P{X =a}) = 73 (16 50 + 36 + 98 + 128 + 81 4200 4 121) = —2= = 60,83

Die Varianz V hat den Wert V = £(X?) — (£(X))? = 60,83 — 56,25 = 4, 58. Daraus folgt fiir die Standard-
abweichung s = vV = 2,1 (Genauer 2,14).



Aufgabe 7 (20 Punkte)

a) Eine Firma bestellt bei einer anderen Unterlegscheiben, wobei die Dicke X zwischen 2,8 mm und 3,5 mm
liegen soll. Die Dicke der gelieferten Unterlegscheiben sei normalverteilt mit Mittelwert x4 und Standardab-
weichung o.

i) Wie hoch wire der Ausschussanteil fiir y =3 mm und ¢ = 0,2 mm ?

ii) Wie miisste der kleinste Wert a > 0 sein, sollten mindestens 95% der Scheiben eine Dicke zwischen 3 — a
und 3 + a haben?

b) In einer Stadt sei die durchschnittliche jihrliche Niederschlagsmenge 24cm /m?. Ist sie normalverteilt mit
Mittelwert 24 cm und Standardabweichung 2 cm, mit welcher Wahrscheinlichkeit fallen dann in 3 aufeinander
folgenden Jahren hochstens 75 cm je m? ?

Lésung. a) (i) Die Grofe Y := X523 ist (0, 1)-verteilt. Die Quote der brauchbaren Unterlegscheiben ist

P(2,8< X <3,5)=P(-1<Y <2,5) = 0(2,5)—®(—1) = $(2,5)+®(1)—1 = 0,9953+0,8413—1 = 0, 8366

also hat man 16,3 % Ausschuss.

a a a
— < < >

02 = Y < 0’2) > 0,95, also 2@(072
a

0,975-Fraktil, also ®(z) = 0,975, so muss 03
miisste daher mindestens 0,392 mm werden.

(ii) Es soll PB—a < X <3+4+a) = P(

)—1>0,95. Ist z das

> z werden, d.h. aber a > 0,2z = 0.392. Der Toleranzraum

Hierbei bedeutet ® die Fehlerfunktion, also ®(x) : —*/2q4,

1 x
= — e
V2T /_oo
b) Die in 3 Jahren niedergehende Niederschlagshohe X je m? ist normalverteilt mit Mittelwert 72 cm und

Standardabweichung 2v/3. Die Zufallsgrofie Z = );;? ist wieder N(0, 1)-verteilt. Die gesuchte Wahrschein-
lichkeit ist dann

1
P(X <T75)=P(Z< §x/§) = ®(0,86) = 0,805



