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Modul: Mathematik 1a fiir Ingenieure, Bachelor Sicherheitstechnik (PO 2011)

Aufgabe 1 (20 Punkte)

a) Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion, dass fiir alle n € N mit n > 2 gilt

n 271,-&-1
z_: k:+1 T+l

b) Bestimmen Sie die Menge M derjenigen z € R, die die Ungleichung |2z + 1| < |7z + 5| erfiillen.

2
Lésung. a) Induktion nach n. Fiir n = 2 sind beide Seiten gleich 3
Angenommen, die Formel gelte fiir n. Dann haben wir

n+1
k:+1 k+1 (n+1)(n+2)

n+1
_ 2 o4 n nal

n+1 2 (n+1)(n+2)

2n+1 n
= 1 -2
n+1( +n+2>

27+1(2n 4 2) _ont2
(n+1)(n+2) n+2

Zu b) Es gelten folgende Aquivalenzen:

reEM & (2z+1)72< (7x+5)2<:>4x2+4x+4<49x2+70x+25

8

4 —24 — —-——

& 4522 + 662 > & 7 +15x> 5
11

Hp 1t <:>|x+ |> L
15 152 15

s 1< 1 od >_2
X — = oder r —_—
5 3

& (z+

Somit ist M =R\ [-2, — 2].



Aufgabe 2 (20 Punkte)

Gegeben sei ein Dreieck D mit Ecken bei A= ( _34 ) , B = ( _13 > und C = < g > Ein Punkt D teile

die Seite AC von A aus im Verhéltnis 3 : 2. Weiter sei M der Mittelpunkt der Seite BC.

a) Berechnen Sie M und D (345 Punkte)
b) Welchen Abstand hat A von der Geraden durch B und C? (8 Punkte)
¢) Welchen Flécheninhalt hat das Dreieck D ? (4 Punkte)

Lésung. a) Das Dreieck sieht so aus:

b) Der gesuchte Abstand ist

a4 4 o -5 7
d_\det(A—B, C—B) _Idet< 3> I_ 57

1 — — — —
¢) Der Flicheninhalt des Dreiecks ist F' = §| det (A -B, C— B) | = 28,5



Aufgabe 3 (20 Punkte)

1 -4 -5 -1 3
Gegeben sei die Matrix A = 2 7 0 t mit einer Zahl ¢ € R und der Vektor b = 1
-7 —-11 9 -19 -8

a) Bestimmen Sie den Rang von A und die Dimension des Nullraumes N4 := {Z € R*| A- & =0} von A in
Abhéngigkeit von t.

a
b) Berechnen Sie fiir ¢ = 8 Zahlen a,b € R, so dass Z := _bl € L(A,b)
-1
4 7
¢) Sei t = 8. Berechnen Sie dann A- (1) und A- _32 . Gilt dann fiir den Nullraum N 4 die Gleichheit
-1 0
4 7
0 -2
= = ?
Na=Vi=R| | |+R|

(Antwort begriinden!)
(104+4+6 Pkte)

-,

Lésung. a) Mit Blick auf Teil b) formen wir die erweiterte Matrix (A, b) um. Subtrahieren wir 2 mal die 1.
Zeile von der 2. Zeile und addieren 7 mal die 1. Zeile zur 3. Zeile, so finden wir die neue Matrix

1 -4 -5 -1 3
0 15 10 t+2 )
0 -39 —-26 —26 13

Dann addieren wir zur 3. Zeile das 13/5-fache der 2. Zeile und finden

1 -4 -5 —1 3
0 15 10 t+2 -5
0 0 0 B-3) 0

Das ergibt
2 ,wenn t=38
Rang (A) = { 3 ,wenn t#8

und damit wegen dim (N 4) = 4 — Rang (A) weiter
. 2 ,wenn t=38
dim (N4) = { 1 ,wenn t#8
b) Fiir ¢t = 8 geniigt es, das Gleichungssystem

a—4b+5+1 = 3
156-10—-10 = =5



zu l6sen. Das ergibt b = 1, und damit auch a = 1. Somit Zy = _11
-1
4 7 4 7
. 0 -2 - 0 -2 . i . .
c) Esist A - 1 =A- 3 = 0. Da 1 und 3 linear unabhéngig sind, ist V' ein
-1 0 -1 0

2-dimensionaler Unterraum von N 4. Da dieser ebenfalls die Dimension 2 hat, muss V' = N4 sein.



Aufgabe 4 (20 Punkte)

a) Gegeben sei die Folge (x,,), mit

3n*+5n+6 B 1502 +n+3
(n2+2)(n+1) 5n+1

Tp =

Konvergiert diese Folge?

(Hinweis: Formen Sie dazu x,, mit Polynomdivision um).

b) Es sei f(x) :== % fir z € [1, 00).
(i) Formen Sie den Ausdruck () = Js) in 1) = /() = _Blsm3 T 2s +¢) um, wenn ¢t > s > 1.

t—s t—s (t2+1)(s2+1)
(ii) Ist f monoton?
(iii) Bestimmen Sie die Wertemenge W := {y | y = f(z) fiir ein 2 > 1}.
(10+5+2+3 Pkte)

3n* 45 6 15n2 3
Lésung. a) Wir schreiben x,, = y,, — 2, wobei x,, = % und y, = % Mit Polynom-
division folgt nun
5 3+—3n2+5n+12 gn_ 2,17 1
n = 39N — —_—, Zp=3n— -+ —
Y (2 +2)(n+1) 5 5 bn+l
13 =3n?+5n+12 17 1 13
also r,, = —— + - — — ——, wenn n — oQ.
5 (n2+2)(n+1) 5 hn+1 5
Alternativ dazu:
—13n* —19n% + 6n? +31n+3  —13—19/n+6/n> +31/n + 1/n* N 13
Tpn = = )
5nt + 6n3 + 6n2 + 6n + 1 5+6/n+6/n2+6/n3+1/n* 5

mit n — oo.

b) (i) Es gilt

C3t+2 3542 (3t+2)(s*+1)—(3s+2)(t*+1)  3ts® + 3t + 257 — 3st — 35 — 2¢°

f(t) = f(s)

RS (P +1)(s>+1) - P+ 1)(s>+1)
73ts(sft)+3(tfs)+252f2t273tsf3+2(s+t)( 4
- (E+ 1) +1) T @D E)
. @)= f(s)  3ts—3+2(s+1t)
Somit ist s = — CESICESIR

(ii) Es gilt 3ts —3+4+2(s+t) > 4, also f(t) — f(s) <0, wenn ¢ > s > 1. Damit ist f streng monoton fallend.

5

)
(iii) Da 0 < f(z) — 0, wenn & — oo, haben wir W = (0, f(1)]. Mit f(1) = 2 folgt also W = (0, 5]



Aufgabe 5 (20 Punkte)
Gegeben sei die Funktion

fa) = ot
a) Wo ist diese Funktion definiert? (3 Pkte)
b) Was ist die 1. Ableitung von f? ( Zur Orientierung: f'(z) = —QM) (8 Pkte)
c¢) Welche lokalen Extrema fiir f gibt es und wo? (5 Pkte)
d) Berechnen Sie die Tangente an den Graphen von f bei oy = 1.
(4 Pkte)

Lésung. a) Daz? + 42+ 8= (x+2)2+4>0,ist Dy =R
b) Mit der Quotientenregel folgt

202 + 4 +8) — 2z +7)(2x +4) _ 22% + 8z + 16 — 42 — 222 — 28

/ _

flz) = (22 4 42 + 8)2 (22 + 4z + 8)?
2P 14w 12 2+ T2 +6 (z+1)(z+6)
(2242 +2)?2 T2+ +2)?2 (22 + 42+ 8)2

¢) Auf (—oo, —6) gilt f/(x) < 0, und fiir —6 < < —1 ist f’(z) > 0, also liegt bei —6 ein lokales Minimum
fur f.

Weiter ist f'(z) < 0 auf (—1,00). Also hat f bei —1 ein lokales Maximum.

2
d) Die Tangente ist durch T'(z) = f(1) + f'(1)(z — 1) = % — fSQ(x — 1) gegeben.



