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Mathematik fiir Sicherheitsingenieure I A (BScS 2011)

Aufgabe 1. (6+8+6 Punkte)
a) Zeigen Sie durch Induktion nach n € N:

n

Z(ka—l) = n?

k=1

b) Stellen Sie die folgenden Mengen als Teilmenge der reellen Achse graphisch dar:
A={zeR:|z—-2|<1} , B={x:|r—4|>2}

Schreiben Sie die Menge A als Intervall und die Menge B als Vereinigung von zwei

Intervallen. Welches Intervall ist durch die Menge C' = A N B gegeben?

c) Es sei f: R — R eine Funktion mit der Eigenschaft f(z + y) = f(z) + f(y).

Zeigen Sie durch Induktion nach n € N, dass

fn-z) = n-f(z)

Losung:
a) Induktionsanfang: Firn =11ist Y ,_(2k—1)=(2—1) =1 und n* = 1.
Induktionsschritt n — n + 1: Nach Voraussetzung ist

HZ(%—Q = zn:(Qk—l)+(2(n+1)—1):n2+(2n+1)

Wir rechnen weiter mit der binomischen Formel:
= n*+2n+1=(n+1)?%
was zu zeigen war.
b) In Intervallschreibweise ist A = [1,3] und B = (—o0, 2] U [6, +00).
Wegen AN [6,+00) = 0 ist
C = ANB=AN(-00,2]=[1,3]N(-00,2] =[1,2].

¢) Induktionsanfang: Fir n =11ist f(1-z) = f(z) =1- f(x).
Induktionsschritt n +— n + 1: Wegen der Rechenregel f(x +y) = f(x) + f(y) gilt

f((n—l—l)-x) = f(n~x+x) = f(n-z)+ f(z).

Jetzt setzen wir die Induktionsvoraussetzung f(n - x) = n - f(z) ein und rechnen
weiter:

=n- f(z)+ f(x) = (n+1)- f(x),

was zu zeigen war.



Aufgabe 2. (5+7+8 Punkte)

a) Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob sie WAHR oder FALSCH ist.
Eine Begriindung ist nicht notig. Falsche Antworten geben einen Punkt Abzug.
Antworten Sie also nur, wenn Sie sicher sind.

1) Sind zwei Vektoren v, w € R? orthogonal, so gilt (¢, @) = 0.

2) Sind zwei Vektoren @, @ € R? orthogonal, so gilt 7 x @ = 0.

(1)

(2)

(3) Sind zwei Vektoren ¢, w € R™ orthogonal, so sind sie auch linear abhéngig.
(4) Vier Vektoren aus R? sind immer linear abhéngig.

()

5) Die Vereinigung zweier Unterriume U,V C R? ist ein Unterraum.

b) Wir betrachten die Vektoren

4 2 5
U_i: 2 ) U_é: 0 ) U_é: 1 5
3 1 T

wobei x eine reelle Zahl sei. Fiir welche Werte von x sind v7, v3, v3 linear abhéngig,
fiir welche Werte linear unabhéngig?

c) Eine Ebene E ist in R? durch die Gleichung 2z, — x5 + 473 = 6 gegeben. Stellen
Sie F in Parameterform

und in der Form
{TeR’| (7,d) = c}
dar. Bestimmen Sie einen Vektor der Lange 1, der auf E orthogonal steht.

Loésung:
a)
1) ist WAHR, denn ¥, @ sind genau dann orthogonal, wenn (v, w) = 0.

2) ist FALSCH. Die Einheitsvektoren ey, e sind orthogonal, aber e; x e; = es.

4

(1)
(2)
(3) ist FALSCH. ey, e5 sind orthogonal aber linear unabhéngig.
(4) ist WAHR aus Dimensionsgriinden.

()

5) ist FALSCH. UUV = {21 = 0} U {zy = 0} = {129 = 0} ist kein Unterraum.



b) Wir berechnen die Determinante:

det 4-0-2+2-1-345-2-1-3-0-5—-2-2-2—-4-1-1

W N =~

—_— O N

8 ~ Ot
|

= 6+10—-4z -4 =12 — 4x.
Also sind die Vektoren linear abhéngig fiir = 3 und linear unabhéngig fiir = # 3.

¢) Wir bestimmen drei Punkte aus E (etwa, in dem man fiir j = 1,2, 3 jeweils z; = 0
setzt und dann die beiden anderen Werte so wéhlt, dass die Gleichung erfiillt ist):

0 1 2
P -2 , Q= 0 , R= —2 ,
1 1 0
Damit ist
0 —1 -2
E=P+R-(P-Q)+R-(P—R)= -2 | +R- -2 | +R- 0
1 0 1

Es ist wichtig, darauf zu achten, dass P Cj und P — R linear unabhéngig sind.
Ausserdem ist £ = {7 | (¥,d) = ¢} mitd = (2, —1, 4) und ¢ = 6. Damit ist @ ein
Vektor, der senkrecht auf F steht, und wir konnen ihn auf Lénge 1 normieren:

2 2

1
— . d . — .| =1
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Aufgabe 3. (7+8+5 Punkte)
Wir betrachten die Matrix

1 2 3 4
A = 2 6 6 4
3 12 8 1

a) Bestimmen Sie den Rang von A, indem Sie A auf Zeilenstufenform bringen.

b) Bestimmen Sie den Nullraum Ny = {# € R*|A - ¥ = 0} und geben Sie seine
Dimension an. Bedenken Sie dabei die Rangformel.

c) Seien ey, 9, €3, ¢4 die Einheitsvektoren in R*. Sind die drei Vektoren Ae;, Aey, Aes
in R? linear abhingig oder unabhiingig? Welche Dimension hat der Bildraum

L={j€eR®|y= AT fiir ein ¥ € R*}?

Losung:

a) Durch elementare Zeilen-Operationen erhalten wir die Zeilenstufenform:
12 3

(1) A =102 0 -4
00

Also hat A den Rang 3.
b) Nach der Rangformel ist

dim N + rang A = 4,

also dim Ny = 1. Mit der Matrix A’ gilt Ny = {# € R* | A% = 0}.
Das entspricht dem Gleichungssystem

1 +2x9 +3x3 +4xs = 0
233'2 —41'4 = 0
—XI3 +x4 = 0

Setzen wir also x4 := t, so folgt durch Riickwértssubstitution: x3 = t, xo = 2t und
r1 = —4t — 3t — 4t = —11¢. Wir erhalten:

1

-1
2
Ny = R-
1
1

c¢) Die drei Vektoren Aey, Aes, Aeg entsprechen den ersten drei Spalten der Matrix A.
Man kann also an der Zeilenstufenform (1) ablesen, dass sie linear unabhénig sind.
Alternativ kénnte man dies auch mit der Determinante der ersten drei Spalten von
A iiberpriifen. Folglich ist dim L = 3, da ohnehin dim L < 3 aus Dimensionsgriinden
gilt. Alternativ konnte man argumentieren, dass dim L = 3 gilt, da die Matrix A
den Rang 3 hat.



Aufgabe 4. (5+10+5 Punkte)

a) Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob sie WAHR oder FALSCH ist.
Eine Begriindung ist nicht notig. Falsche Antworten geben einen Punkt Abzug.
Antworten Sie also nur, wenn Sie sicher sind.

1) Jede stetige Funktion ist auch differenzierbar.

2) Jede stetige Funktion f : [0, 1] — R nimmt ein Maximum an.

(1)

(2)

(3) Jede stetige Funktion f : R — R hat eine Nullstelle.

(4) Der Grenzwert einer konvergenten Folge {a, }nen ist auch ein Haufungspunkt.
()

5) Ist (an)nen eine Folge mit Grenzwert 0, und (b, ),en eine Folge, die bestimmt
gegen +oo divergiert, so konvergiert die Produktfolge (a,b,)nen.

b) Wir betrachten die Folgen:

_An® + (30 — 1) —4n®

(=)™ n — 3n?
an L )
1+ 2n —3n* — 3nS

vn + 5n + (—1)"n?

b, =

Beantworten Sie fiir beide Folgen die folgenden Fragen: Konvergiert die Folge, wenn
ja, gegen welchen Grenzwert? Gibt es Haufungspunkte, wenn ja, welche?

c) Zerlegen Sie das folgende Polynom in Linearfaktoren:
f(z) = 2% —2®>—-372—-35
Losung:
a)
1) ist FALSCH. f(z) = |z| ist stetig aber nicht differenzierbar in zy = 0.
2) ist WAHR nach einem Satz iiber stetige Funktionen.

(1)

(2)

(3) ist FALSCH. f(x) = 2?4+ 1 hat keine Nullstelle.

(4) ist WAHR nach der Definition von Haufungspunkten.
()

5) ist FALSCH. Das Produkt aus a,, = 1/n und b, = n* konvergiert nicht.

b) Fiir die Folge a,, kiirzen wir Zihler und Nenner mit n®:

An? + (3n® —1)? —4n®  dn'+ (3 —1n"%)? —4n”!
1+2n—3nt—3n5  n642n5-3n2-3

an

Wegen n=* — 0 fiir n — oo (falls k& > 1), liefern die Rechenregeln fiir Grenzwerte
nun:

32

T3 g N
— ir n — oo,

an —



d.h. die Folge a, konvergiert gegen den Grenzwert —3. Damit ist —3 natiirlich
gleichzeitig auch ein Haufungspunkt der Folge.

Fiir die Folge b,, kiirzen wir im zweiten Summanden Zihler und Nenner mit n?:

; (—1)" n — 3n? (—1)" n -3

NG +5n—|—(—1)”n2_ NG +5n‘1+(—1)"

Da der erste Summand gegen 0 konvergiert, verhélt sich die Folge fiir n — oo wie
die Folge

n1—-3

“ T Baty (-1

1 3

— 0 fiir n — oo aber wie die Folge e

—3(—1)". Die Folge b, konvergiert also nicht, sondern hat die beiden Haufungspunkte
3 und —3.

Die Folge ¢, verhalt sich wegen n~

¢) Wir erraten die Nullstelle —1. Polynomdivision ergibt dann
(2 —2° =372 —35) : (x+1) =2> — 20— 35

Wir bestimmen die weiteren Nullstellen also durch

-2 (_2)2
als xo9 = 7 und x3 = —5. Die Zerlegung in Linearfaktoren ist also:

flz) = (x+1)(x=T)(z+5).



Aufgabe 5. ( 3+8+10+4 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

2

@) = (@)
a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f.
b) Wie verhilt sich f(x) asymptotisch fiir z — 400 bzw. z — —o0?

c) Bestimmen Sie die ersten beiden Ableitungen von f und untersuchen Sie f auf
lokale Extremstellen, d.h. bestimmen Sie alle lokalen Extrema und geben Sie an, ob
es sich um Maxima oder Minima handelt.

d) Wo ist f monoton wachsend und wo monoton fallend?

Loésung:

a) Da el=’ # 0 fiir alle x € R, stimmen die Nullstellen von f mit den Nullstellen
von x2 — 8 iiberein. Wir erhalten die beiden Nullstellen v/8 und —+/8.

b)

2
7 —8
lim f(x)=e¢'- lim
T—400 rz—+oo 7T

=0.

¢) Wir berechnen mit der Produkt- und der Kettenregel:
fllz) = = (22 — (2° — 8)2z) = el (22(9 — 2%)) = el_xg( — 22% 4 18z),
() = e (—62%+18 — (—22° + 182)2z) = €'~ (da — 4227 + 18)

Fiir die notwendige Bedingung f’(x) = 0 suchen wir die Nullstellen von f’. Analog
zu Aufgabe b) stimmen diese mit den Nullstellen von —2z3 + 18z = 2x(9 — x?)
iiberein. Wir finden also:

ZL’OZO s 371:—3 s $2:3.
Wegen
f(x0) =18 >0 ,  f"(z1) = f"(x2) = e ¥(324 — 378 + 18) = —36e % < 0

handelt es sich bei g = 0 um ein lokales Minimum und bei ;1 = —3 und z3 = 3 um
lokale Maxima.

d) Wir untersuchen das Vorzeichen der Ableitung
Flz) = e 22(3 — 2)(3+ )

und finden
>0 < -3
, <0 .. —3<z<0
f<x> >0 fiir O<ax <3
<0 I<x

Dabher ist f auf (—oo, —3) und (0, 3) streng monoton wachsend, und auf (—3,0) und
(3,400) streng monoton fallend.



