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Modul: Mathematik 1a fiir Ingenieure, Bachelor Sicherheitstechnik (PO 2011)

Aufgabe 1 (20 Punkte)

a) Zeigen Sie durch Induktion nach n > 1 die Summenformel

n

5k +6
6 =1-6T"——
; k(k+1) n+1

b) Berechnen Sie die Menge M aller z, die die Ungleichung
|3z 4+ 2| > |z — 4]

erfiillen.

(1010 Pkte)

Lésung. a) Induktion nach n. Fiir n = 1 sind beide Seiten gleich % Gilt die Formel fiir n, so auch fiir n+1,

1
denn wir haben

n+1 n
5k +6 5k +6 on + 11
6—k3 — 6—k5 +6—’IL—1
kz=1 k(k+1) ; k(k+1) (n+1)(n+2)
1 on + 11
= 1-6"— 46—
n+1 (n+1)(n+2)
67n71 6*"*1
= 1l—-—(6(n+2)—5n—-11)=1-—
(n+1)(n+2)(( ) ) n+2
b) Folgende Umformungen sind dquivalent:
zeM
922 + 122 +4 > 22 — 8z + 16
8x2 + 20z > 12
z2 + %x > %
(45> & = (I
lz+ 2> 1
x €R\ [-3, %]
Somit ist 1
M =R\ [-3, -]



Aufgabe 2 (20 Punkte)

2 3 5 7
a) Liegen die Punkte 1 , —4 |, 6 | und 0 in einer Ebene ?
-3 -2 1 -2
= 2 1 2
b) Welchen Abstand hat der Punkt P = 2 von der Geraden G durch die Punkte | 1 Jund | 3 |7
-3 0 5

(1010 Pkte)

Lésung. a) Die durch die erstgenannten 3 Punkte verlaufende Ebene ist

2 3 2 5 2
Eo= | r([ - )= L )er([ 6 )= 1)
-3 -2 -3 1 -3
2 1 3
= 1 |+R| =5 |+R| 5
-3 1 4
7
Es gilt aber 0 ¢ E, denn sonst gibe es t,s € R mit
—2
5 7 2 1 3
-1 | = 0 — 1 =t| =5 | +s| 5
1 -2 -3 1 4

Es miisste dann also t +3s =5, 5t—5s =1 und ¢+ 4s =1 sein. Aus den ersten beiden Gleichungen folgte
dann ¢t = 7/5, s = 6/5, aber die dritte Gleichung ist verletzt, da t +4s = 31/5 # 1.

1 2 1 1 1

b) Es gilt zundchst G = 1 ]+ R( 3 | - 1 ) = 1 | +R| 2 ].Dann wird der gesuchte
0 5 0 0 5
Abstand gegeben durch
1 1
I(P={ 1 ))=<{ 2]l
0 5
d
1
2 |l
5
1 1 11
It 2 [ {8l
-3 5 1 V186 31




Aufgabe 3 (20 Punkte)

4 3 -1 1
a) Gegeben sei die Matrix A:= | 14 8 —6 1 |. Bestimmen Sie den Rang von A und die Dimension
10 6 —4 t
des Nullraumes N4 := {Z € R* | A- # =0} in Abhiingigkeit von t. (10 Pkte)
(2 4 4 )
b)Seit=1undb:=| 7 | und & = 0 +R e Gilt dann die Beziehung .27 C Z(A,b) ?
5 1 0 (5 Pkte)
¢) Gilt fiir ¢t = 1 sogar
L =2(Ab) 7
1 0
. -1 1
Dazu betrachten Sie ¥ = 0 + 1
1 —2 (5 Pkte)
4 3 -1 1
Lésung. a)In [ 14 8 —6 1 | subtrahieren wir von der 2. Zeile das %—fache der 1. Zeile und von der 3.
10 6 —4 ¢
4 3 -1 1
Zeile das g—fache der 1. Zeile. Es entsteht die Matrix [ 0 —% —% —g . Hierin subtrahieren wir von
0 -5 -3 t—3
der 3. Zeile das %—fache der 2. Zeile und gelangen zu
4 3 -1 1
0 -5 -§ -3
0 0 0 t-—-1

Daraus lesen wir ab, dassrg. 4 = 2 fiirt = 1 und rg A = 3 fiir t < 1 gilt. Es ergibt sich aus dim N4 = 4—rg A,
dass dim N4 =2 fir t =1 und dim N4 = 1, wenn ¢ # 1 ist.

FARNE 4 )
Zub). Seit=1. Esist A- 0 = 7 | und A- 1 = 0. Somit & C .Z(A,b)
1 g 0
0 0
Zuc) Firt =1 gilt: A- 1 =0, also ist auch 7 € .Z(A,b). Wire 7 € 4, so wiire aber } ein
-2 -2
1
Vielfaches von 711 . Das ist aber nicht moglich, wie der Vergleich der 4. Koordinate zeigt.



Aufgabe 4 (20 Punkte)

a) Die Folge (z,), sei definiert durch

33 +5n—4 6n2+4n+1
Ty = —
2n2 —5 In+3

Hat die Folge (x,,), einen Grenzwert ? (10 Pkte)

3
b) Fiir = > 3 sei f(x):=42? — 127 + 4.

(i) Bestimmen Sie die Wertemenge W von f.

(ii) Berechnen Sie die Umkehrfunktion von f auf W. (545 Pkte)

Losung. a) Aus 3n® +5n —4 = 2n(2n? — 5) + Zn — 4 und 6n + 4n+ 1 = 3n(dn +3) — (dn — 1) folgt
3 Bn—4 3 4n-—1 1
TR o T T2 T3 TR
wenn n — oo.
Zub). Esist f(z) =4(z* =3z + 1) =4(z — 2)* - 2 > -2,
(i) Also gilt W C [—2,00). Da f(3/2) = —2 und f(z) — oo mit & — oo, ist sogar mit dem Zwischenwertsatz

W =[-2,00).

5/4 3 3 5/4
(i) Wir 16sen die Gleichung y = f(x) nach « auf und finden Y +4 / = (x—§)2. Somit ist z = §j:\/ %

Soll & > 3/2 sein, muss das positive Vorzeichen gewiihlt werden. Also

P =534yt )



Aufgabe 5 (20 Punkte)

Sei f(x) = (2% — 22 — 1)671’2.
a) Berechnen Sie f’.

b) Auf welchen Intervallen ist f monoton wachsend, wo monoton fallend?

¢) Welche lokalen Extrema gibt es fiir die Funktion f ?

d) Wie lautet die Gleichung der Tangenten an den Graphen von f bei o =2 ? (44+-8+5+3 Pkte)

Lésung. a) Es gilt mit der Produktregel

f(z) = (22— 2)6_”72 —2z(2? — 2z — 1)6_“’2 = —(220% — 42® — 4z + 2)6_”72

b) Es gilt weiter

erf/(x):_2(x+1)($2—3$+1)=—2(x—|—1)(gc—3_\/5 345

3—-V5 3—vV5 3+V5
2

Also ist f' > 0 auf (—oo, —1). Weiter ist f'(z) < 0 auf (-1, ) und f" > 0 auf ( 5 5

3+V5
(—5

). Auf

,00) ist wieder f’ < 0.

V5

3-V5 3+ \/5) monoton wichst und auf (—1, 3T) und

Das bedeutet, dass f auf (—oo, —1) und auf ( 5 5

3+V5
(—3

,00) monoton fillt.

c¢) Bei —1 liegt eine lokale Maximumsstelle, ebenso bei 3+T\/g7 wéhrend bei 3_7\/5 ein lokales Minimum liegt.
d) Die Gleichung der Tangenten ist y = f(2) + f/(2)(z — 2). Mit f(2) = —e™*, f/(2) = 6e~* ergibt das

y=—et4+6e Yz —2) = +6ex —13e7*



