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Modul: Mathematik 1a fiir Ingenieure, Bachelor Sicherheitstechnik (PO 2011)

Aufgabe 1 (10+10 Pkte)
a) Zeigen Sie durch vollstéindige Induktion, dass fiir alle n € N gilt

i(k?) ok = nn+1)(n? +n —4)

4
k=1

b) Bestimmen Sie die Menge M derjenigen z € R, die die Ungleichung |7z — 2| < |2z + 7| erfiillen.

Hinweis: 532 = 2809
Lésung. a) Induktionsanfang: Fiir n = 1 sind beide Seiten der behaupteten Gleichung gleich -1.

Gilt die Summenformel fiir n, so haben wir

n+1 2
1 —4
ST -2k) = nin + )(Z tn )+(n+1)3—2(n+1)
k=1
1
- ”I (n(n? 40— 4) +4(n+ 1) - 8)
1
= n: ~(n® +n? —4dn+4n* 4 8n — 4)
1
= nl— - (n® 4 5n? +4n — 4)

1
nl— (n+2)((n+1)*+n+1—4) werden. Wir miissen also n® +5n? +4n —4 mit (n+2)((n+

1)2 +n+1—4) vergleichen. Dazu rechnen wir nach, dass (n+2)((n+1)?+n+1-4) = (n+2)(n?+3n—2) =
n3 +3n? — 2n +2n? + 6n — 4 = n3 + 5n? + 4n — 4 gilt. Die Summenformel gilt auch fiir n + 1.

Das soll gleich

b) Die Ungleichung ist mit jeder der folgenden Ungleichungen dquivalent:
(Tx —2)% < (22 +7)2

4922 — 287 + 4 < 422 4 287 + 49

4522 — 56x < 45

x? — %x <1

(@ — 28)2 <14 (2)2 = 20254780 _ 2809 _ (53)2

45
o — 31 <&

—E<e-R<®

—dca<?

Alsoist M = (-2, 2) .

4 1
Aufgabe 2 (10410 Pkte) a) Gegeben seien die Geraden Gy durch 2 und | 6 | und Go =
-3 2
1 -1
2 +R 1 . Haben G und G5 einen Schnittpunkt?
—6 0



b) Welchen Abstand hat P:= | —1 | von Gy ?
5
4 1—-4 4 -3
Lésung. a) Es gilt G; = 2 +R| 6—-2 = 2 + R 4 Haben G7 und G5 einen
-3 243 -3 5
4 -3
gemeinsamen Punkt p) so gilt mit passenden s,t € R die Beziehung 2 +t 4 =p =
-3 )
1 -1 4 1 -3 -1
2 +s 1 bestehen, also miissen 2 — 2 , 4 und 1 linear abhéngig
—6 0 -3 —6 5 0
3 -3 -1
sein. Stattdessen ist aber die Determinante det [ 0 4 1 =—-12#0. Also ist G NG = .
3 5 0
b) Der gesuchte Abstand d ist
3 1 -1 —
A e O R W | B A=l R U
P 5 —6 0 B 11 0
= — = 7%
ool
0
243
- I{ - —“ [REsE N
Aufgabe 3 (10+5+5 Pkte)
5 72 15
a) Gegeben sei die Matrix A := 8 . Bestimmen Sie den Rang von .4 und die Dimension
—13
des Nullraumes N4 := {F e R* | A }in Abhanglgkelt von t.
- —20 _21 —23 =
b)Seit=4und b:=| —11 | und &4 := 1 +R THE Gilt dann .2 C Z(A,b) ?
34 1 5
-1 —14
¢) Gilt fiir t = 4 sogar & = Z(A,b) ? Dazu betrachten Sie den Vektor @ := _21 + _97
-1 4

Lisung. a) Wir vertauschen die Zeilen 1 und 3 und erhalten aus A die neue Matrix A =

1 24 26 —13
t 3 5 8 . Darin subtrahieren wir von der 2. Zeile das t-fache der ersten und von der 3.Zeile

5 —4 -2 15

1 24 26 —13
das 5-fache der ersten. Es entsteht A" = 0 3—24t 5—26t 8-+ 13t |. Die letzte Zeile teilen wir
0 -—124 —-132 80



1 24 26 —13
durch 4 und erhalten A” = | 0 3—24t 5—26t 8+ 13t |. Wir vertauschen hierin die Zeilen 2 und 3
0 =31 —33 20
1 24 26 —13
0
0

und finden die Matrix A, = -31 -33 20 . Wir addieren zur 3. Zeile das 3%24 _fache

31

3—24t 5—26t 8413t
der 2. Zeile und finden die neue Matrix

1 24 26 ~13 1 24 26 —13
As=[ 0 -31 ~33 20 =0 -31 -33 2
3—24t 3—24t 56—14¢ 30877t
0 0 5-26t—33- 322 8413t +20- 332 0 0 7l 308-7Tt

Fiir t = 4 ist die letzte Zeile 0, also Rang (A) = 2, sonst haben wir Rang (A) = 3.

-1 0 -1
2 -13 2 20
b) Fiir t = 4 gilt A - R 1 =A- 1= —11 | fiir alle s € R. Also auch
-1 -2 -1 34
2 C L(AD) .
—14 —14 0
-7 = -7 —-13 . e .o o
c)Da A- 9 =0 und 9 und 1 linear unabhéngig sind, ist 7 € £(A,b) \ 4 .
4 4 -2

Aufgabe 4 (10 + 10 Pkte)

33 +10n2 —8n—6 3n®—n?+2n—
n2+4+3n—3 n?+1

2
a) Es sei (x,), die durch z, := definierte Folge. Hat (), einen

Grenzwert?

3
b) Fiir die auf [0, 00) definierte Funktion f(z) = e y——Y bestimmen Sie die Wertemenge

W :={y | y= f(x) fir ein z > 0}

und die Umkehrfunktion f=!: W — [0, o0).

Lésung. a) Es gilt ©, = y, — 2, mit y, = W%, Zp = %jﬁ"” Nun ist aber
2 2
n“+n—=~6 n“+n+2
=+ -, Zn=3n— ————,
Yn n2+3n—3 " n?+1
also

_ n?+n—6 +n2—|—n+2_>2
T 2 30— 3 n2 +1

mit n — oo.

3
(z+32)2+3°
und f(z) — 0 mit  — oo, folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass W = (0, 1] sein muss.

b) Es gilt f(z) = woraus wir erkennen konnen, dass f auf [0, c0) monoton fillt. Da f(0) =1

3 3 3
Fiir y € (0,1] muss die Gleichung f(z) = y nach z aufgelost werden. Also (z + 5)2 + 1= 5 Das ergibt uns
3 3 3 . .
T = —3 + ; 1 Soll x > 0 sein, muss das + - Zeichen genommen werden, also
3 3 3
A °2_2
frly)=e=—5+ , 1



Aufgabe 5
Es sei f(z) = (2 — 22 + 64)e /5,

a) Berechnen Sie f’. (Zur Orientierung: f/(z) = —é(mQ — 18z + 80)e /%), (6 Punkte)
b) An welchen Stellen hat f lokale Extrema? (5 Punkte)
¢) Sind diese sogar absolute Extrema? (4 Punkte)
d) Berechnen Sie die Tangente an den Graphen von f bei (2, f(2)). (5 Punkte)

Lésung. a) Mit Produktregel folgt

1 1 1
() = ((zx—z)—g(x2—2x+64))e*x/8 - —é(—16x+16+x2—2x+64)e*z/8 = —(a? ~ 180+ 80)e"/*

b) Da 2% — 18z + 80 = (z — 8)(z — 10) hat f’ Nullstellen bei z; = 8 und x5 = 10. Aber f'(z) < 0 links von
21 und rechts von xs und weiter f'(x) > 0 auf (x1,2z2), hat f ein lokales Minimum bei z; und ein lokales
Maximum bei 5.

¢) Da f(z) — oo mit = —oo und f(x) — 0, wenn 2 — oo sind z; und x5 keine absoluten Extrema.

d) Esist T(x) = f(2) + f(2)(z — 2) = 6de™ /4 — 6 1/4(x — 2).



