Apl. Prof. Dr. G. Herbort, Priv.-Doz. Dr. J. Ruppenthal 21.3.2017
Bergische Universitit Wuppertal

Modul: Mathematik I und II, Bachelor Maschinenbau

Aufgabe 1 (20 Punkte)

a) Zeigen Sie durch Induktion nach n:

n

> @2k —1)? = én(?n —1)(2n+1)
k=1

(10 Pkte)

b) Bestimmen Sie die Menge M aller « € R, die die folgende Ungleichung erfiillen. Schreiben Sie die Menge
mit Hilfe von Intervallen.
|3z + 5| > |22 — 1|

(10 Pkte)

Lésung. a) Induktionsanfang: Fiir n = 1ist Y, _;(2k —1)2 =1 und 3n(2n —1)(2n + 1) = 1.

Induktionsschritt n +— n + 1: Nach Voraussetzung ist

n+1 n
kZ:l(Zk — 1)2 — 2:21(2]6 — 1)2 + (2n + 1)2 = %H(QTL _ 1)(2n 4 1) + (27’L + 1)2

Wir rechnen weiter:
= %n(?n -D@2n+1)+2n+1)2n+1)
= %(211 +1)[n2n—1)+3@2n+1)] = %(271 +1)[n(2n — 1) +4n + (2n + 3)]
= %(Zn +1)[n(2n—1+4)+ (2n+3)]
= é(2n +1)[n(2n+3)+ (2n+3)] = é(n +1)(2n+1)(2n + 3),
was zu zeigen war.
b) Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

reEM & |3x+5/>[20 1< (3z+5)2 > (20— 1)?
& 922 + 300 +25 > 42 — 4o + 1

4 24
= 5z2+34x2724®z2+3€x273
o (as 7Y 5 28 (1T) _289-120 169 (13)°
5) = 5 5) 25 T 25 0 \5
17 13
o= —(——)| > =
-5

Also ist



Aufgabe 2 (20 Punkte)

a) Wir betrachten die Vektoren

Zeigen Sie, dass sich vg als Linearkombination von v; und vy schreiben lédsst. Sind die drei Vektoren vy, v

und vs linear abhéngig oder linear unabhéngig?

b) Gegeben sei die Menge
M = {(r,y) € Rz -y = 0}.

Zeigen Sie, dass M kein Unterraum von R? ist.

¢) Stellen Sie die Ebene
1
E={ZcRz,| -1 |)=4}
2

in Parameterform dar.

(8 Pkte)

(6 Pkte)

(6 Pkte)

Lésung. a) Wir miissen die Gleichung a - vy + b- vy = vz mit a,b € R losen. Das fiihrt zum Gleichungssystem

—2a+b = -5
a—2b 4
3a+5b =

Wir multiplizieren die zweite Gleichung mit 2 und addieren sie zur ersten und erhalten

-3b=3 & b=-1

als notwendige Bedingung. Mit der zweiten Gleichung folgt
a=4+2%=4-2=2

Durch nachrechnen zeigt sich, dass tatséchlich gilt:
v3 = 2-v1 — U

Daher sind die drei Vektoren linear abhéngig.

b) Fiir einen Unterraum V C R? muss gelten: v,w € V = v +w € V, d.h. V muss additiv sein. Betrachten

wir also zum Beispiel

1 0 . 1
v—(o),w—(1>EM, S0 ist v—l—w—(l)géM,

denn 1-1 # 0. Also ist M nicht additiv, also kein Unterraum von R2.

¢) Wir erhalten

relF & x1—29+223=4 & 11 =4+ 25 — 223



Damit sind zum Beispiel

4 5 0
P = 0 , Py = 1 , Py = 0 [SHOR
0 0 2

und daher hat F etwa die Parameterdarstellung

4 4 1 —4
E = 0 |+R-(RR-P)+R-(Ps—P)=| 0 |+R- [ 1T [+R-| O
0 0 0 2

Aufgabe 3 (20 Punkte)

Wir betrachten die Matrix

1 2 0 -3
0 3 -2 1
A=l 5 1
3 -1 3 ¢
in Abhéngigkeit vom Parameter t € R.
a) Welches Gleichungssystem wird durch
At . l_" = b
fiir Z,b € R* beschrieben? (3 Pkte)
b) Fiir welche ¢ € R ist die Gleichung
5
N
At = 10
0
losbar? Wie verhélt sich der Rang von A; in Abhéngigkeit von ¢? (11 Pkte)
c¢) Losen Sie die Gleichung aus Teil b) fiir ¢t = —12. (6 Pkte)

Lésung. a) Die Gleichung A, - ¥ = b beschreibt das Gleichungssystem

r1 20 -3y = b

3o —2x3 +x4 = by
21’1 +5LE2 “+x3 —2x4 = b3
3CE1 —X2 +3.’£3 +t-xy = b4

b) Wir betrachten direkt die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 2 0 -3]5
0 3 -2 110
A = 2 5 1 =2110
3 -1 3 t|o0

1 2 0 -3 5
01 1 4 0

A = 00 =5 -—11 0 (0.1)
00 0 t+15]|-15



Daher ist die Gleichung fiir t # —15 losbar (und der Rang von A; ist 4). Fiir t = —15 ist der Rang gleich 3
und die Gleichung nicht l6sbar.

¢) Fiir t = —12 entspricht die Gleichung dem Gleichungssystem

1 +2xo —3xr, = 5
T2 +$3 +4£L’4 = 0
—5(E3 —11.%4 = 0

3zg = -—15

Durch Riickwértssubstitution erhalten wir also die Lésung

—28
7 9

11

-5

Aufgabe 4 (20 Punkte)

a) Geben Sie ein Beispiel einer Funktion an, die nicht stetig ist. (3 Pkte)
b) Wir betrachten die Folgen:

3n® — 11n* +n3 + 2n — 100 ) 1+n+8n?

n = , b, :=
“ 4+ (n2—3)2 2+ 302+ (—1)" - n2

Beantworten Sie fiir beide Folgen die folgenden Fragen: Konvergiert die Folge, wenn ja, gegen welchen
Grenzwert? Gibt es Haufungspunkte, wenn ja, welche? (10 Pkte)

¢) Auf welchen Intervallen ist die Funktion
f@)=a" —dw+3

umkehrbar? Begriinden Sie Thre Antwort. Geben Sie fiir jedes dieser Intervalle die Umkehrfunktion an.

(7 Pkte)

Lésung. a) Ein klassisches Beispiel wire etwa:

o = {225

, > 0.

b) Fiir die Folge a,, kiirzen wir Zihler und Nenner mit n*:

3n—11+n"t+2n73 —100n"* 3n—11+n"'+2n"3 —100n"*
dn=4* 4+ (n=2)2(n2 — 3)2 o dn=* + (1 —3n=2)2

Ay, -

Wegen n=% — 0 fiir n — oo (falls k > 1), folgt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte nun, dass (auf der
rechten Seite) der Zihler fiir n — oo gegen +oo lduft, wihrend der Nenner gegen 1 konvergiert. Damit
erhalten wir

a, — +oo fir n — oo.



Fiir die Folge b,, kiirzen wir Zahler und Nenner mit n?:

n2+n 148
2n=2 4+ 3+ (—1)»

b, =

Damit verhilt sich die Folge wegen n=2 — 0 fiir n — oo wie die Folge ﬁ. Sie konvergiert also nicht,
sondern hat die beiden Haufungspunkte 2 und 4.

¢) Folgende Uberlegungen sind hilfreich, aber nicht zwingend notwendig: Wegen f’ () =2z —4ist

{20} {557

Folglich ist das Polynom f auf [2,4+00) streng monoton wachsend und stetig. Daher ist
fi[2,400) = [-1,+00)

stetig umkehrbar. Analog ist f auf (—oo, 2] streng monoton fallend und stetig. Daher ist f auch
fi(=00,2] = [-1,400)

stetig umkehrbar.

Um Umkehrfunktionen zu finden beachten wir (quadratische Ergéinzung):
fl@) = (@-27°-1

Setzen wir also y = (z — 2)? — 1 und lésen nach x auf, so ergibt sich:
x = 2x+y+1

Das liefert die beiden Umkehrfunktionen:

f\[_z’lJroo) (-1, +00) = [2,400) , y—= 2+ Yy + 1,
f‘(joo’g} : [_17+OO) - (_0072] ) y’_>2_ \/y+1

Hieraus folgt die Umkehrbarkeit auf den beiden Intervallen, auch ohne die obigen Uberlegungen zur Mono-
tonie.

Aufgabe 5 (20 Punkte)

a) Seien f,g: R — (1,400) zwei differenzierbare Funktionen. Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden
Funktionen:

In (f(m) -In (g(:):)) . exp (Ve
(5 Pkte)
b) Wir betrachten von nun an die Funktion
h(z) = (& + ) (")

Bestimmen Sie die Nullstellen von h. (1 Pkt)



¢) Wie verhélt sich h(z) asymptotisch fiir £ — 400 bzw. x — —o0? (3 Pkte)

d) Untersuchen Sie h auf Symmetrie, d.h. bestimmen Sie, ob h eine gerade oder ungerade Funktion ist.
(Hinweis: Bedenken Sie Teil c)) (3 Pkte)

e) Bestimmen Sie die ersten beiden Ableitungen von h und untersuchen Sie h auf lokale Extremstellen, d.h.
bestimmen Sie alle lokalen Extrema und geben Sie an, ob es sich um Maxima oder Minima handelt.

(6 Pkte)

f) Wo ist h monoton wachsend und wo monoton fallend? (2 Pkte)

Lésung. a)
(@) w(o@) = e (1) I g'(x)
E U@ M) = s (f‘( ) In(9(0) + 1(0)- 22
%expln(wﬁ) - di(l_h[) f

b) Da e® # 0 fiir alle z € R, stimmen die Nullstellen von h mit den Nullstellen von 23 + 2 = x(2? + 1)
iiberein. Wir erhalten die einzige Nullstelle 0.

c)

lim h(z) =400 lim h(z) =

r——+00 T——00

Dabei ist der erste Grenzwert klar, den zweiten erhélt man mit der Regel von 'Hospital:

. . @+ 32?41 ~ 6z
a:ll)r_noo h(x) B IEI_IIOO e~ 2z - IEI_IIOO —e—2 B Z_iri’loo ﬂ
= Jlm —gmr =g, lm e =0

d) Wegen der Grenzwerte in Teil ¢) ist A weder gerade noch ungerade, denn fiir gerade Funktionen ist

lim h(z) = lim h(z),

r—+00 T——00
und fiir ungerade Funktionen ist

lim h(z) = — lim h(x).

T—+0o0 T——00

Alternativ kénnte man auch folgendermafien vorgehen: Wire h gerade, so wiire h(z)/h(—x) = 1 fiir alle
x € R. Wire h ungerade, so wiire h(z)/h(—x) = —1 fiir alle z € R. Es ist aber

h(l’) _ ($3 + $)€2w _ _62x62w — _64;E
h(—x) (=23 —x)e2® '

Also ist h weder gerade noch ungerade.



e) Wir berechnen mit der Produktregel unter Beachtung von (e%)? = e**:
h'(z) e (32> + 1+ (2° + ) - 2) = > (22° + 32 + 22 + 1),
K'(z) = e (62> 46z +2+ (22° +32° + 22+ 1) - 2)

= €*(42° +122° 4+ 10z + 4)

Fiir die notwendige Bedingung h’(z) = 0 suchen wir die Nullstellen von h’. Analog zu Aufgabe b) stim-
men diese mit den Nullstellen von 223 + 322 4+ 2z + 1 {iberein. Wir erraten als erste Nullstelle 2 = —1.
Polynomdivision liefert nun:

(22 +322 +22+1): (z+1) = 222 +2+1
Die Diskriminante der Gleichung 22 + 1z + 1 ist aber

2

P 1 1
Y g = ——-<90
I 6 2°

Daher ist 79 = —1 die einzige Nullstelle von h’. Wegen
(1) = e 3(—-4+12—10+4)=2¢"2>0
handelt es sich bei g um ein lokales Minimum.
f) Wir untersuchen das Vorzeichen der Ableitung
W (z) = e**(22° + 32% + 22 + 1)

und finden, da 223 + 322 + 22 + 1 nur bei 2g = —1 verschwindet:

, <0 . r<—1
h(:"‘){ >0 } fiar { “l<a
Dabher ist h auf (—oo, —1] streng monoton fallend, und auf [—1, +c0) streng monoton wachsend.

Aufgabe 6 (20 Punkte)

a) Man berechne das Integral T : dz mit der Substitutionsregel.

- e

(5 Pkte)
8322+ 120 — 1
b) Sei R(z) = be ?;a(r 2+ n 4:; 6. Wie lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung von R? (3 Pkte )
z2(z
¢) Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von R. (6 Pkte )
4
3 4 2 1
d) Berechnen Sie das Integral T = / ( -+ f—’— ) dzx.
1\ =z x4+ 4
(6 Pkte)

Geben Sie stets den vollstindigen Losungsweg an. Benutzen Sie bei der Bearbeitung dieser Aufgabe die
Formelsammlung nicht.



Lésung. a) Sei h(z) := y/z. Dann ist
1 1
VT 24+ /x

mit f(y) := 5. Die Substitutionsregel gibt uns

= 2h'(z)f(h(z)) ,

2 2
1:2/1 f(y)dy =2In (2 + y) = 2In (4/3)

b) Der Ansatz lautet

A B Cx+ D
Rlz) =T+ 53+ 2

¢) Wir multiplizieren dies aus und finden

Az(2® +4) + B(z? +4) + (Cz + D)2?
x2(x? +4)
(A+ C)z® + (B + D)a? + 4Ax + 4B
22 (22 +4)

R(z) =

Es folgt

mit der Losung

d) Es gilt
Y3 4 2w+l

I = A P
/1 (J; x2+x2+4> *

4 9 1 z.\ |4

= (3lnz+x+ln(:c +4)+2arctg(2)> ’1

1 1
= 6In(2) —3+1n(20/5) + 5 (arctg (2) — arctg (§)>

= 8ln(2) -3+ %(arctg (2) — arctg (%))

Aufgabe 7 (20 Punkte)
Gegeben sei die auf [0, 27] definierte Kurve a(t) = (r(t) cos(t), r(t) sin(t) )), wobei r(t) = 3/2 — cos(2t).

a) Berechnen Sie o'. (5 Punkte)
b) In welchen Punkten ist die Kurve regulir, in welchen nicht? (4 Punkte)
¢) Berechnen Sie die Normale N an « im Punkte a(7/6). (5 Punkte)
d) Berechnen Sie die den Flécheninhalt A der von « umschlossenen Fliche. (6 Punkte)

Lésung. a) Schreiben wir e(t) := ( Z?ﬁ: ) und e (t) = ( _cs:;ft ), so wird

a'(t)=7r"(t)e(t) +r(t)es (t) = 2sin(2t) - e(t) + (g — cos(2t))e (t)



b) Da e(t) und e, (t) fiir jedes t linear unabhéingig sind, ist o/(¢¥) = 0 genau dann, wenn 2sin(2t) = 0 und
zugleich % — cos(2t) = 0 ist, was fiir kein ¢ erfiillt wird. Somit ist « iiberall regulér.

c) Wegen
sin(7/6) =1/2 , sin(n/3) = V3/2 , cos(n/6) =V3/2 , cos(n/3) =1/2

haben wir zunéchst:
o (m/6) = 2sin(r/3)e(m/6) + (g —cos(m/3) )eL (m/6)
_ V3/2 -1/2
- (0 )+ (s )

- () al)- ()
Die Normale an « in

a(m/6) = (3/2 — cos(n/3) ( Sﬁgﬂg)) ) N ( \{%Q )

() ()

d) Die Sektorformel in Polarform ergibt fiir die gesuchte Fliche A

ist dann

24 = / r(t)2dt

—T

/Tf (3/2 — cos(2t))?dt

-7

= /W (% — 3cos(2t) 4 cos?(2t))dt

—T

= gw+/ cos?(2t))dt
11

= 71'

2
Also wird A = Lr

T’

Aufgabe 8 ( 0 Pu nkte)
x

E (t, ( , ) d .

s sei g(t, s) T2 1+t2 und f(z,y) = e —"
a) Berechnen Sie Vf. (343 Punkte)
b) Berechnen Sie die Jacobimatrix von g (4 Pkte)
¢) Ist dann h(t,s) := f(g(t, s)), so berechnen Sie Vh(—1,1). (10 Punkte)
Lésung. a) Es gilt

F. 1 B z(2z +y)
Y 1+t tay (L+a? 4+ y? +ay)?
1+22+y>+ay—z(2e+y) 1— 22+ 42

(1422 +y? + ay)? (a2 2+ ay)?



und

P z(2y + x)
T (4 a?+yP +ay)?
b) Es gilt
1 2st
1+s2 (14 s2)2
Jg(t, s) = 1 ¢2 ( t )

3(1+t2)2 1+1t2

11
c) Bs gilt (2°,9%) = §(-1,1) = (7, 7) und damit Vf(z0,9°) = (13, —12). Da weiter Jz(—1,1) =

( /2 1/2 ), folgt mit der Kettenregel

0 —1/2
Vh(-1,1) = Vf(—%, —%)-Jg(_1,1)
16 12 /2 1/2
B (49’_49)'( 0 —1/2)
8 2
- (Eﬂ ?)

Aufgabe 9 (20 Punkte)

Es sei G, das von der Ellipse mit der Gleichung x? 4 4y? = 4 berandete Gebiet und

Gi=Gin{@y)ly=1-3}

a) Skizzieren Sie das Gebiet G. ( 5 Punkte)

b) Berechnen Sie fiir x € [0, 2] das Integral

dy

wobei G, = {(t,s) € G|t =z} fir 0 <z <2.
(7 Punkte)

¢) Berechnen Sie das Integral
x
I = // —=dG
1 y3/2
G

unter Angabe des vollstéandigen Losungsweges.

(8 Punkte)

Lésung. a) Das Gebiet hat die folgende Gestalt:



¢) Mit Teil b) folgt

2
L = /xJ(x)dm
0

Nun ist aber

/Axm = 5 xdx—|—2/
Vi-3% —3

Also

Ferner haben wir

2 zdx 2 zdx
2 == %) T st
0 2 0 (17(*) )

0.8 |
0.6
04 |
0.2 f
0 ‘ ‘
0 0.5 1
X
b) Es gilt
1-(5)* ¢4
Y
J(z) = / —
) . y3/2
WIS E? 2 P
= (-2)y 1/2‘1_£ T A-z 2o 1/4
: 2 (1-(3)0)

%
xdx 7%
1—-3 3



und damit

Insgesamt wird dann

Aufgabe 10 (20 Punkte)

Untersuchen Sie die Differenzialgleichung

y" —6y”" + 9y’ — 4y = (20t — 4)e"

a) Was ist das charakteristische Polynom P dieser DGL? (3 Punkte)
b) Was sind seine Nullstellen ? (Hinweis: Eine der Nullstellen liegt bei 1.) (3 Punkte)
¢) Bestimmen Sie die resultierenden Basislésungen. (4 Punkte)
d) Wie lautet der Ansatz fiir eine partikulére Losung u, ? (4 Punkte)
e) Berechnen Sie u, mit diesem Ansatz. (6 Punkte)

Beachten Sie: Die Variable ist ¢.
Lésung. a) Das charakteristische Polynom P ist hier P(X) = X3 — 6X? + 9X — 4.

Eine Nullstelle von P liegt bei 1. Da P/ = 3X? — 12X + 9, also P'(1) =0, ist P(X) = (X —1)*(X —4), da
—4 das Produkt der Nullstellen ist.

c) Die resultierenden Basislosungen sind dann e?, te’ und e.
d) Der geeignete Ansatz ist hier u,(t) := (at + b)e™*
e) Wir berechnen die Ableitungen zu u,, ndmlich

up,(t) = (a — at —b)e™, up(t) = (—a—(a—at —b))e™" = (—2a+b+at)e™

und

uy'(t) = (a — (—2a+ b+ at))e™" = (3a—b—at)e™"

Das setzen wir in die DGL ein und finden

W (8) — 6ull(t) + 9l () — duy(t) = e ((3a —b—at—6(—2a+b+at)+9(a—at —b) — 4(at + b))
e~ ' (24a — 20b — 20at)

Wahlen wir a = b = —1, wird u, eine spezielle Lésung zur DGL. Die allgemeine Lésung lautet damit

u(t) = u,(t) + (At + B)e! + Cet



