Apl. Prof. Dr. G. Herbort, Prof. Dr. M. Heilmann 15.3.2016
Bergische Universitit Wuppertal

Modul: Mathematik I und II, Bachelor Maschinenbau

Aufgabe 1 (20 Punkte)

a) Zeigen Sie durch vollstéindige Induktion, dass fiir alle n € N gilt

1 = kE+1 (-1)n
—+4) (=1)F =
37" ;( R TDEkT3) 2043

b) Bestimmen Sie die Menge M derjenigen = € R, die die Ungleichung |3z + 1| < |7z — 1| erfiillen.
1
Lésung. a) Fiir n =1 sind beide Seiten gleich —%

Gilt die Summenformel fiir n, so auch fiir n + 1, denn es ist

1 & k+1 1 & k41 _ n+ 2
§+4k§(_1) Qk+1)(2k+3) §+4;(_1) (2k+1)(2k+3)+4(_1) ’ (2n+ 3)(2n + 5)
(—1)m . n+2
= gugg TAEDT (2n + 3)(2n + 5)
_ =y (1_4n+2> _(=D)" 2n+5-4n -8
2n+3 2n+5 2n+ 3 2n+5
(_1)n+1
T 2n+5

b) Die folgenden Zeilen sind dquivalent:
reM

B3z +1)2 < (T — 1)?

922 + 62 < 4922 — 14x

4022 — 20z > 0

r(2r —1) =222 -2 >0

1
J;<Ooderm>§

Somit wird M = (—o0,0) U (%,oo).



Aufgabe 2 (20 Punkte)

3 11
die Seite AC von A aus im Verhéltnis 3 : 2. Weiter sei M der Mittelpunkt der Seite AB.

Gegeben sei ein Dreieck D mit Ecken bei A= < T > , B = ( ? ) und C = ( 7 ) Ein Punkt D teile

a) Berechnen Sie M und D (345 Punkte)
b) Welchen Abstand d hat €' von der Geraden durch A und B? (8 Punkte)
¢) Welchen Flicheninhalt hat das Dreieck D 7 (4 Punkte)

Lésung. a) Es gilt

und

b) Der gesuchte Abstand ist

de | det(C

| |
i
o~
3

¢) Der Fldcheninhalt von D ist F = |det(C_" —AB- )| = 20.



Aufgabe 3 (20 Punkte)

1 4 2 5 6
Gegeben sei die Matrix A= 3 -1 s 6 mit einer Zahl s € R und der Vektor b= [ —6
1 17 9 14 30

a) Bestimmen Sie den Rang von A und die Dimension des Nullraumes N4 := {Z € R*| A- & =0} von A in
Abhé#ngigkeit von s.

1
b) Berechnen Sie fiir s = —1 Zahlen a,b € R, so dass &y := 2 € L(A, 5)
b
-2 0
. 7 -17 .
¢) Essei s =—1 und V der durch V :=R _13 +R 29 definierte Unterraum.
0 2
-2 0
. 7 —17 . .
Berechnen Sie A - 13 und A - 29 | Gilt sogar N4 = V? (Antwort begriinden)
0 2

(10+4+6 Pkte)

Lésung. a) In der erweiterten Matrix (A |b) subtrahieren von der 2. Zeile das 3-fache der 1. Zeile und von
der 3. Zeile die 1. Zeile. So entsteht

1 4 2 5 6
A= 0 —-13 s—6 -9 —24
0 13 7 9 24

Zur 3. Zeile addieren wir die 2. Zeile und erhalten die Matrix

1 4 2 5 6
A= 0 —-13 s—-6 -9 —24
0 0 s+1 O 0

Fiir s = —1 ist Rang (A) = 2,dim N4 = 2. Fiir s # —1 gilt Rang (A) = 3,dim N4 = 1.

1 1
2 2 6
b) Fiir s = —1 suchen wir eine Losung der Form a zu Ag - a = —24
b b 0
Das heifit:
9+ 2a + 5b = 6, —26 —Ta—9b=—-24
oder

2a + 5b = -3, Ta+9b= -2
Alsoa=1,b=—-1.



-2 0 -2 0

. 7 —17 = 7 —17 . .
c) Es gilt A- 13 | = A- 29 =0, also V C N4. Da 13 und 99 linear unabhéngig
0 2 0 2

sind, ist dimV = 2 = dim N 4. Damit ist Ny = V.



Aufgabe 4 (20 Punkte)

a) Gegeben sei die Folge (x,,),>3 mit

_ 4An® —6n+5 16n% +2n +1
TS D)(n—2) 8n+5

Konvergiert diese Folge?

(Hinweis: Formen Sie dazu x,, mit Polynomdivision um).
1

b) Gegeben sei die Funktion f(z) = 4z 4+ —, fiir x > 1.
x

f(x) = fy)

(i) Berechnen Sie fir x >y > 1. Ist f monoton?

(ii) Bestimmen Sie die Wertemenge W := {y | y = f(z) fiir ein z > 1}.
(iii) Berechnen Sie die Umkehrfunktion f=!: W — [1,00) zu f.
(10+5+2+3 Pkte)

s )E it 4n® —6n+5 9 +2n2+2n+5 16n2 +2n+1 9 8n —1

.a) Bsgilt ———F——< = un =2n— ———,
ostng B mrDm—2 "2 _2m 4 8n+5 8n+5
_2n2+2n+5 871—1_>
T om2—2n—4 8n+5 ’

Tn

— 1
M =4— — >3, wenn x > y, also wichst f streng monoton.

i) Es gil
b) (i) Es gilt Ty ”

(ii) f > f(1) =5, alsoist W C [5,00). Da f(x) — oo mit x — oo, ist sogar (Zwischenwertsatz) W = [5, 00).

y++/y?—16
8

(iii) Wir lésen die Gleichung f(z) = y nach z auf und finden = = , soll & > 1 werden, miissen

wir das Pluszeichen wihlen, also

i) = L1

. y=5
3 y =



Aufgabe 5 (20 Punkte)
Gegeben sei die Funktion

r+4
IO = T 5T
a) Wo ist diese Funktion definiert? (3 Pkte)
b) Was ist die 1. Ableitung von f? ( Zur Orientierung: f'(z) = —M) (8 Pkte)
¢) Untersuchen Sie lokale Extrema fiir f (5 Pkte)
d) Berechnen Sie die Tangente an den Graphen von f bei zg = —2.
(4 Pkte)

Losung. a) Da 22 + 6z + 13 = (v + 3)2 +4 > 4, ist f auf ganz R definiert.

b) Es gilt mit der Quotientenregel

22 4+ 62+ 13 — (v + 4)(27 + 6)
(22 + 6z + 13)2
2%+ 8r + 11
(22 + 62 +13)2

flx) =

c)Bsgilt 22+ 82+ 11 = (2 +4)?2 =5 = (z — 21)(x — 22), mit 21 = —4 — /5 und 23 = —4 + /5. Also

(x —x1)(x — 22)

J'w) == (22 + 62 + 13)?

Das zeigt, dass f/'(z) < 0 auf (—oo,z1) und f'(x) > 0 auf (z1,x3). Auf (22, 00) ist wieder f' < 0. Somit liegt
bei z; ein lokales Minimum und bei x5 ein lokales Maximum vor.

d) Die Gleichung der gesuchten Tangente ist

Y= F2+F (D42 =2+ @+ D) =t



Aufgabe 6 (20 Punkte)

w/2 8y
a) Man berechne das Integral I := / Lgdx mit der Substitutionsregel.
0 4 4 sin“ x
(5 Pkte)
, z? — 4z + 24 , - .
b) Sei R(x) = ———————. Wie lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung von R? (3 Pkte )
(z —1)%(2? +6)
¢) Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von R. (6 Pkte )
3
3 1 2
d) Berechnen Sie das Integral I = /2 ((z ~1)e B + o _T_ 6) dx.
(6 Pkte)

Geben Sie stets den vollstindigen Losungsweg an. Benutzen Sie bei der Bearbeitung dieser Aufgabe die
Formelsammlung nicht.

1
Lésung. a) Wir substituieren y := 3 sinz. Da ¢/(z) = %cos x, folgt

1/2 d 1 Y2 q 1 1

Yy Yy
I=2 = = _arctg (=
/0 4+ 4y? 2/0 1+y2 2 e (2)

b) Der benétigte Ansatz muss lauten:

A B Cz+D
k@) =5 oy x216
c) Es gilt
T — 1'2 x2 T T — 2
R(z) = A(x —1)(2* +6) + B(z* +6) + (Cz + D)(x — 1)

(z —1)*(2* 4 6)
A(z3 — 22 4+ 62 — 6) + B(2? + 6) + Cx® — 2C2? + Cx + D2z* — 2Dz + D
(x —1)2(z2 +6)
(A+C)z*+ (—A+B—-2C+ D)z* + (6A+C —2D)x —6A+ 6B+ D
(x —1)%(22 + 6)

Es soll also
(A+C)2® + (~A+ B —2C + D)a* + (6A+ C —2D)xr —6A+ 6B + D = 2® — 4z + 24
werden. Das bedeutet aber

A+C=1, —-A+B-20+D=0, 6A+C—2D=-4, —6A+6B+D=24

Das Gleichungssystem wird durch A = —1,B = 3,C' = 2, D = 0 geltst. So finden wir

1 3 + 2z
x—1 (z—=1)2 2246

d) Die Funktion F(z) = —In(z — 1) — il + 1In (22 + 6) ist eine Stammfunktion zu R, also
T —

3 3 3 3
R(z)dr =—-In2— -+3+Inl5—-Inl0=-+1n(-)
; 2 2 4



Aufgabe 7 (20 Punkte)

Gegeben sei die auf [0, 2] definierte Kurve a(t) = (x(t),y(t)), wobei x(t) = t3(2 — t) und y(t) = (t + 2)x(t).

4t — 3t?
. , . . / _
a) Berechnen Sie o'. (Zur Orientierung o/(t) = ( 43 4 8t ))
b) In welchen Punkten ist die Kurve regulir, in welchen nicht?

¢) Berechnen Sie die Normale N an « im Punkte «(1/2).

d) Berechnen Sie die den Flécheninhalt A der von « umschlossenen Fliche.

(5 Punkte)

(4 Punkte)

(5 Punkte)
(6 Punkte)

Lésung. a) Es gilt 2/(t) = 4t — 3t? und y/(t) = x(t) + (t + 2)2'(t) = 262 — 3 + (t + 2) (4t — 3t%) = 22 — 3 +

442 — 33 + 8t — 612 = —4t3 + 8t

b) a ist genau bei t = 0 nicht regulir. a/(0) = 0. Die einzige weitere Nullstelle von 2’ ist ¢t = 4/3, wo aber

1y’ keine Nullstelle hat, also ist « bei allen anderen Stellen regulir.

5/4

¢) Bs gilt a(1/2) = (§,33). Ferner ist o/(1/2) = ( a2

( _51 4 > geeignet. So finden wir

3/8 —14
16

d) Die Sektorformel ergibt

[P ety 2()
24 = / u(t) ¥() "”
_ / (t) 0! ‘ i
0 (t+2)z(t) =)+ (t+2)2'(t)

2 2 2
/ x(t)dt :/ th(t — 2)%dt :/ (t5 — 415 + 4th)adt
0 0 0

2T 27 9T 27

77375 T 105

64
Damit wird A = —.
amit wird 105

>. Als Richtungsvektor der Normalen ist also



Aufgabe 8 (20 Punkte)
Es sei §(t, s) := (es(t —1), ef(s* — t)) und f(z,y) == (23 — 32y)y.

a) Berechnen Sie Vf. (343 Punkte)
b) Berechnen Sie die Jacobimatrix von ¢ (4 Pkte)
¢) Ist dann h(t,s) := f(g(t, s)), so berechnen Sie VA(2,1). (10 Punkte)

2, _ 9,2
Lésung. a) Vf = ( 3;331 625 )

b) J5(t,s) = ( el (52 _est) et es(Qts;D )

el
c) Es gilt §(2,1) = (e, —€?) und Vf(e, —€?) = ( 76; >, also

(@1 h(20) = (fle-) fe-) gy )

_ a4 3 € € (90,5 5
= 66,76)(_262 2862)—( 20e°, 8e”)



Aufgabe 9 (20 Punkte)
Es sei G das Gebiet, das zwischen = 0 und & = 2 von oben durch den Graphen der Funktion f(x) := z(3—x)
und von unten durch den Graphen der Funktion g(z) := x berandet wird .

a) Skizzieren Sie das Gebiet G. ( 5 Punkte)

b) Berechnen Sie fiir « € [0, 2] das Integral

(5 Punkte)

¢) Berechnen Sie das Integral

11:/ Tac
a\Vy

unter Angabe des vollstdndigen Losungsweges.

(10 Punkte)

Lésung. a) Hier ist die Skizze:

25

05

2
L = /\/EJ(a:)dx
0
2 2 2
= 2/ x\/3—xdx—2/ xdm:2/ V3 — xdxr — 4
0 0 0

3 3 3
2/ (Bfu)\/adufélzﬁ/ \/ﬂdu—Q/ u?/?du — 4 mit der Substitution u = 3 — z
1 1 1

4 3 4 24+/3 — 12
_ (4u3/2—5u5/2)‘1—4212-\[—?;6\@—44-5—4:\/353625(2\/5—3)



Aufgabe 10 (20 Punkte)

Untersuchen Sie die Differenzialgleichung

y" — 12y’ + 16y = 25te’

a) Was ist das charakteristische Polynom P dieser DGL?

b) Was sind seine Nullstellen ? (Hinweis: Eine der Nullstellen liegt bei 2.)
¢) Bestimmen Sie die resultierenden Basislosungen.

d) Wie lautet der Ansatz fiir eine partikulére Losung u, ?

e) Berechnen Sie u, mit diesem Ansatz.

Beachten Sie: Die Variable ist .

Lésung. a) Es gilt P(X) = X3 — 12X +16 = (X +4)(X — 2)?

b) Die Nullstellen von P sind -4 und 2 (2-fach)

c) Basislosungen sind nun e %!, e, te?

d) Der Ansatz u,(t) = (at + b)e’ ist tauglich.

e) Wir rechnen aus:

uy,(t) = (at +a+b)e’, ul(t) = (at + 2a + b)e’, u (t) = (at + 3a + b)e’

p p

und setzen ein:

uy' = 12uj, +16u, = (at +3a+b—12(at +a +b) + 16(at +b) )e'
(5at — 9a + 5b)e’

Wiihlen wir a = 5,b =9, also u,(t) = (5t + 9)e’, so wird u;’ — 12u;, + 16u, = 25te’.

(3 Punkte)
(3 Punkte)
(4 Punkte)
(4 Punkte)
(6 Punkte)



