Apl. Prof. Dr. G. Herbort, Prof. Dr. M. Heilmann 25.3.2014
Bergische Universitit Wuppertal

Modul: Mathematik I und II, Bachelor Maschinenbau

Aufgabe 1 (20 Punkte)

a) Zeigen Sie durch vollstéindige Induktion, dass fiir alle n € N gilt

zn: 10 _ n
= 3k +T7)(3k +10) - 3n+10

b) Bestimmen Sie die Menge M derjenigen = € R, die die Ungleichung |7z — 1| < |z — 2| erfiillen.

Lésung. a) Fiir n = 1 sind beide Seiten der behaupteten Gleichung gleich %

Angenommen, die Summenformel gelte fiir n. Dann gilt sie auch fiir n + 1, denn

= 10 L 10 10
; (3k +7)(3k +10) ,; (3k + 7)(3k + 10) * (B(n+1)+7)(3(n+1) + 10)
B n 10
= 3y (3n + 10)(3n + 13)
1 10 3n% +13n + 10
T 3n+10 <"+3n+13> ~ Bn+10)(3n + 13)
_ n+1
~ 3(n+1)4+10°

denn 3n? + 13n + 10 = (n + 1)(3n + 10).

b) Genau dann gehért z zu M, wenn (7z —1)? < (x—2)2, oder dquivalent, wenn 4922 — 14z +1 < 22 — 4z +4,
also 4822 — 10z —3 < 0. Es geniigt nun, die Gleichung 4822 — 102 —3 = 0 zu l6sen. Sind z; < x5 die Losungen,
so ist M = (x1,73) da der Leitkoeefizient gleich 48, also positiv ist. Aber die 4822 — 10z — 3 = 0 ist mit

2% — 25—49; = % dquivalent. Wir finden die Losungen

5 5 1 5-V25+144 1

= — — —)2 —
n=5 V& i ) 6
54V 3
27 48 ~ 8
13
Somit ist M = (—6, 3 ).

Aufgabe 2 (20 Punkte)

Gegeben sei ein Dreieck mit Ecken bei A= ( (1) ) , 5 = ( é ) und C = ( g ) Ein Punkt D teile die
Seite BC von B aus im Verhéltnis 4 : 1. Weiter sei M der Mittelpunkt der Seite AC.
a) Berechnen Sie M und D (243 Punkte)

b) Bestimmen Sie den Schnittpunkt S der Geraden G4 durch A und D und G5 durch B und M.



(10 Punkte)

¢) In welchem Verhiltnis wird die Strecke AD durch S von A aus geteilt?
. T = 0 16 - = 4 =5
b) Esgilt Gy =A+R(D - A) = 1 +R 3 und Gy = B+R(M — B) = 0 +R 3

(5)=() ()

und finden 5 + 63t = 12 und damit ¢ = f. So finden wir, das

(5 Punkte)

. 7 _ A+C _ 3
Losung. a) M = =3 2<

})undD B+1# (C_" B’):1§4%4C‘:

wloo

— DN
N———

Wir suchen Parameter ¢, s € R mit

¢

Wir bilden das Skalarprodukt mit (

sean(1)-(D) (2

. = - 16 4 2 16
o) Bs gt 15 - A = 41§ )|und|s B =12 (5 ) -3( 3 )u=20( )1 as resucine

Teilungsverhéltnis ist damit % : E =5:4

Aufgabe 3 (20 Punkte)

N—

|
)+

( ) der Schnittpunkt zwischen G; und Gs ist.

18 12 11 8 . -9
Gegeben sei die Matrix A = —7 —6 —4 —5 | und der Vektor b = 7
1 6 7T 3 t

a) Fiir welches t ist die Losungsmenge £(.A, b) nicht-leer?

a
b) Berechnen Sie fiir dieses ¢ Zahlen a,b € R, so dass Zy := 2 € Z(A, 5)
-2
¢) Berechnen Sie fiir dieses ¢ den Losungsraum £(A, b) (1045+5 Pkte)
18 12 11 8 9
Lésung. a) In der erweiterten Matrix (Alb) = | =7 —6 —4 —5 7 subtrahieren wir die 1. von
11 6 7 3 t
18 12 11 8 -9
der 3. Zeile und erhalten die Matrix | =7 —6 —4 =5 7 . Hierin subtrahieren wir die 2. von
-7 —6 —4 -5 t+9
18 12 11 8 -9
der 3. Zeile und finden | =7 —6 —4 =5 7 . Dann addieren wir zur 2. Zeile die 1—78—Fache der

0 0 0 0 t+2



1. Zeile und erhalten die Zeilenstufenform 0 —% % —137 % . Das zeigt, dass genau dann
0o 0 0 0 t+2
L(A,b) # 0 ist, wenn ¢ = —2.
b) Wir 1sen das vereinfachte Gleichungssystem 18a + 116 — 16 = —9, % + %4 = % und finden b = —1
und a = 1.
c¢) Wir miissen nur das homogene System 18z + 12x5 + 1123 + 824 = 0, —3wy+ Sws — Twy = 0 16sen.
Aus der 2. Gleichung folgt, dass x5 = 25—4363 — %m und somit ist z; = —%1‘3 — %x4 und damit £(A, 5) =
1
0 .
1 + N4 mit dem Nullraum
-2
_3 1
1 2
5 _17
24 12
./\/:4 =R + R
1 0
0 1
Aufgabe 4 (20 Punkte)
a) Gegeben sei die Folge (), mit
2Pkl 12k - 2087 — 23k 41
P k44 (2k + 1)(3k + 1)
Konvergiert diese Folge?
(Hinweis: Formen Sie dazu zj mit Polynomdivision um).
b) Gegeben sei die Funktion f(z) = 2cos(3z + ). Kléren Sie folgende Fragen:
(i) Welche Periode hat f?
(ii) Welche Nullstellen hat f innerhalb einer Periode?
(iii) Wo hat f innerhalb einer Periode seinen gréfiten, wo seinen kleinsten Wert?
(iv) Skizzieren Sie den Graphen von f iiber einer Periode. (1041424344 Pkte)
Lésung. a) Mit Polynomdivision finden wir
2k —k+1 2% — 0+ 37 12k — 20k — 23k +1  12k° — 20k* — 23k +1 S — 54 —15k +6
k+4 k+4’ (2k+1)(3k+1) 6k2 + 5k + 1 N 6k2 + 5k + 1

Das ergibt
37 15k — 6

thrd TR okl

ZL’k:—4

. . . te _ 4r
b) (i) Die Periode von f ist w = <.

(ii) Es gilt f(z) = 0 genau dann, wenn 3z + 3 €15, 33 alsox € {5 %’r .



(iii) Der grofte Wert, ndmlich 2, wird angenommmen, wo %x +% =2m, alsox = 107“, der kleinste Wert wird

von f dort angenommen, wo 3z + 5 =, also bei z = 4F.
(iv) Hier ist der Graph von f:
2
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;
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3
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Aufgabe 5 (20 Punkte)
Gegeben sei die Funktion
6—1/2
/(@) 22 +4x+6
a) Wo ist diese Funktion definiert? (3 Pkte)
b) Was ist die 1. Ableitung von f? (8 Pkte)
¢) Welche lokalen Extrema fiir f gibt es und wo? (5 Pkte)

d) Berechnen Sie die Tangente an den Graphen von f bei oy = 1.
(4 Pkte)
Losung. a) Wegen 2% +4x + 6 = (v +2)? +2 > 0 ist f auf ganz R definiert.

b) Wir rechnen mit der Quotientenregel

—2e7®/2 (2% + 4z + 6) — e7"/?(22 + 4)
(22 4+ 4z +6)?
L 2%+ 8z + 14
2 (22 + 4z + 6)?
16793/2 (z+4)* -2
2 (22 + 4z + 6)2
1

_ L @ m) (e — 2 4T g —44 /3
26 (l‘2+4$+6)2 y I \f, T2 +\[

fl@) =

¢) So sehen wir, dass f'(x) < 0 auf (—oo,x1), weiter ist f'(x) > 0 auf (z1,22) und schlielich f/(z) < 0 auf
(z2,00).

Bei 21 hat f ein lokales Minimum, bei x5 ein lokales Maximum.



d) Es gilt 1 f(z) = f(1) + f/(1)(z — 1) = Hlﬁ - 24223%@ —1).
Aufgabe 6 (20 Punkte)

a) Man berechne das Integral I := /12 %dm .

(5 Pkte)
b) Sei R(z) = W Wie lautet die Partialbruchzerlegung von R?

(9 Pkte )
¢) Berechnen Sie das Integral I = f28 R(z)dx.

(6 Pkte)

Geben Sie stets den vollstdndigen Losungsweg an. Benutzen Sie bei der Bearbeitung dieser Aufgabe die
Formelsammlung nicht.

Lésung. a) Mit der Substitutionsregel finden wir

2 2 e? 2 2
2e 2tdt e e“+5
I— 2 e = ———— =In(t?*+5e?)| =1
/1 2§ 52 / e - mE S ==

b) Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung fiir R lautet

A B C

c @ s

Ax(2x +5) + B(2z + 5) + Cx?  (2A+ C)a? + (2B +5A)x + 5B
x2(2z +5) N x2(2z + 5)

R(z) =

Durch Koeflizientenvergleich erhalten wir B =1, A = 3,C = —2, also

3 1 2
R = et @ s

¢) Es folgt aus b)
8
1 3
I=3nzr———-In(2x+5)| =3lnd+ 3 —1In(7/3)
x
2

Aufgabe 7 (20 Punkte)
Gegeben sei die auf [—1, 1] definierte Kurve a(t) = (x(t), y(t)), wobei x(t) = ¢t — 1 und y(t) = (t —1)?(t+1).

a) Berechnen Sie o'. (5 Punkte)
b) In welchen Punkten ist die Kurve regulir, in welchen nicht? (4 Punkte)
¢) Berechnen Sie die Normale an « im Punkte «a(3/4). (5 Punkte)

d) Berechnen Sie die den Flicheninhalt der von a umschlossenen Fléche.

Lésung. a) Wir haben 2/(t) = 2t und y(t) = (t — 1)z(t), also y/(t) = z(t) + (t — 1)a’'(t) = t> — 1+ 2t(t — 1) =

3t2 — 2t — 1, also
oo 2t
“ (t)_<3t2—2t—1 )



b) Wo « nicht regulir wire, miisste t = 0 und gleichzeitig 3t> — 2t — 1 = 0 sein, was unméglich ist.

3/2
—13/16

Richtung ( 13/16 ) = % ( 13 ) Die gesuchte Normale ist nun

3/2 24
v=( s )+= (1)

c¢) Es gilt «(3/4) = (—7/16, 7/64) und «’(3/4) = ( >, also weist die Normale an « bei a(3/4) in

d) Mit der Sektorformel finden wir

! 2 -1 2%
M= U/Q, (2 -1)-1) Et+1E—1) |
- [a-ea-o gy e

/1 (1—t)(1 —t)(1+t)dt = /1 (1—t?)%dt = /1 (1—22 +tY)at

-1 -1 -1

Also ist A = %fil(l — 22 + thYdt = %_
Aufgabe 8 (20 Punkte)
Es sei §(t,s) = (e2t(5 _ 1)’ 63S(t2 _ st)) und f(x,y) — y(a:Q —ay+ y)

a) Berechnen Sie Vf. (3+3 Punkte)
b) Berechnen Sie die Jacobimatrix von § (4 Pkte)
¢) Ist dann h(t,s) := f(g(t, s)), so berechnen Sie hs(—1,1). (10 Punkte)

Losung. a) Es gilt Vf = < ny—(Q;m; —gi>2y >

[ 2e¥(s—1) e?t
b) J5 = ( (2t — s)e3®  e35(3t% — 3st — t)

¢) Es gilt mit der Kettenregel

hs(=1,1) = fo(3(=1,1))(92)s (=1, 1) + f,(§(=1,1))(g2)s (=1, 1)
und weiter §(—1,1) = (0,2e®). Weiter ist f;(0,2e3) = —4e5 und f,(0,2e3) = 4e3 und weiter (g1)s(—1,1) =
e72,(g2)s(—1,1) = 7e3 somit
hg(—1,1) = —4e* + 28¢5



Aufgabe 9 (20 Punkte)

Es sei G das Gebiet, das zwischen z = 0 und « = 3 von oben durch den Graphen der Funktion f(z) := z(4—x)
und von unten durch den Graphen der Funktion g(z) := x berandet wird.

a) Skizzieren Sie das Gebiet G. ( 5 Punkte)
b) Berechnen Sie das Integral
I = / Lgda
GVTtyY

unter Angabe des vollstdndigen Losungsweges.

(15 Punkte)

Lésung. a) Das Gebiet G sieht so aus:

4

(4—x)*x

x

35

25

1.5

05

L = /idG
G

z+y3
BI z(4—1) 1
- - _ayld
/0 “\ L Ve A
3
1 z(4—1)
N .
0 ( )\/‘T+yaﬁ

= =2 /03\/5(\/5;101— 2 \/1275‘> o
o[ ()
- 4@’}2-%
= TV2-4V5



Aufgabe 10 (20 Punkte)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung

"

y" —y" =5y’ — 3y =te

Beachten Sie: Die Variable ist .
Hinweis: Das charakteristische Polynom verschwindet bei —1.
Lésung. Das charakteristische Polynom P der DGL ist P = X% — X2 —5X —3 = (X — 3)(X + 1)2.

Fiir die homogene DGL ergeben sich die Fundamentallssungen e ¢, te™t, €3, und die allgemeine Losung der
homogenen DGL lautet yj,(t) = (a + bt)e ™t + ce3.

Zur partikuldren Losung probieren wir y,(t) = (At + B)e' und finden
y, = (At + A+ B)e'

yy = (At +2A4 + B)e'

yy = (At +3A + B)e'
Einsetzen ergibt

Yy —yy —5yp’ — 3yp = (—8At — 4A — 8B)e’

Soll das tet werden, muss A = —é und B = % gewihlt werden.
Die allgemeine Losung der DGL lautet
—2t+1
—atrle

y=(a+bt)e ™t +ce3t + T



