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Modul: Mathematik I und II, Bachelor Maschinenbau

Aufgabe 1 (20 Punkte)

a) Zeigen Sie durch vollstéindige Induktion, dass fiir alle n € N gilt

_ n+1

= 1
g%@k+”@k+4)_3n+4

b) Bestimmen Sie die Menge M derjenigen = € R, die die Ungleichung |2z — 1| < |2 + 1] erfiillen.

Lésung. a) Fiir n = 0 sind beide Seiten gleich %. Angenommen, die Formel gelte fiir n.

Dann haben wir

jas, 1 " 1 1
;%@k+n@k+® - Z%@k+b@k+®_k@n+®@n+ﬂ
n+1 1

3n+4 * Bn+4)(3n+7)

1 1
3n+4<n+1+3n+7>
(n+1)Bn+7)+1  3n?+10n+3

Bn+4)(3n+7) Bn+4)(3n+7)

Wir miissen noch zeigen, dass dies = 32127 ist. Dazu beachten wir, dass 3n? +10n +8 = (3n +4)(n + 2) und

kiirzen in w% durch 3n + 4.

b) Die Ungleichung ist zu jeder der folgenden Ungleichungen dquivalent:

(22 -1)2 < (z+1)?
422 — 4z +1 < 22422 +1
322 -6z < 0
2?2 —-2r < 0
(r—1)2% < 1
le—1] < 1

Das bedeutet M = (0,2).
Aufgabe 2 (20 Punkte)
Gegeben sei ein Viereck, dessen Ecken A, B, C und D durch die Ortsvektoren A= ( ; ) ,

3/2 = [ -1 .
( 6 ),D—( 4 )gegebensmd.

a) Welchen Abstand hat C' von der Seite durch A und B? (8 Punkte)
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b) Bedeutet ]\Zfl den Mittelpunkt der Seite AB, 1\7[2 den Mittelpunkt von BC, Mg den Mittelpunkt von C'D
und M, den Mittelpunkt von DA, so bilden Wie wir gehort haben, die Punkte Mj, ..., My ein Parallelogramm.
Berechnen Sie seinen Flicheninhalt. (12 Punkte)



Lésung. a) Der gesuchte Abstand ist

und die gesuchte Parallelogrammfliche ist

L. L. 1/4 —3/2 25
F= det(M2M17M4M1)“det( é 1//2 >’8

Aufgabe 3 (20 Punkte)

1 6 8§ -4 t
Gegeben sei die Matrix A = 2 10 17 =7 | und der Vektor b = 11
-3 —-22 -22 14 —13

-

a) Fiir welches t ist die Losungsmenge L£(.A, b) nicht-leer?

b) Berechnen Sie fiir dieses ¢ Zahlen u,v € R, so dass Zp :=

€ L(A,D)

o< o
1

-,

¢) Berechnen Sie fiir dieses ¢ den Losungsraum L£(A, b) (10+5+5 Pkte)

Lésung. a) In der erweiterten Matrix (A |b) subtrahieren wir von der 2. Zeile des 2-fache des 1. Zeile und
zur 3. Zeile addieren wir 3 x die 1. Zeile. Wir erhalten

1 6 8§ —4 t 1 6 8 —4 t
2 10 17 =7 11 — 1 0 =2 1 1 11 —2¢
-3 —22 -22 14 —13 0 —4 2 2 —13 4 3t

Von der 3. Zeile subtrahieren wir das 2-fache der 2. Zeile und finden

1 6 8 —4 t
0 -2 1 1 11 —-2¢
0o 0 0 O =35+ 7Tt

-,

Somit ist £(A,b) genau dann nicht-leer, wenn ¢ = 5 gewihlt wird.

b) Die gesuchten wu, v miissen
u+8v =5, v=1

16sen, also ist u = —3,v = 1.
¢) Wir miissen nur noch N4 berechnen. Genau dann ist & € A4, wenn

T + 6xy = —8x3 + 4wy, —2T9 = —X3 — T4



Das fiihrt auf

To = $3;$4, xr, = —3($3+{L‘4)—8{L‘3+4(E4: —1lxg + 24
Damit ist
—11 1
o 1/2 1/2
Tr = { r3 + é T4
0 1
und damit
-3 —11 1
- | o 1/2 1/2
L(Ab) = 1 +R 1 +R 0
0 0 1
Aufgabe 4 (20 Punkte)
a) Gegeben sei die Folge
S 2n3+n?—n+3 _ 2n% +2n —2
" n? —1 n+2

Konvergiert diese Folge?

(Hinweis: Formen Sie dazu x,, mit Polynomdivision um).

b) Gegeben sei die Funktion f(x) = —2cos(2z — §). Kléren Sie folgende Fragen:
(i) Welche Periode hat f?

(ii) Welche Nullstellen hat f innerhalb einer Periode?

(iii) Wo hat f innerhalb einer Periode seinen grofiten, wo seinen kleinsten Wert?
(

iv) Skizzieren Sie den Graphen von f iiber einer Periode. (104-1+2+3+4 Pkte)

Lésung. a) Es gilt

mP4n?—n+3=2nn*-1)+n+n*+3=02n+1)n*-1)+n+4

also 5 )
2n°4+n°—n—+3 n+4
=2 1
n?—1 ne +n2—1
Weiter ist
24+ 2n—2=2n(n+2)—2n—-2=(2n—-2)(n+2) +2
und damit )
2 2n — 2 2
MTEEIM o g 2
n+2 n+2
Also wird +a 5
n
n=3 — 3
. +n2—1 n+2

mit n — oo.

b) Zu (i) f hat die Periode .

Zu (ii) f(z) = 0 genau dort, wo 2z — 7/3 € {m/2,3m/2}, also bei z = 3F und bei z = L.

us

Zu (iii) Dort hat f seinen grofiten Wert, wo cos(2z — ) = —1, also 2z — %

3 = 7 und damit x = %71'. Der
grofite Wert von f ist dann f(27/3) = 2.



Seinen kleinsten Wert nimmt f dort an, wo cos(2x—%) = 1, also 2r—% = 0, d.h. bei x = §, also f(7/6) = —2.

Zu (iv) Der Graph von f:
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Aufgabe 5 (20 Punkte)
Gegeben sei die Funktion

—_——  .e=/3
a) Wo ist diese Funktion definiert? (3 Pkte)
b) Was ist die 1. Ableitung von f? (6 Pkte)
¢) Welche lokalen Extrema fiir f gibt es und wo? (6 Pkte)

d) Berechnen Sie das Taylorpolynom 2. Grades mit Entwicklungspunkt z¢ = 0.
(5 Pkte)

Lésung. a) Der Definitionsbereich von f ist R\ {—3}.

b) Es gilt

1
[ Yk G R B

f@) = (x-l—?;; 3(z +3)2

¢) Es gilt f/(z) = 0 genau dann, wenn z = —6. Links von —6 ist f/(z) > 0 und rechts davon ist f'(z) < 0,
also liegt ein lokales Maximum vor. Weitere lokale Extrema sind nicht vorhanden.

d) Es gilt

Toof(z) = J(0)+ /O + 57" (0)? =

Aufgabe 6 (20 Punkte)



a) Man berechne das Integral

7 /2 e "dx
0 26_;8 + 1

(6 Pkte)
b) Sei R(z) = 4562_—37_6 Wie lautet die Partialbruchzerlegung von R?
(x —2)(z2+4)
(5 Pkte )
¢) Berechnen Sie eine Stammfunktion fiir R auf (—o0, 2).
(10 Pkte)

Geben Sie stets den vollstindigen Losungsweg an. Benutzen Sie bei der Bearbeitung dieser Aufgabe die
Formelsammlung nicht.

Lésung. a) Es ist

2 1
e *dx dt 1 1 1 3
I= — = — = _Iln(2t+1 = In(———
/0 2= +1 /6,2 ir1 oD =g
b) Wir versuchen

A Bz +C  A(z*+4)+ (z — 2)(Bx + D)

k(=) = x—2+ 2 +4 (x —2)(22 4+ 4)
A2 +4A+ Ba?+ (D —2B)z —2D  (A+ B)a?+ (D —2B)x +4A—2D
B (r —2)(22 +4) N (x —2)(22+4)
Somit ist

42 — 2 — 6= (A+ B)2® + (D — 2B)x +4A — 2D
Mit Koeffizientenvergleich folgt

A+B=4, D-2B=-1, 4A-2D=-6
Das ergibt B =4 — A und weiter —1 =D —2(4—- A) =D +2A -8, 2A— D = —3. Das fiihrt auf

D+2A =7
2A—-D = -3
mit der Lésung A =1,D =5, B = 3. Also
1 3z +5
R<w)_$—2+x2—|—4
¢) Es folgt
3 2x 1

X

5)

3 5
= In(2—-2z)+ 3 In (2% +4) + §arctg(

Aufgabe 7 (20 Punkte)

Gegeben sei die auf [0,27) definierte Kurve a(t) = r(t)é(t), wobei €(t) = ( (s:;)r?: > in Polarkoordinaten,

wobei r(t) = e~ sin*t,



a) Berechnen Sie o'. ( 8 Punkte)

b) In welchen Punkten verliuft die Tangente an a senkrecht?

¢) Berechnen Sie die Normale an « im Punkte a(m/6). (646 Punkte)

Lésung. a) Es gilt
o' (t) = r(t)eq (t) +r' (0)et) = r(t) (e]'_(t) — 2sint cost - é'(t))

b) Es folgt aus a)
x'(t) = r(t)(fsintf 2sint cost ~cost) =—r(t) sint(l +2c082t)

und damit ist z’(¢) = 0 genau dann, wenn sint = 0, also ¢ € {0, 7}.

c) Es gilt r(7/6) = e~/ und &(r/6) = 3 < \{g ) Das ergibt a(r/6) = Se=1/4 ( *{3 )

o/(7r/6)=;e_1/4<< é)—\f(\?)):ie_l/‘l( x/g)

Die gesuchte Normale ist dann
N::le_1/4( ?)4-}1%( \/g)
2

Weiter ist

Aufgabe 8 (20 Punkte)
Es sei g(t, s) :== (315 —2ts + 8%, bt — 252) und f(z,y) == yln (1 + 2% + 2y).

a) Berechnen Sie Vf. (343 Punkte)
b) Berechnen Sie die Jacobimatrix von g (4 Pkte)
¢) Ist dann h(t, s) = f(§(t, s)), so berechnen Sie h4(3,2). (10 Punkte)
Lésung. a) Es gilt
= y(22 +y)
T 1422ty
Yy
=1In (1 + 2? —
fy=In(l+z +xy)+1+x2+xy
b)
I — 3—2s —2t+2s
g 5 —4s

c¢) Es gilt nach der Kettenregel, wenn wir Zj := (3, 2) setzen:
hs(3,2) = f2(Z0)(91)s(3,2) + fy(Z0)(g2)s(3,2)

Nun ist aber Zy = (1, 7) und weiter

7
£u(1,7) = % =7, AL, 7)=Im9+ ]

und
(gl)s(ga 2) = -2, (92)8(372) =-8
Also erhalten wir
7 126 + 56 182

he(3,2) =7+ (=2) + (9 + 5) - (-8) = g —89=——= -8 9



Aufgabe 9 (20 Punkte)
Es sei ( )

r(4—x) ,wenn 0<z<2
f(x)—{ 6—x ,wenn 2<z<6

und G das Gebiet, das zwischen £ = 2 und z = 6 von unten durch die z-Achse und von oben durch den
Graphen von f berandet ist.

a) Skizzieren Sie das Gebiet G. (5 Pkte)
b) Berechnen Sie das Integral
1
~ [ a6
r+y
G
unter Angabe des vollstindigen Losungsweges. (15 Pkte)

Lésung. a) Das Gebiet G hat die folgende Gestalt:

4

X, (4-x)*x
X, 6-X
35
3 L
25
2 L
15
1 L
0.5
0 .
0 1 2 3 4 5 6

b) Wir schreiben I = I; + I mit

1 1
I := _— Iy := _—
1 //x—i—del’ 2 //x+de2’
Gl G2

wobei G := GN{0 <z <2}, G =GN{2 <z <6}. Dann haben wir

[ ( I dj’y> o [ (FEOY [

(-2 —z) - (5—1)) ‘j
~ (33 —3— (5In5—5)) =55 — 3n3 — 2

I

und

o e [ (2
/ ()dx—4ln6—(xlnx—x)‘z

= 4In6— (6ln6—6)+2In2—2=—-2In6+4+2ln2=4—2In3



Somit ist 5
I:51n5—31n3—2—|—4—21n3:2+51n§

Aufgabe 10 (20 Punkte)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung

1"

3y +10y" + 4y — 8y = /3

Beachten Sie: Die Variable ist ¢.
Hinweis: Das charakteristische Polynom verschwindet bei —2.

Lésung. Mit dem Hornerschema erhalten wir wir das charakteristische Polynom P, die Zerlegung
P=(3X-2)(X+2)
Somit werden die Losungen der homogenen DGL durch
Ynom (t) = Ae?/® + (B + Ct)e™2
gegeben, wobeil A, B und C beliebige reelle Koeffizienten sind.

Fiir die partikuldre Losung versuchen wir

Upart(t) = ate?t/3
Da 2/3 eine einfache Nullstelle fiir P ist, konnen wir a = m = 63—4 nehmen. Also ist die allgemeineLdsung

der Differenzialgleichung
3
y(t) = 6—4te2t/3 + Ae?/? 4 (B4 Ct)e™ 2



