Apl. Prof. Dr. G. Herbort, Prof. Dr. M. Heilmann 22.3.2011
Bergische Universitat Wuppertal

Modul: Mathematik I und II, Bachelor Maschinenbau

Aufgabe 1 (20 Punkte)
a) Zeigen Sie durch Induktion nach n € N, dass folgendes fiir alle n > 1 gilt:

> 3k = 2(3"(271 —1)+1)
k=1

(10 Pkte)
b) Berechnen Sie die Menge M aller Zahlen x € (-2, 00), die die Ungleichung
Ve +2<|z+1]
erfiillen. (10 Pkte)

Lésung. a) Induktion nach n. Fiir n = 1 sind beide Seiten gleich 3.

Angenommen, die Summenformel gelte fiir n, also

> 3%k = 2(3"(271 —1)+1)
k=1

Dann gilt sie auch fiir n + 1, also
n+1

> 3k =
k=1

(3" 2Mn+1)-1)+1)

=] W

Die rechte Seite der Gleichung ist gerade 2(3"+1(2n 4 1) + 1).

Die linke Seite dieser letzten Gleichung ist

3*k 4+ (n+1) 3"
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37(2n — 1) + 1+ 3"(4n + 4))

3"(6n +3) + 1)
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(3" 2n+1) +1)

Es besteht Ubereinstimmung.

b) Folgende Umformungen sind dquivalent:



rzeM
r+2<(z+1)?und x > -2
2>+ 2 >1und z > —2
(z4+1)2>2und x> -2
|z+%|>§undx>—2
Das ergibt

1445

M= (-2, 1% Ju (Vs

5 )

Aufgabe 2 (20 Punkte)
a) Welchen Flicheninhalt hat das Viereck mit den Ecken A(—2,—3), B(5,1),C(6,8) und D(0, 8)?

(8 Pkte)

b) Gegeben seien die Punkte P(6,—2,2) und Q(7,—4,0) im Raum R3. Welchen Abstand hat der Punkt
S(1,-1,9) von der Geraden G durch P und Q7

(12 Pkte)

Lésung. a) Das Bild sieht so aus:

Wir addieren die Flidcheninhalte der Dreiecke F} mit Ecken A, C, D und F> mit Ecken A, B, C.
Der Flacheninhalt von F} ist

1 1 —s -2
S|det(a-ca-D )‘E‘det< o >‘33

Der Flacheninhalt von F5 ist



1 1 -8 =7 45

Das Dreieck hat also die Fliache F' = 33 + 22,5 = 55, 5.

1
b) Wir schreiben G = P+Romitt=Q—-P=| —2 |.Der gesuchte Abstand ist dann
—2
IP=8S) x| 1, 5 o -
d = 2 1P = 5) < 7
(7] 3
Nun ist
L 5 L 5 1 —12 —4
P-S=| -1, @P-9xv=| -1 ]x| -2 3 =3 1
-7 -7 -2 -9 -3
Somit d = v/26.
Aufgabe 3 (20 Punkte)
2—2t
.. . . . —82 — 2t . .
a) Fiir welches t € R ist das Gleichungssystem A - & = 36 mit der Matrix
t

-1 -9 -11 -1
5 45 55 5
A -2 29 18 4
5 -2 15 -1

losbar? (Zur Orientierung: ¢t = —6).

(9 Pkte)
c
b) Berechnen Sie zwei Zahlen ¢, d € R, so dass &y = g eine Losung zu obigem linearen Gleichungssystem
0
mit ¢ = —6 ist.

(8 Pkte)
¢) Wieviel Losungen hat das in a) gegebene lineare Gleichungssystem zu ¢ = —6. (ankreuzen) ? (3 Pkte)
] genau eine Losung, [J endlich viele Losungen, (] unendlich viele Losungen
Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung.
Zu a) In der Matrix
-1 -9 —-11 -1 2—2t
5 45 55 5 —82 — 2t
A =
-2 29 18 4 —36
5 —2 15 -1 t




addieren wir zur 2. Zeile und 4. Zeile das 5-fache der 1. Zeile, zur 3. Zeile das (—2)-fache der 1.Zeile . Es
entsteht
-1 -9 -11 -1 2—2t
0 0 0 0 —72 - 12t
_A =
0 47 40 6 —40 + 4t
0 —47 —-40 -6 10 — 9t
Wir addieren die 3. Zeile zur 4. Zeile und erhalten
-1 -9 —-11 -1 2—2t
0 0 0 0 —72— 12t
A=
0 47 40 6 —40 + 4t
0 0 0 0 —30 — 5t
Dann vertauschen wir Zeile 2 und 3. Es entsteht
-1 -9 —-11 -1 2—2t
4 0 47 40 6 —40 + 4t
o o o o —72 - 12t
0 0 0 0 —30 — 5t
Das zeigt: Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist genau dann nicht-leer, wenn t = —6 gewéhlt wird.
Zu b) Wir 16sen
c
d 14
ZSF _
A 0 ( —64 )
0
mit der Matrix
gzse_ (-1 -9 11 -1
0 47 40 6
Das ist mit
—c—9d = 14
47d = —-64
dquivalent.
. _ _ 64
Es wird dann ¢ = 72—3, d= —2—7.

¢) Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen, denn

-,

LAD) =Fo+ N

mit #, wie unter b), und die Menge N = {A - Z = 0} ist ein 2-dimensionaler Unterraum.

Aufgabe 4 (20 Punkte)

a) Sei

nd+1 nt+4
n?2+5n n34 2n?

Gy 1=

Ist die Folge (ay), konvergent? (Antwort begriinden)



(8 Pkte)
b) Gegeben sei die Funktion

flz) = gsin(gz 4 %)

Welche Periode hat f7 Was ist die Amplitude von f? (2 Pkte)
Welche Nullstellen hat f innerhalb eines Periodenintervalls? (2 Pkte)
Welche Extremalstellen hat f innerhalb eines Periodenintervalls? (4 Pkte)
Skizzieren Sie den Verlauf des Graphen von f innerhalb eines Periodenintervalls. (4 Pkte)

Lésung. a) Wir rechnen aus, dass

n®+1 nt+4
n2+5n  nd+2n2
(n® 4+ 1)(n3 + 2n?) — (n? + 5n)(n* + 4)
(n? 4+ 5n)(n3 + 2n2)
n® +2n® + n3 + 2n2 — (n8 + 4n? + 5n° + 20n)
(n? + 5n)(n3 + 2n?2)
—3n° +n3 — 2n% — 20n
(n? + 5n)(n + 2n2)
p(n)

q(n)

Qp, =

mit p(z) = —32° + 23 — 222 — 202 und q(x) = (22 + 52)(2® + 222). Beide Polynome haben den Grad 5, der
Quotient aus ihren Leitkoeffizienten ist —3. Daher ist lim, o a, = —3.

Zu b) Die Periode von f ist 2 - (27) = 3. Thre Amplitude ist A = 3.

Genau dann ist f(x) = 0, wenn %x + § = k7 mit einer ganzen Zahl k gilt. Das heif3t

Innerhalb des Intervalls [—7/4,117/4) sind das die Stellen —7/4 und 57 /4.
Genau dann ist f(z) = 2, wenn 2z + & = Z gilt, also fiir z = 7/2.

Genau dann ist f(x) = — 2, wenn %x +5= 37“ gilt, also fiir z = 27.

-5



Der Graph von f sieht so aus:

Aufgabe 5 (20 Punkte)
Gegeben sei die Funktion

f(z)=e VA'sin x

auf dem Intervall [0, 2].

a) Berechnen Sie die erste Ableitung f'. (7 Pkte)
b) Wo hat f lokale Extrema ? (7 Pkte)
c) Wie lautet die Gleichung der Tangente an den Graphen von f bei 29 = 5 7 (6 Pkte)

Lésung. a) Wir rechnen aus:

F@) = (——% sin(z) + cos(z) Je~

V3

x

w

b) Wo cosx = 0, muss sinz # 0 sein. Ist f'(x) = 0, so ist cosz # 0. Dann muss aber tg(z) = v/3 werden. Es
folgt dann x = % + k7 mit k € Z.

Da nun weiter

1 a1 1 L
1" (x) = (——=cos(z) —sinz e Vi 7

V3 V33
wird

e

3+/<:7r) = —(

cos(% + km) + sin(g +km) )e” VB

Sl -



= f(icos(ﬁ)cos(lmr)+sin(g)cos(k7r) Je VB

V3

= —cos(km)(—=cos(z) +sin(=) J)e V&

3

el N

Damit liegt an der Stelle ¥ + k7 ein lokales Maximum fiir f, wenn k gerade ist und ein lokales Minimum fiir

f, wenn k ungerade ist.

¢) Die gesuchte Gleichung lautet

Daher berechnen wir

Aufgabe 6 (20 Punkte)
a) Berechnen Sie die Integrale

/2 -
I := / xsin(2zx + —)dx
0 4

3
d
IQZ:/ v
2 e””—i—l

unter Angabe des vollstdndigen Losungsweges.

und

b) Gegeben sei die rationale Funktion

22 —dx+1

M= e rapar 19)

Geben Sie den geeigneten Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung fiir R an.

Lésung. Zu a) Es gilt

T x/2 1 [7/2
I = —Zcos(2z+ 71-/4)‘ —|——/ cos(2z + w/4)dx
2 0 2 0
/2 1 w/2
= —gcos(Qx—i— 71'/4)‘0 +Zsin(2x+g)0

i 1, . .
Wi + Z(sm(57r/4) —sin(7/4))
™ —2
4v2

(je 6 Pkte)

(8 Pkte)



und

3
1
12 = / dx
2 61—1—1

3

_ /e du
S u(u+1)

3 3
/e du /e du
e2 u 2 ’LL+1
1+4e3
1+e2

1—1In

b) Da
2 —dr+1

R@) = a2 +9)

einen doppelten Pol bei -2 hat, ist der Ansatz

A n B N C +DZE+E
x—1 242 (x+2)2 2249

zu machen.

Aufgabe 7 (20 Punkte)
a) Es sei a die in Polarkoordinaten gegebene Kurve

at0)=ro) (St )
mit r(¢) = cos(2¢), 0 < ¢ < . (10 Pkte)

Bestimmen Sie die Tangente an diese Kurve im Punkte a(7/3).
b) Die Fliiche zwischen der Kurve y = %zg und der y-Achse rotiere um die y-Achse, wobei 0 < x < 1. Welche
Mantelfléche hat die entstehende Drehfigur?

Hinweis: Die Stammfunktion zu 2v/1+ 2% ist gegeben durch F(z) := 1(22V1+2? + In(2? + V1 + %)) .
(10 Pkte)

Lésung. a) Es gilt, wenn wir e(p) = ( (sj?j:j ), und e (p) = ( zzlsncf ) und r(p) = cos(2¢p) setzen

also
o (p) = r'(pe(p) +r(p)er(p)
—  —2sin(2p) ( ‘;’jz ) —|—Cos(2<p)( ;zisn; )

Nun ist aber (%) = —5 ( \}5 ) und



Die Tangente an « bei a(m/3) ist daher

Hier ist das Bild dazu:

b) Die Mantelfliche der Drehfigur ist

1
A = 271'/ 2/ 1+ f'(x)%dx
0
1
= 27r/ V' 1+ ztde, u:=az?
0

= TF() = gr(n(14+V2) + V) ~ 3.6






Aufgabe 8 (20 Punkte)
a) Berechnen Sie fiir die folgende Funktion den Gradienten:

2
- .T2$3
f(-rlaxQ;wB)- 1+1‘%+1‘§
(8 Pkte)
b) Sei g(t, s) := (2t% — 3ts, 5t — 7s?) und f(x,y) := ””;5%7;2) Berechnen Sie mit der Kettenregel die partielle
Ableitung (f o g); im Punkte (¢g, s0) := (1,1). (12 Pkte)

Lésung. Zu a). Es gilt

2211273 3 2(1 + 22)xoms

fur (T) = *mv fun(T) = m7 fus (Z) = (1 —i—x% +$§)2

Zu b) Es gilt ¢(1,1) = (-1, —2) und fiir die Jacobimatrix von f o g:

Jfog(la 1) = Jf(_la —2)- Jg(lﬂ 1)

T T = ( fo fy)=( 2GRN, Semgh )
also
s-1-9=(3.-3)
und
s = (150 50
also

- (1 )

Setzen wir das in die Kettenregel ein, so finden wir

(fog)t(1,1)=(g,—%)(é)=—1

Aufgabe 9 (20 Punkte)
Es sei G das folgende Gebiet



Berechnen Sie das Integral

unter Angabe des vollstdndigen Losungsweges.

Losung. Zwischen x = 0 und x = 2 wird G nach oben durch den Graphen von y = § + 2 und zwischen x = 2
und x = 4 durch den Graphen von y = 4 — § begrenzt. Nach unten ist G durch den Graphen von y = §
begrenzt. Damit folgt

2 42 4 4—% dy
- [ o [
o \Jz 1+x+y 2 (I+z+y)

2 y=5+2 4 1 y=4-%
= /( >d$ /< >d$
0 1+3U+yy 2 \1+z+yly=¢
2 4
1 1 1
- L dr + < 1y >dx
/0< 3432 1+3§> 2 \ 5+%5 1+32

2 4 1 4 1
— dm—i—/ dx
/03+3; 2 5+ 3% o 1+

2 3x T\ |4 2 3x\ |4
- () Lo D) [ ()

3n<3+2) n )Lt Ut )

2 2 2
= f§1n6+ gln3—21n7+21n6+ §1n7

4 2
= 3 (6/7)+ 33~ 0.53

Aufgabe 10 (20 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung

2" 4y — 4y — 3y = e3t.

Beachten Sie: Die Variable ist t.



Lésung. Das charakteristische Polynom ist
P(X)=2X’+X?—-4X -3 = (X +1)*(2X - 3)
Denn durch Raten finden wir P(—1) = 0 und mit dem Hornerschema

PX)=(X+1)(2X? - X -3)=(2X - 3)(X +1).

Die homogene DGL hat die allgemeine Losung
yn(t) = (a+ bt)e™t + ce®/?

mit beliebigen Konstanten a, b und c.

Es fehlt noch eine partikuldre Losung y,. Der geeignete Ansatz ist jetzt
Yp(t) = Ate??
Nun gilt

3 3 3 9
y, = Al + §t)e%t, Yy, = §A (2 + 51&) e2t, y, =-A (3 + —t) e

Einsetzen ergibt dann
"

2y, + y, — 4y, — 3yp = ?Ae,2
_ 2 .

Also muss A = 5= gewiéhlt werden.

Die allgemeine Losung der DGL lautet also

2t :
y= (2—5 + c)e%t + (a + bt)e "

mit Konstanten a, b und c.



