Apl. Prof. Dr. G. Herbort, Prof. Dr. M. Heilmann 23.10.2010
Bergische Universitat Wuppertal

Modul: Mathematik I und II, Bachelor Maschinenbau

Aufgabe 1 (20 Punkte)
a) Zeigen Sie durch Induktion nach n, dass folgendes fiir alle n > 1 gilt:

i(—nk (k* = 3k) = 2n(n — 1)
k=1
12 Pkte
b) Berechnen Sie die Menge M aller Zahlen = € R, die die Ungleichung
22+ 13| < —z +1

erfiillen.
8 Pkte

Lésung. a) Fiir n = 1 sind beide Seiten gleich 0. Angenommen, die Formel gelte fiir n. Dann haben wir aber

2(n+1) 2n
(DR -3k) = 3k) = (2n+1)2 =3(2n+ 1))+ (2n +2)® — 3(2n + 2)
k=1 k=
= 2n -2n+1)2n—-2)+(2n+2)(2n—1)

I
DO

1
(n—
nn—1) —4n® +2n 42 +4n? +2n — 2
= 2nn—1)+4n=2(n+1)n

b) Es gilt z € M genau dann, wenn
—(—z+1)<2x+13<—2+1

Das ist mit
r—1<2x+ 13, 3r+13<1

gleichwertig. Dies wieder ist dquivalent zu z > —14 , < —4. Es folgt

M = (-14, —4)
Aufgabe 2 (20 Punkte)
a) Berechnen Sie alle z € R, fiir welche der Vektor @ := [ 1 —?—x mit dem Vektor b := ; einen
Winkel von 60°(~ %) bildet. ’ -
12 Pkte

b) Welches Volumen hat das Tetraeder mit den Eckpunkten A(2,3,—4),B(5,6,—2),C(5,3,5) und
D(2,0, —4)?

8 Pkte

-

Lésung. a) Es gilt (@,b) = 3+ 2 + 22 — 22 = 5, also muss die Gleichung

5 = ||a@]|||b]| cos(60°) ¢9+ (1+a)2 422 = \/10+2x+2z2



bestehen. Das fiihrt auf die Gleichung

und dmaint auf

Die Loésungen hierzu lauten

b) Das gesuchte Volumen ist

1 — - o - o N
I 6}det(D—A,D—B,D—C)‘
0 -3 -3 )1
= cldet| =3 =6 =3 ||=3
0 -2 -9

Aufgabe 3 (20 Punkte)

4
a) Fiir welches s € R ist das Gleichungssystem A - 7 = 1 mit Matrix
s
11 -3 -4 4
2 1 5 1 -3
A= 2 2 2 =3 0
32 2 -3 1

16sbar?
b) Berechnen Sie den Nullraum von A, also den Unterraum

N:={fecR°|A-Z=0}

-

Lésung. a) Wir formen die erweiterte Matrix um: In (A, b)

10 Pkte

10 Pkte

Von den Zeilen 2 und 3 subtrahieren wir das 2-fache der Zeile 1 und von Zeile 4 das 3-fache von Zeile 1. Es

entsteht
1 1 -3 -4 4 4
o -1 11 9 -11 -7
A =
0 O 8 5 -8 -7

0o -1 11 9 -11 s—12

Wir subtrahieren Zeile 2 von Zeile 4 und finden

1 1 -3 -4 4 4

0o -1 11 9 -11 -7
A =

0 0 8 5 =8 -7




Genau dann ist also das Gleichungssystem l6sbar, wenn s = 5 ist.

b) Es gilt ¥ € £ genau dann, wenn

Das fiithrt auf

Somit wird

und damit

Aufgabe 4 (20 Punkte)

8

T3 = —§364 + x5
17
To = 1lxg + 924 — 1l = —24
r1 = —x2 + 3x3 + 4dxy — 4das = —x5
—I5 0 -1
2, z o
—gl‘4 + x5 = x4 —g +x5 1
Xq 1 0
xIs 0 1

L = Lin {171, 172}

a) Bestimmen Sie die Lésungsmenge der Gleichung

9* —12-3% = =27

b) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) = 2sin(§ — J)

8 Pkte

12 Pkte

Liosung. a) Die Zahl y := 3% 16st die Gleichung y? — 12y = —27. Also ist y = 3 oder y = 9, was auf die

Losungen x = 1,z = 2 fiihrt.



b) Hier ist der Graph der Funktion f:

2
1
2 4 6 ‘ 10 12
-1
-2
Aufgabe 5 (20 Punkte)
Gegeben sei die Funktion
a) Was ist der Definitionsbereich von f ? 2 Pkte
b) Wo ist f monoton wachsend, wo monoton fallend ? 4+2 Pkte
¢) Wo hat f lokale oder absolute Extrema ? 4 Pkte
d) Was ist das Taylorpolynom 2. Grades um zg = —1/2 7 8 Pkte

Lésung. a) Die Funktion f ist auf R\ {—1/4} definiert und hat eine Unstetigkeitsstelle bei —1/4.

b) Wir errechnen mit der Quotientenregel

—e "4 1) —4e™" 4 )
flo) = e (4 +1) —4e I x+

(42 + 1) (4 + 1)

Das ergibt: f'(z) > 0 auf (—oo, —5/4) und f'(z) < 0 auf (—=5/4, co) \ {—1/4}.

¢) Ein lokales Maximum liegt bei —5/4. Wegen f(—1 + 1) = Ze
absolutes Maximum.

_1
n

=

— oo mit n — oo existiert kein

d) BEs gilt f(—1/2) = —e'/2,  f/(—1/2) = —3e'/? und

dr+5 44z 4+1)—2-4-(4z45)
e

fiw)=e* (4x +1)2 B (4x +1)3

also

f"(=1/2) = e}? (3 — 28) = —25¢1/2



Damit wird das 2. Taylorpolynom von f um —1/2:

1 25 1
. _ 12 _q.,1/2 Iy 2912 12
Ty g (@) = —eV? =36/ + 5) — Tt (w+ 5)
Aufgabe 6 (20 Punkte)
Gegeben sei die rationale Funktion
22% +3
R(z) :=
(@) = —5—
a) Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung fiir R.
12 Pkte
b) Berechnen Sie das Integral
4
I:= / R(z)dx
2
unter Angabe des vollstindigen Losungsweges.
8 Pkte
Lésung. a) Es gilt
223 — 21 + 27+ 3 22+ 3
R(z) = T ;E+ T+ —94 §+
3 —x x3—x
Fiir den Term 25%3 wird der Ansatz
20 +3 A B C A(z? —1) + Bx(x + 1)+ Cx(x — 1)
=1 + =
»¥—-x r -1 x+1 xd—x

gemacht. Aus
20 +3 = A(2*> — 1) + Ba(z + 1) + Ca(x — 1)

ergibt sich
A=-3 2B =5, 2C =1

also 3 05 1 1 1
_9_2.,7° z
R(z) s o1t 2r 1

b) Es folgt
* 5 1 1
/ R(z)dx =4 —3In2+ §ln3+ §ln(5/3) =4-3In2+2In3 + §ln5
2

Aufgabe 7 (20 Punkte)
cos

Gegeben sei die in Polarkoordinaten beschriebene ebene Kurve a(p) = r(p) < sin

>, fiir € [0, 27|, wobei

r(p) = 14 cos(2¢), 0 < p < 2.
a) Wo ist a regulir? Zeigen Sie dazu, dass |a’||? = (r(v))? + (r'(p))%.
10 Pkte

b) Berechnen Sie die Normale an « in a(7/6). (Wie lautet die vektorielle Gleichung der Normalen?)

10 Pkte



Lésung. a) Es gilt

o () ZT’(sD)( sy ) +r(so)( —sing )

cos

und damit
[ () = (r()* + (r'(#))?,

a < cosy ) und ( Teme > aufeinander senkrecht stehen und der Pythagorassatz greift.
sin ¢ cos

Nun ist aber o/(¢) = 0 genau dann, wenn 7(p) = ’'(¢) = 0, also, wenn
cos(2p) = —1, 2sin(2¢) =0

Es bleiben nur ¢ = Z, 3%, AuBerhalb M := {Z, 32} ist « reguléir.

b) Es gilt sin(7/3) \/Tg und cos(m/3) = 1/2, also

/o) =) (V2 ) = Sty (V) =2 (VF)

und
o s (5 ) (H) 2 (F)3() -
Das liefert uns N g < \/13 ) +R< 3\1/5 >

Hier ist die Kurve mit der gesuchten Normalen:




Aufgabe 8 (20 Punkte)
Gegeben sei die Funktion

fla,y) = ycos(zy +2y%).
a) Berechnen Sie fiir 7 := \/Lg < _12 ) die Richtungsableitung 9z f (0, yo), wobei (z9,v0) = (v/7/8, —\/7/2)
sel.
6 Pkte
b) Was ist die Richtung des stiirksten Anstiegs der Funktion f an der Stelle (0, /7/4)?
4 Pkte
c) Sei g(t,s) := (2t — s,—t + 3s). Berechnen Sie mit der Kettenregel die partielle Ableitung (f o g)s im

Punkte (tg, s0) := (vV/7/2,V/7/2).

10 Pkte
Losung. Der Gradient von f ist
y? 0
Vf(x,y) = —sin(zy + 2y?) < y(@ + dy) ) + cos(zy + 2¢%) ( 1 >
a) Es gilt zoyo +2yd = —Z + m = 37, und yo(zo + 4yo) = zoyo + 4yt = —Z + 27 = T /4, also
Vf(zo,90) = —sin(37/4) + cos(3m/4) ( ; )
T
_ 1 2 1 ( 0 ) 1 2
V2 m Vel /) 2 Tn
1 1+ 5
denn sin(37/4) = —sin(—7/4) = sin(v/4) = \/LE und cos(3w/4) = —cos(—w/4) = —cos(n/4) = —% Es

folgt

avf(xoayo):%(ﬁVf(mo,yO)):_L<( 52 )’ 5777 >:2+37r

b) Die Richtung des stirksten Anstieges von f bei (0, y/7/4) ist

VF(0,\/7/4) = 7r< 1{4 >

c) Es sei (20, 0) := g(to, s0). Dann ist (zg,y0) = (3/7, /7). und Jy(t,s) = ( 21 ;1 ) Weiter ist

9
Fa(wo,y0) = —y5 = -, fy(x0,90) = —yo(zo + 4yo) = 57
da zoyo + 2y% = 5m/2, also sin(xoyo + 2y3) = 1, cos(xoyo + 2y3) = 0. Die Kettenregel liefert uns dann

(fog)s(to,s0) = fa(wo,90) - (—1)+ fy(zo,50) -3 =7 — %77T = *22—57T



Aufgabe 9 (20 Punkte)

Es sei G das Gebiet, das zwischen den Werten £ = 1 und x = « von unten durch den Graphen von
fi(z) ;= sinz und von oben durch den Graphen der Funktion fs(z) = xsinz berandet wird.
a) Skizzieren Sie das Gebiet G. 8 Pkte
b) Berechnen Sie das Integral
sinx
J = ——dG
/ / (sinz + y)?
G
unter Angabe des vollstdndigen Losungsweges. 12 Pkte
Lésung. a) Die Skizze ist diese
1.75
1.5
1.25
1
0.75
0.5
0.25
1.5 2 2.5 3

/z sinx dy
y=sinx (SIDLL' =+ y)

—1 xsinx
1 ) s
SIN T + Y ly=sinx

1 1

— d

2sinx (1+x)sinz) *

/1 1 m—1 1+m
/ - = dz = —In
1 \2 14z 2 2

Aufgabe 10 (20 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung

I

a\

Il 3

—_
=,
=
8

TN TN N

y/// +y//+4y/+4y — 156_t.
Beachten Sie: Die Variable ist t.
10 + 10 Pkte

Lésung. Das charakteristische Polynom P(X) = X3 + X2 4+ 4X + 4 hat die Nullstellen X = —1 und X =
2j, X = —2j. Daher ist die allgemeine Losung der homogenen DGL von der Form

up(t) = Ae™" + Bcos(2t) + C'sin(2t)



mit Konstanten A, B und C.

Gesucht ist noch eine partikulére Losung u,. Da P(—1) = 0, ist der Ansatz
u,(t) = ate™

geboten. Wir finden

up,(t) = (a — at)e™

uy(t) = (—2a + at)e™

uy'(t) = (3a — at)e™"

und durch Einsetzen, dass
((Sa —at)+ (—2a+ at) + 4(a — at) + 4at)e_t = 15te”"

Das bedeutet, dass 5a = 15, also a = 3 sein muss.

Die allgemeine Losung der DGL lautet damit

u(t) = (3t + A)e™" + Bcos(2t) + Csin(2t)
mit Konstanten A, B und C.



