Priv.-Doz. Dr. J. Ruppenthal Wuppertal, 05.09.2017

Grundlagen der Mathematik (BSc Maschinenbau)

Aufgabe 1. (6+8+6 Punkte)
a) Zeigen Sie durch Induktion nach n € N:

n

d@k-1) = n?

k=1

b) Stellen Sie die folgenden Mengen als Teilmenge der reellen Achse graphisch dar:
A={zeR:|jz—-1>2} , B={x:|r—3| <2}

Schreiben Sie die Menge A als Vereinigung von zwei Intervallen und die Menge B

als Intervall. Welches Intervall ist durch die Menge C' = AN B gegeben?

c) Es sei f : R — R eine Funktion mit den Eigenschaften f(x + 1) = f(x) + 2
und f(1) = 1. Zeigen Sie durch Induktion nach n € N, dass

f(n) = 2n—1

Losung:
a) Induktionsanfang: Fiirn =11ist Y ,_(2k—1)=(2—1) =1 und n* = 1.
Induktionsschritt n — n + 1: Nach Voraussetzung ist

i@k—l) = i(2k_1)+(2(n+1)—1)—n2+(2n—|—1)

Wir rechnen weiter mit der binomischen Formel:
= n*+2n+1=(n+1)?

was zU zeigen war.
b) In Intervallschreibweise ist A = (—oo, —1] U [3,400) und B = [1, 5].
Wegen (—oo, —1] N B = () ist

C = ANB=1[3,4+00)NB=[3,+0)N[1,5] =[3,5]

¢) Induktionsanfang: Firn =11ist f(1)=2-1— 1.
Induktionsschritt n +— n + 1: Wegen der Rechenregel f(x 4+ 1) = f(x) + 2 gilt

fln+1) = f(n)+2
Jetzt setzen wir die Induktionsvoraussetzung f(n) = 2n — 1 ein und rechnen weiter:
= m-1+42=2-(n+1)—1,

was zu zeigen war.



Aufgabe 2. (5+7+8 Punkte)

a) Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob sie WAHR oder FALSCH ist.
Eine Begriindung ist nicht notig. Falsche Antworten geben einen Punkt Abzug.
Antworten Sie also nur, wenn Sie sicher sind.

1) Sind zwei Vektoren ¥, € R3 orthogonal, so gilt ¥ x @ = 0.

2) Sind zwei Vektoren v, € R? orthogonal, so gilt (v, @) = 0.

(1)
(2)
(3) Sind zwei Vektoren ¢, w € R™ orthogonal, so sind sie auch linear abhingig.
(4) Zwei Vektoren aus R? sind immer linear unabhéingig.

(5)

5) Der Durchschnitt zweier Unterrdume U,V C R3 ist ein Unterraum.

b) Wir betrachten die Vektoren

4 2 3
v = | 2 , va=10 , v3=| 1 ;
3 1 2x

wobei x eine reelle Zahl sei. Fiir welche Werte von x sind v7, v3, v3 linear abhéngig,
fiir welche Werte linear unabhéngig?

c) Eine Ebene F ist in Parameterform gegeben:

0 ~1 —2
E = | -2]|+R-| =2 |+R-| 0
1 0 1

Bestimmen Sie einen Vektor @ € R® mit @ # 0, der senkrecht auf der Ebene steht.
Reprisentieren Sie E in der Form

{#eR’ | (7,6) =c}
und in der Gleichungsform
a-x1+5-x2+”y~x3:c

fiir geeignete Werte ¢, o, 5,v € R.

Losung:

a)
1) ist FALSCH. Die Einheitsvektoren eq, e sind orthogonal, aber e; X e5 = e3.

2) ist WAHR, denn ¢, @ sind genau dann orthogonal, wenn (v, @) = 0.

(1)
(2)
(3) ist FALSCH. ey, €5 sind orthogonal aber linear unabhéngig.
(4) ist FALSCH. 0, e sind linear abhingig.

(5)

5) ist WAHR nach Definition.



b) Wir berechnen die Determinante:
3
1

det = 4.0:22+2-1-343-2-1-3-0-3—-2-2-2x—-4-1-1

L DN W~
— O N

2
= 6+6—8r—4=8—8x.

Also sind die Vektoren linear abhéngig fiir z = 1 und linear unabhéngig fiir = # 1.

¢) Wir erhalten einen solchen Vektor @ durch das Kreuzprodukt:

~1 —2 —2:1-0-0 —2
i = -2]x| o0 |=[--11-0(2 |=]| 1
0 1 —1-0—(=2)-(-2) —4

Um den Wert ¢ zu bestimmen muss ein Punkt & € E in (%, d) eingesetzt werden.
Dafiir kénnen wir den Vektor (0 —2 1) verwenden:

co= ([ =2 ). 1 |N=0(-2)+(-2)1+1-(-4)=-2-4=—6.

Damit ergibt sich

—2
E = {FeR|(& | 1 |)=-6}
—4
= {fER3| —2.1'1"‘1’2"‘—41’3:—6}



Aufgabe 3. (7+9+/4 Punkte)
Wir betrachten die Matrix

1 3 2 6
1 6 2 0
4 = 1 0 2 12
2 12 4 0

a) Bestimmen Sie den Rang von A, indem Sie A auf Zeilenstufenform bringen.

b) Bestimmen Sie den Nullraum Ny = {# € R*A -7 = 0} und geben Sie seine
Dimension an. Bedenken Sie dabei die Rangformel.

c) Seien ey, eg, €3, €4 die Einheitsvektoren in R, Sind die vier Vektoren Aey, Aey, Aes, Aey
in R* linear abhingig oder unabhingig? Welche Dimension hat der Bildraum

L={jeR"|y= AZ fiir ein ¥ € R*}?

Loésung:

a) Durch elementare Zeilen-Operationen erhalten wir die Zeilenstufenform:

(1) A =

o O O

O O W w

o O O N
)

Also hat A den Rang 2.
b) Nach der Rangformel ist

dim Ny + rang A = 4,

also dim N4 = 2. Mit der Matrix A’ gilt Ny = {# € R* | A’Z = 0}.
Das entspricht dem Gleichungssystem

T +3£IZ’2 +2.I'3 +6ZIZ’4 = 0
3$2 —61’4 =0

Setzen wir also x4 := t und x3 = s, so folgt durch Riickwértssubstitution: xo = 2t
und x; = —6t — 25 — 6t = —2s — 12¢t. Wir erhalten:

-2 2

Ny = R-

~1

2
+R-[ 5
1

O = O

c) Die vier Vektoren Aey, Aey, Aes, Aey entsprechen den Spalten der Matrix A. Man
kann also an der Zeilenstufenform (1) ablesen, dass sie linear abhéngig sind. Da die
Matrix den Rang 2 hat gilt dim L = 2.



Aufgabe 4. (5+10+5 Punkte)

a) Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob sie WAHR oder FALSCH ist.
Eine Begriindung ist nicht notig. Falsche Antworten geben einen Punkt Abzug.
Antworten Sie also nur, wenn Sie sicher sind.

1) Jede differenzierbare Funktion ist auch stetig.

2) Jede stetige Funktion f : (0,1) — R nimmt ein Maximum an.

(1)

(2)

(3) Jede stetige Funktion f : R — R hat eine Nullstelle.

(4) Der Grenzwert einer konvergenten Folge {a, }»en ist auch ein Haufungspunkt.
()

5) Ist (ay)nen eine Folge mit Grenzwert 0, und (b,),en eine Folge, die bestimmt
gegen +oo divergiert, so divergiert die Produktfolge (a,,b,)nen gegen +oo.

b) Wir betrachten die Folgen:

n? + (=2n® + 1) + 4n® (=)™  n—3(=1)"n?
Q= , b, = +
14 2n — 3n> — 2nd n 5n + (—1)"n?

Beantworten Sie fiir beide Folgen die folgenden Fragen: Konvergiert die Folge, wenn
ja, gegen welchen Grenzwert? Gibt es Haufungspunkte, wenn ja, welche?

c) Zerlegen Sie das folgende Polynom in Linearfaktoren:
fx) = 2°—b2* —x+5
Losung:
a)
1) ist WAHR nach einem Satz iiber differenzierbare Funktionen.
2) ist FALSCH. f(z) = 1/x nimmt auf (0,1) kein Maximum an.

(1)

(2)

(3) ist FALSCH. f(x) = z® 4+ 1 hat keine Nullstelle.

(4) ist WAHR nach der Definition von Haufungspunkten.
(5)

5) ist FALSCH. Das Produkt aus a,, = 1/n? und b, = n konvergiert gegen 0.

b) Fiir die Folge a,, kiirzen wir Zihler und Nenner mit n®:

P+ (=20 + 1) +4n°  TnTt 4 (=24 1n7%)2 4 4n!
14+2n—3n5—2n6 n 6425 —3n"1 -2

an, =

Wegen n* — 0 fiir n — oo (falls k& > 1), liefern die Rechenregeln fiir Grenzwerte
nun:

=—-2 fir n— oo,
-2

d.h. die Folge a, konvergiert gegen den Grenzwert —2. Damit ist —2 natiirlich
gleichzeitig auch ein Haufungspunkt der Folge.
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Fiir die Folge b,, kiirzen wir im zweiten Summanden Z#hler und Nenner mit n?:

(=D n=3(=1)"? (-1 a7t =3(=1)"
b = T T + (=) n 5n=t 4 (—1)"

Da der erste Summand gegen 0 konvergiert, verhélt sich die Folge fiir n — oo wie
die Folge

n~t —3(-1)"

bn~l + (—1)»

Ccnp, =

Die Folge ¢, verhilt sich wegen n™! — 0 fiir n — oo aber wie
—3(=1)"
(=1

d.h. die Folge b, konvergiert gegen den Grenzwert —3. Damit ist —3 natiirlich
gleichzeitig auch ein Haufungspunkt der Folge.

= -3

c) Wir erraten die Nullstelle 1. Polynomdivision ergibt dann
(2 —b2> —z+5): (x—1)=a> -4z —5

Wir bestimmen die weiteren Nullstellen also durch

4 —4)2
Tap == E (4) +5=2+vV9=2+3
als xo = 5 und x3 = —1. Die Zerlegung in Linearfaktoren ist also:

flz) = (x—1(z+1)(z—5).



Aufgabe 5. ( 2+8+11+4 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

T+ 3

a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f.
b) Wie verhilt sich f(z) asymptotisch fiir x — +o0 bzw. © — —o0?

c¢) Bestimmen Sie die ersten beiden Ableitungen von f und untersuchen Sie f auf
lokale Extremstellen, d.h. bestimmen Sie alle lokalen Extrema und geben Sie an, ob
es sich um Maxima oder Minima handelt.

d) Wo ist f monoton wachsend und wo monoton fallend?

Losung:
a) Da m;wg # 0 fiir alle x € R, stimmen die Nullstellen von f mit den Nullstellen
von x + 3 iiberein. Wir erhalten als einzige Nullstelle x = —3.
b)
143 1
lim f(z)= lim L1+3/e = lim —=0.
xr—+oo r—+oo ]_6/1‘ +x rz—+oo 0

¢) Wir berechnen mit der Quotientenregel:

(16+2?)-1—2z-(x+3) —a®—6r+16  2®+6x—16

!
Jla) = (16 + 22)2 T (64422 (16+22)2
fla) = — (16 + 2%)? (22 + 6) — 2(16 + 2*)2z(2* + 62 — 16)
(16 1 22"
(16 +2%)(22 +6) — 2 2x(2® + 62 — 16)
o (16 4 22)3
32z 496 4 22° + 62 — 4a® — 242% + 64z 22° + 182* — 96z — 96
- (16 + 22)3 - (16 + 22)3
24+ 92% — 48y — 48
B (16 + 22)3

Fiir die notwendige Bedingung f’(x) = 0 suchen wir die Nullstellen von f’. Analog
zu Aufgabe b) stimmen diese mit den Nullstellen von x* + 6x — 16 iiberein. Wir

finden mit
6 62
[L’LQ:—iﬂ: Z+16:—3:|:\/9+]. =—-3%5

also die beiden Kandidaten x; = 2 und x5 = —8. Da 2/(16 + x?)? immer positiv ist,
reicht es nun, x; und x5 in

g(x) = 2° + 92* — 48z — 48
einzusetzen. Wir berechnen (bzw. schétzen):

g(2) =8+36—-96—48 <0 , g(—8)=-8-64+9-64+8-48—48 > 0.
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Also ist f”(z1) < 0 und es handelt sich bei z; um ein lokales Maximum, und es ist
f"(x2) > 0 und es handelt sich bei 25 um ein lokales Minimum.

d) Es reicht wieder, das Vorzeichen des Nenners der Ableitung
—2? — 61+ 16 = —(z — 2)(x + 8)

zu untersuchen. Wir finden also:

<0 r < —8
fl(x) >0 fiir —8<r<?2
<0 2<zx

Daher ist h auf (—8,2) streng monoton wachsend, und auf (—oo, —8) und (2, +00)
streng monoton fallend.



Aufgabe 6. (5+8+7 Punkte)

a) Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob sie WAHR oder FALSCH ist.
Eine Begriindung ist nicht notig. Falsche Antworten geben einen Punkt Abzug.
Antworten Sie also nur, wenn Sie sicher sind.

(1) Ist F Stammfunktion einer Funktion f, so gilt F' = f.
(2) Ist F' Stammfunktion von f, so ist F' eindeutig bestimmt.

(3) Fiir eine stetige Funktion f : [0,1] — R ist das Maximum aller Untersummen
gleich dem Minimum aller Obersummen.

(4) Ein uneigentliches Integral einer positiven Funktion existiert genau dann, wenn
der entsprechende Féacheninhalt unter dem Graphen der Funktion endlich ist.

(5) Sei f:[1,400) — R eine stetige Funktion. Wenn lim,_,,, f(z) = 0 gilt, so
existiert das uneigentliche Integral f1+o° f(z)dx.

b) Verwenden Sie die Substitution s = \/x, um folgendes Integral zu berechnen:

16 1
| it
L AT+ 2

3
3+2
/ +2 xdx
1 T

c¢) Berechnen Sie das Integral:

Loésung:
a)

1) ist WAHR nach Definition.
2) ist FALSCH, denn alle F' + ¢, ¢ € R, sind Stammfunktionen.

4

(1)
(2)
(3) ist FALSCH, denn Maximum/Minimum miissen nicht existieren.
(4) ist WAHR nach Definition.

(5)

5) ist FALSCH, zum Beispiel fl 1dzx existiert nicht.

b) Mit der Substitution s = y/x (und daher ds = f) ergibt sich:

16 1 =16 1 dr s=4 1
[ it = [ ormae— [ s
1 4A/x 42 o1 24+VT 2/ Jo, 2+
= [In(2+ s)} =In6—1n3=1n(6/3) =1n2

d 3
/ —da;+2/ E o [—242ma]’ = —1+42m3+3=2+2In3
xz T



Aufgabe 7. (§+6+6 Punkte)
a) Gegeben sei die parametrisierte Kurve v : [—1, 1] — R? durch ~(t) := (¢, t?).

i. Stellen Sie den Graphen von 7 in R? graphisch dar.

ii. Bestimmen Sie den Ableitungsvektor 7/ von v (als Funktion [—1, 1] — R?).
ili. Fiir welche t € [—1, 1] ist y regulér?
iv. Bestimmen Sie die Tangente an v im Punkt 7(%)

b) Berechnen Sie die Bogenlinge der parametrisierten Kurve « : [—1,1] — R?, die
gegeben ist durch «a(t) = (£3,3).

c¢) Berechnen Sie den von der parametrisierten Kurve ¢ : [—7, 7] — R?,
B cos(t)
et =r)- (Sots) )
mit 7(t) = v4n? — 3t2, umfahrenen Fldcheninhalt.

Loésung:

a) Der Graph ist das Parabelstiick {(z,y) € R* | y = 2, z € [-1,1]}. Der
Ableitungsvektor ist

v (t) = (1,2t).
Damit ist 7/(¢) # 0 fiir alle ¢ € [—1,1], also ist v fiir alle ¢ € [—1,1] reguléir. Wegen
v (1) = (1,1) ist die Tangente:

- enr=() e (2)

b) Der Ableitungsvektor ist o/(t) = (3t%,3t?) und hat die Linge

TW

N|—=

I/ (@) = V]ah (D)2 + s (D)2 = VOt + 911 =3 - V212

Somit berechnen wir fiir die Bogenlédnge:
1 1
La) = [ lollat= [ 3-v2-£ar=va[]', = Va1~ (-1) =22
-1 -1
c¢) Der Flécheninhalt ist:

1 ™ 1 i 1 T
F, = 5/ r2(t)dt:§/ (47r2—3t2)dt:§[47r2t—t3]_7r
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Aufgabe 8. (5+8+7 Punkte)

a) Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob sie WAHR oder FALSCH ist.
Eine Begriindung ist nicht nétig. Falsche Antworten geben einen Punkt Abzug.
Antworten Sie also nur, wenn Sie sicher sind.

1) Jede total differenzierbare Funktion f : R™ — R ist partiell differenzierbar.

2) Jede partiell differenzierbare Funktion f : R™ — R ist total differenzierbar.

3) Es gibt total differenzierbare Funktionen, die nicht stetig sind.

(1)
(2)
(3)
(4) Besitzt die Funktion f : R? — R im Punkt zy € R? ein lokales Maximum, so
ist die Hesse-Matrix von f in zy negativ definit.

(5) Der Gradient einer total differenzierbaren Funktion f : R* — R zeigt immer
in die Richtung des stiarksten Wachstums.

b) Wir betrachten die beiden Abbildungen f : R* — R und g : R — R? gegeben
durch:

flx,y) =y g(t) = (Int, 2V1)
Ermitteln Sie den Gradienten von f und die Jacobi-Matrix von g.

¢) Wir betrachten wieder die beiden Abbildungen f und g aus Teil b). Berechen Sie
nun den Gradienten von f im Punkt (z,y) = (0,1) € R?, die Jacobi-Matrix von g
im Punkt t = 1 € R und die Jacobi-Matrix der Komposition g o f : R? — R? im
Punkt (z,y) = (0,1) € R?.

Losung:
a)
1) ist WAHR nach einem Satz aus der Vorlesung.

2) ist FALSCH nach einem Beispiel aus der Vorlesung.

(
(
(3) ist FALSCH, denn total differenzierbare Funktionen sind stetig.
(4) ist FALSCH, denn die Matrix kann auch semi-definit sein.

(

5) ist WAHR, siehe Vorlesung.

b) Unter Verwendung der Produkt- und der Kettenregel berechnen wir:

Vi,y) = (B+ 213)3/6336”2 ) 6336”2) , Jac g(t) = ( 1}/\2 )

c) Wegen f(0,1) =1 ist

V(0.1) = (3,1) , Jac g(1) = ( })  Jac (go £)(0,1) = ( 1)-(3,1):(2 }

11
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Aufgabe 9. (10+10 Punkte)

a) Wir betrachten das Gebiet G = {(z,y) e R* |0 <z <3, 1 <y < 3} in R%
Stellen Sie das Gebiet G in R? graphisch dar und berechnen Sie die beiden folgenden
Integrale (der erste Schritt ist schon vorgegeben):

=3 y=3
// ymsz:/ / yr?dG = ...
G =0 y=1
r=3 y=3
[t [ e
¢ (T +y) v=0 Jy=1 (T +Y)

b) Wir betrachten nun in R? das Gebiet
D:={(z,y) eR?| —1<2<1,0<y<1—|z[}.
Stellen Sie das Gebiet D graphisch dar und berechnen Sie den Schwerpunkt von D.

Loésung:

a) Es handelt sich um ein Rechteck der Kantenlidngen 3 (in ) und 2 (in y). Zeichnen!
Fiir die Integrale berechnen wir:

=3 y=3 =3 y=3 =3 1 3
// yr?dG = / / yr?dG = / z? (/ ydy) dr = / wQ[—yQ]ldx
G =0 y:l =0 y=1 =0 2
=3 1 : 4
= / ? dx:4[—x3]0:§(27—0):36
1 =3 _1 y=3
[ = [ [ wrme= L 5]
G(‘T+y) T Y fI?-'-y =0 $+y y=1

3
_ /x:o (93+1 xi?))dx:[1n(x+1)—1n(a:+3)]§:3

4.
= 1n4—ln6—lnl+ln3—lnT3—ln2

b) Es handelt sich um ein Dreieck mit Grundseite [—1, 1] x {0} und Spitze in (0, 1).
Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt auf der y-Achse. Wir berechnen:

z=1 1—|z| z=1 1
// rdG = / / xdG—/ x[y]é'xdx—/ (x — z|z|)dz
G =—1J0 rz=—1 —1

= /_1(a:+:c2)dx—|—/0 (v — 2%)dx
= 2/2+x3/3} +[22/2 — 2*/3]y = —1/2+1/3+1/2—1/3 =0

1—|z| z=1 1 o11—z] 1 1 )
[ [vic - / / wiG = [ (e =5 [ (= lel s
G =1 -1
I )
= (1+2:c+:v)dx+ (1 =2z + 2%)dx
2/, 2/,
1 2 3 /910 2 3 /911 1
= S([e+a®+a%/3]", + [w—a?+2/3)) = 5(1/3+1/3) = 1/3
Folglich liegt der Schwerpunkt im Punkt (z,y) = (0,1).

73
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Aufgabe 10. ( 2+2+8+8 Punkte)
a) Schreiben Sie die komplexe Zahl

21+
z = :
2—31
in der Form z = Re (2) +i-Im ().
b) Geben Sie die komplexe Zahl w = —2i in Polarkoordinaten an.

c¢) Bestimmen Sie den Losungsraum der homogenen Differentialgleichung:
u///+u//+ul+u — 0
d) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

u—4u +4u = 0

u(0) =
u'(0) = 2
Loésung:
a) Wir berechnen:
21414 — 3 243
= 2144) ———==21+1) ——
e T GO w7 A G Moy
= 21630+ 2i—3) = (304 650) = 3+ 50
BERE T T S EARR

b) w = 27/

c) Das charakteristische Polynom der DGL ist P(z) = 23 + 2% + z + 1. Wir erraten
die Nullstelle zy = —1. Polynomdivision liefert nun:

(B+22+2+1):(z+1) = 22+1

Anhand der dritten binomischen Formel oder unter Verwendung der pqg-Formel
ergeben sich die weiteren Nullstellen z; = ¢ und zy = —i. Der Losungsraum ist

L = {ae"+be" +ce™ | a,bceC}

d) Hier ist das charakteristische Polynom P(x) = 22 —4x +4 und mit der pq-Formel
faktorisieren wir P(z) = (z — 2)?. Die allgemeine Losung der DGL ist also:

u(t) = ae* + bte*

Die Startbedingung u(0) = 0 liefert a = 0, also u(t) = bte* und «'(t) = (b+ 20bt)e?.
Einsetzen der Startbedingung u’(0) = 2 liefert dann b = 2. Die Losung ist also:

u(t) = 2te*
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