Apl. Prof. Dr. G. Herbort, Prof. Dr. M. Heilmann 28.8.2012
Bergische Universitat Wuppertal

Modul: Mathematik I und II, Bachelor Maschinenbau

Aufgabe 1 (20 Punkte)

a)Fiirk:ZQseiakzl—k—lzundpn::ag-a3-...-an,f1'irn22.

Zeigen Sie durch Induktion nach n, dass fiir alle n > 2 gilt

1 1
n — 3 1 —
pn=501+-)
(10 Pkte)
b) Bestimmen Sie die Losungsmenge M der Ungleichung
|3z — 2] > ||
(10 Pkte)
Losung. a) pp =as =2 =2(1+13) .
Angenommen, wir haben schon bewiesen, dass p, = %(1 + %) Dann ist
Pn+1 = DPn - Qn+1
1 1 1
= —_ —_ 1 N —
2( +n)( (n+1)2)
1 1 1 1
= —-(14+—-)(1- 1
2( +n)( n+1)( +n+1)
In+1 n 1 1 1
= = . 1 ]
2 n n+1( +n+1) 2( +n+1)
b) Wir zerlegen M in My := M N[2,00) und My = M N (—o0, ).
Dann gilt
My, = {x>2/3]|z| <3z -2} My = {z<2/3]||z] <2-3z}
= {>2/3|2-3z<x<3zx—2} = {<2/3|3z—2<2x<2-3zx}
= {x>2/3|z>1} ' = {x<2/3|x<1/2}
= (1,00) = (7007%)
Somit ist

1
M:MlUMQZ(—OO,§)U(1,OO)

Aufgabe 2 (20 Punkte)
Gegeben sei das Dreieck mit Ecken A= < ; ) , B= ( _61 > und € = < 2 ) Ein Punkt D teile die Seite

BC von B aus im Verhéltnis 3 : 1, und M sei der Mittelpunkt der Seite AB.

a) Bestimmen Sie die Geraden G durch Aund D in Punktrichtungsform.

b) Bestimmen Sie die Gerade G5 durch M und C in Punktrichtungsform.

¢) Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks.



(7+7+6 Pkte)

Losung. a) Es gilt zunéchst
= =3 5 5 6 3
D=B+-(C—-B)= =
ric-m=( 5 )+3

Daraus folgt

b) Weiter ist M =

l
2

> und damit
R

=1
( JerG (1)) = ()= (5s)

Also ist der gesuchte Flacheninhalt gleich 18.

Aufgabe 3 (20 Punkte)
Fiir welches ¢ € R hat das lineare Gleichungssystem A - & = b eine Losung, wobei

4 3 6 5 )
A= -3 1 -1 -1 |, b=| ¢
-4 10 8 6 ~12

(Zur Orientierung: t = —5)
a
b) Berechnen Sie fiir dieses lineare Gleichungssystem einen Losungsvektor Zy der Form Zy = 8
0
(1347 Pkte)

Lésung. a) Die erweiterte Matrix (sz | 5) wir mit Zeilenoperationen umgeformt. Zur 2. Zeile addieren wir

%mal die 1. Zeile und zur 3. Zeile wird die 1. Zeile addiert. So finden wir

4 3 6 5 4 43 6 5 4

By — 13 7 1
(12) = | -3 1 -1 21 t | — o Bz L | 43
410 8 6 | —12 0 13 14 11 | -8

Von der 3. Zeile subtrahieren wir das 4-fache der 2. Zeile und erhalten die Matrix

4 3 6 5 4
13 7 11
0 0 0 O —4t — 20



Losungen existieren genau dann, wenn —4t — 20 = 0, also t = —5 ist.

b) Wir miissen nur das lineare Gleichungssystem

4y + 3z = 4
14—3.%'2 = =2
19
13
_ 8
19 - 13
l6sen. Dabei finden wir x9 = — %, T =73 und damit ¥y =
0
0
Aufgabe 4 (20 Punkte)
a) Fiir n € N sei
2?41 n(n? —1)

Ty

n+3  (3n+1)(n+4)
Konvergiert die Folge (z,),, und wenn ja, gegen welchen Grenzwert?

b) Gegeben sei die Funktion

f(x)sz—%, :EGA::[?H'

Ist f monoton wachsend?

Bestimmen Sie eine Menge W C R, so dass f : A — W invertierbar ist und berechnen Sie ihre Umkehr-
funktion.

(12+8 Pkte)

Lésung. a) Mit Polynomdivision folgt

on? +1 19
n+3 2n =6+ ?
wnd n(n? —1) 27n + 48
— Y —op-—124 ——
(An+1)(n+4) (An+1)(n+4)
Also 19 27n + 48
T, =6+ 6

n+3  (In+1)(n+4)

mit n — oo.

b) Die Funktionen x — 22 und x —— 7% wachsen monoton auf A. Damit wéchst auch f als Summe dieser

2 Funktionen monoton, und W = f(A4) = [f(3), f(1)] = [-1, 1]. Weiter ist f invertierbar. Losen wir die

Gleichung f(z) = y nach z auf, so erhalten wir

Y 192
L AT
T 5" 16

Soll x € A sein, muss das Pluszeichen gew#hlt werden. Also haben wir



Aufgabe 5 (20 Punkte)
Gegeben sei die Funktion

a) Was ist die 1. Ableitung von f? (6 Pkte)

(Zur Orientierung: Es muss
2208 — 222 —x 4+ 1

(a2 -2+ 3)?

herauskommen).

b) Wo hat f’ Nullstellen?

(6 Pkte)
¢) Auf welchen Intervallen ist f’ positiv und wo negativ?

(5 Pkte)
d) An welche Stellen hat f ein lokales Minimum (bzw. Maximum)? (3 Pkte)

Losung. Mit der Quotientenregel finden wir

f,(x):eZQQx(fo:ch%)—(szl) :e$22$3_2$2_$+1

@2+ @ =+ 3p

b) Durch Raten kommt man zu z; = 1 als Nullstelle von f’. Dann fiihrt eine Polynomdivision auf
203 — 227 —x 4+ 1= (v —1)(22% - 1)

Die anderen Nullstellen von f’ sind dann aber zs 3 = i%.

c) Es gilt
(@ -V - )+ L)

@ =+ 37

f(z) = 2€”

Daran lesen wir ab, dass f auf (—oo, —%) negativ ist und auf (1, 00) positiv. Auf (—%, %) ist f’ positiv
und negativ auf (%, 1).
= L

d) Aus c) folgt: Bei 1 = 1 liegt ein lokales Minimum, bei x5 = 7 liegt ein lokales Maximum und bei



T3 = f% liegt ein lokales Minimum fiir f.

- -1 1 2
Aufgabe 6 (20 Punkte
a) Berechnen Sie das Integral A := fOQ zv/2z + ldx. (5 Pkte)
b) Bestimmen Sie zu
223 — 22 -2
R(z) = x r+x

die Partialbruchzerlegung.

(10 Pkte )

¢) Berechnen Sie zu R eine Stammfunktion.

(5 Pkte)

Geben Sie stets den vollsténdigen Losungsweg an. Benutzen Sie bei der Bearbeitung dieser Aufgabe die
Formelsammlung nicht.

Lésung. a) 1. Weg: Mit partieller Integration erhalten wir

A

2
/ vV 2x + 1dx
0

2 2
= z--(2z+1)2 ——/ (22 4+ 1)3dx
0
9 1 5|2
— 253 —(2r+1)3
R T LA
- 2.5t 1(5% 1)—15%+1
T3 15 3 15



2. Weg: Wir substituieren x := 5%, Dann ist 2/(t) = 1 und

5
t—1 ~1
A = W\t -dt
[ 2 Jé
1 5 5
= —(/ t3/2dtf/ t1/2dt>
4 1 1

— Lt5/2 _ lt3/2 ‘5
10 6 1

1 1 1 1

— _55/27_7_53/2 -
10 10 6 + 6

Ly 1

= 3T

3. Weg: Wir substituieren z := RT_l Dann ist 2/ (¢t) = ¢, also
1 Vs
A = = (t? — 1)t%dt

2 )

_ it5 _ 1153 ‘\/g

10 6 1

1 1 1 1 1 1

— _55/2____53/2 _:_53/2 _
10 10 6 + 6 3 * 15

b) Der geeignete Ansatz lautet

R(x)—A B Cx+D

Tt I e
Ausmultiplizieren liefert
20 —a?+x—2  Az(l1+2°) + B(1+a?) + (Cx + D)a?
22 (1 + z2) B 22 (1 + z2)
 (A+C)2*+ (B+ D)a* 4+ Az + B
B 22(1 + x2?)
So erhalten wir
B=-2, A=1, C=D=1
und ) 5 +1
R(z) =~ — i

z a2 22+1
¢) Daraus folgt sogleich
2 1
/R(m)dm =ln|z|+ =+ §1n (% + 1) + arctg (z)
x

Aufgabe 7 (20 Punkte)

Gegeben sei die Kurve a(t) := r(¢t)é(t), mit r(t) = 2 + sin(4¢) und &(t) := ( cost

sint ) fir ¢ € [0, 27).

a) Wo ist a regulir, also a/(t) # 0 ?

b) Berechnen Sie die Tangente an diese Kurve an der Stelle a(7/8).



(Hinweis: Die Werte von cos und sin an der Stelle 7/8 miissen nicht berechnet werden).

¢) Welche Fliche wird von der Kurve umschlossen?

(Dazu iiberlegen Sie zuerst, dass det(a(t), a’(t)) = r(t)2.
(4 + 7 + 9 Pkte)

Lisung. a) Es gilt a’ = '@+ - &, =0 genau dann, wo 7 =/ = 0. Da r > 1 iiberall, tritt das nie auf. Also
ist « tiberall regulér.

b) Es gilt r(7/8) = 2 4 sin(r/2) = 3 und '(7/8) = 4 cos(7/2) = 0. Damit wird
e - -+ 25

rn =3 (e ) = (2 )

c¢) Es gilt, wenn wir € = ( Zz ) schreiben:
y

, _ re; —rey+rieg
det(af(t), a'(t)) = det( re, res+r'e, )

reg(re; +1r'ey) —rey(—re, +1'ey)

TQ(e?E + ei) =r?

Also schlie3t die Kurve die Fliche

1 2m
A = 5/ r(t)2dt

= ( + 4sin(4t) + sin (4t))dt

1 2
= — sin®
*3 /0
1 27
= 1_6 (4t — sin 4t cos 4t) ‘0
9
= -7
2

ein.



Hier ist das Bild

Aufgabe 8 (20 Punkte)

a) Gegeben sei die folgende Funktion:
$26—2Z1

f(xl"r2) = 1+1‘1

auf U := {z1 > —1/2}.
Dann berechnen Sie die linearisierte Funktion zu f an der Stelle 70 := (— 1, 2).
(9 Pkte)

b) Sei g(t, s) := (t+ts — 4s, 4t*> — 2s?) und f(z,y) := x - (4 + 22 + 2y?). Berechnen Sie mit der Kettenregel
die partielle Ableitung (f o g); im Punkte (¢g,s0) := (2, 3).

(11 Pkte)

Losung. a) Es gilt f(—1,2) = 4e und

o, —2(1421) -1

foi (@) = 226 (14 x1)2

und

67211

1+ 2

fz2 (:L') -
Der Gradient zu f bei 2° ist daher
1 1
le(*§,2) = *166, fz2(*§,2) = 2e

Also folgt
1
L (0, %) = de — 16e(x1 + 5) + 2e(z2 — 2).



b) Die Kettenregel sagt, dass (mit 7o := g(2, 3))
(1) (f 0 9)¢(2,3) = fo(Zo) - (91)¢(2,3) + fy (o) - (92)¢(2,3)
Nun ist aber Zy = (—4, —2) und
(g)e=s+1 (91):(2,3) =4,  (g2): =8t (92)¢(2,3) =16

Weiter ist
fz:4+3$2+2y2a fx(fo)zﬁ(), fy:41'y; fy(fO):32

Das, in (1) eingesetzt, ergibt
(fog)i(2,3) =60-4432-16 = 752

Aufgabe 9 (20 Punkte)
Es sei G der Bereich, der innerhalb 0 < x < 4 von unten durch die z-Achse und von oben durch den Graphen
von f(z) =2(1— (%)?) berandet wird.

a) Skizzieren Sie das Gebiet G. (4 Pkte)

b) Berechnen Sie den Schwerpunkt von @, also den Punkt S := 4 (zs,ys), wobei

A://dG, xsz//:ch, ys://de
G G G

unter Angabe des vollstdandigen Losungsweges. (14649 Pkte)
Lésung. a) Das Gebiet G sieht so aus:

1.5;

0. 5;¢

b) Es gilt

Weiter haben wir



2 = //xdG/04 (/Of(z)dy> d:c/()4xf(z)dz/04(2z)(1(§)2)dx

also xg = % und schlieSlich

4 f(x)
ys = //de:/ / ydy | di
pa 0 0

_ %/()4f(z)2dx2/04(1(§)2)2dz

! 2 1. 64
= 8| (1-2°)2dz=8(1-Z+2)=—
/0( FVdz=81-3+3) =3

Also ist g = (2, 2).

Aufgabe 10 (20 Punkte)
Bestimmen Sie alle Losungen u der Differenzialgleichung

2y"" — " + 8y’ — 4y = 4 cos(2t) + 16 sin(2t)
Beachten Sie: Die Variable ist ¢.

Hinweis: Das charakteristische Polynom verschwindet bei %

Losung. Das charakteristische Polynom der DGL ist

P=2X"-X?+8X —4=X?2X —1)+4(2X —1) = (2X — 1)(X*+4).
Damit lautet die allgemeine Losung der homogenen DGL
Yhom (t) = asin(2t) + beos(2t) + ce'/?
Fiir die noch benétigte partikuldre Losung probieren wir
up(t) =tug

mit ug := Asin(2t) + B cos(2t). Dann ist

u; = tu6 + ug, u;’ = tug + 2u6, ug/ = tug/ + 3u6’
Einsetzen liefert
2uy —uy 4 8uy, —4u, = t(2ug — ug + 8ug — 4ug) + 6ug — 2ug + Sug

—24uy — 4(Acos(2t) — Bsin(2t)) + 8ug
—16(Asin(2t) + Bcos(2t)) — 4(A cos(2t) — Bsin(2t))
= —(16A —4B)sin(2t) — (4A + 16B) cos(2t)



Das fiithrt auf
—4A—-16B=4, —-16A+4B =16

Die Losung dazu ist A = —1, B = 0. Also

up(t) = —tsin(2¢)

Die allgemeine Losung zur DGL ist dann ¢ = Ynom + ¥p-



