Apl. Prof. Dr. G. Herbort, Prof. Dr. M. Heilmann 30.8.2011
Bergische Universitit Wuppertal

Modul: Mathematik I und II, Bachelor Maschinenbau

Aufgabe 1 (20 Punkte)
a) Zeigen Sie durch Induktion nach n € N, dass folgendes fiir alle n > 1 gilt:

E| 2 n—1
> (k=g )
(10 Pkte)
b) Berechnen Sie die Menge M aller Zahlen z, die die Ungleichung
|z + % > z?
erfiillen. (10 Pkte)

Lésung. a) Fiir n = 1 steht links —1/2 und rechts —2(1+ 5) = —1, also sind beide Seiten gleich. Angenom-
men, die Gleichung gelte fiir n. Soll sie auch fiir n + 1 gelten, muss also

1., 2 6n+5
> (=) ==5 0+ )
k=1

gezeigt werden. Das geht so:
2n-+1 1 2n—1 1 1 1
k k 2n 2n+1
—= = —= —= 2 —= 2 1
S5 = Yk () @n) + (-5 e+ 1)
k=1 k=1
2 6n —1 2n  2n+1
= U e e
B 2 1 6n—1 9n  92n+1)
9 4n 4n 4. 4n
B 2 1 24n —4 —36n+ 18n+9
- _§ + 4n+1
2 6n+5
= gt )

b) Ist z € M N[—2, 00), so haben wir
3 2 . 1, . 1
x + 175 also (dquivalent) (z — 5) <1, also (dquivalent) —1 <z — 5 < 1

).

Ist nun o € M N (—o0,—3), so folgt —2 — x> 22, also (z + 1)? < —1, so, dass M N (—o0, —3) = . Damit
finden wir

Das heiBt: Ist M N [-3,00) = (-1,

[ ][V

M=(-3,5).

Aufgabe 2 (20 Punkte)
a) Gegeben sei ein Quadrat mit Ecken /T,E, C und D. Dabei ist A = ( g ) ,E = ( 1; ) ,6 = ( 115 )



A

Der Punkt E teile die Strecke CD von C aus im Verhiltnis 2:1 .

Berechnen Sie den Schnittpunkt S der Geraden durch A und E mit der Geraden durch B und C .

3 4
b) Gegeben seien die Geraden G7 und Gs. Dabei verlaufe Gy durch die Punkte 1 und —1 |. Die
2 -2
6 1
Gerade Gg sei durch Go = | —4 | +R | 1 | gegeben. Haben G; und G2 einen Schnittpunkt?
1

(10 +10 Pkte)
Lésung. a) Es gilt

povla-n- (1) 2(5)- ()

Es gilt dann

Einsetzen ergibt

2
—17t + ?68 =-5
—Tt —13s = —12

Zur ersten Gleichung addieren wir 2/3-mal die 2. Gleichung und finden

14
—(17+ )t = —13

also 65t/3 = 13 und damit ¢t = 3/5. Das ergibt

§:§+§(5~_§):



b) Wir haben fir Gy die Darstellung

3 1
Gi=1| 1 |+R| -2
2 —4
Daher priifen wir, ob
6 3 3 1 1
—4 -1 1= -51,1 -2 ], 1
1 2 -1 —4 0
linear unabhéngig sind. Dazu bilden wir die Determinante
3 1 1
det | =5 —2 1 | =29#0
-1 -4 0

Das zeigt, dass G; NGy = (.

Aufgabe 3 (20 Punkte)
Fiir welches ¢ € R hat das lineare Gleichungssystem A - & = b eine Lésung, wobei

2 —-40 6 11 —81

0 12 5 =3 > 37
A= 6 12 -5 0 ’ b= 8

-2 24 —6 5 t—55

(Zur Orientierung: t = —8)

b) Bestimmen Sie den Losungsraum fiir das homogene lineare Gleichungssystem A - & = 0. (10+10 Pkte)

Lésung. a) Die erweiterte Matrix ist

2 -40 6 11 —81
. 0 12 5 -3 37
(Alb) =
6 12 -5 0 8

-2 =24 -6 5 t—55

Von der 3. Zeile subtrahieren wir 3-mal die 1. Zeile. Zur 4. Zeile addieren wir die 1. Zeile. So entsteht die
Matrix

2 —40 6 11 —81
0 12 ) -3 37
0 132 -23 -33 251

0 —-64 O 16 t— 136

Hierin subtrahieren wir von der 3. Zeile das 11-fache der 2. Zeile und addieren zur 4. Zeile das %—fache der
2. Zeile. Es entsteht die neue Matrix

2 —40 6 11 -81
0 12 5 -3 37

0 0 =78 0 251 — 1137 = —156
0o 0o ¥ 0 t—136+ 1537

3



In dieser Matrix teilen wir die 3. Zeile durch (—78) und finden die neue Matrix

2 —40 6 11 —81

0 12 5 -3 37

0 0 1 0 2

0o 0 8 o0 t—136 4 1637

Nun subtrahieren wir von der 4. Zeile noch 80/3 mal die 3. Zeile und erhalten

2 —40 6 11 —81

0 12 5 -3 37

0 0 1 0 2

0 0 0 0 t — 136 4 1057160

Das Gleichungssystem ist genau dann 16sbar, wenn ¢ — 136 + 1837160 — 0 nun ist aber 1837160 — 144
also existiert genau dann ein nichtleerer Losungsraum, wenn ¢t = —8.

3

b) Genau dann gehort # zum Losungsraum £ des homogenen Systems, wenn

2x7 — 40z + 623+ 1124 = 0
1229 + 523 —3x4 = 0
r3 = 0
Das ergibt
1
ro = 1334
und

1 1 1
T = 3 (—11zy4 + 4025) = 3 (—11lzg + 1024) = —5334

Wir erhalten so
-1/2
1/4
0
1

L=R

Aufgabe 4 (20 Punkte)
a) Zeigen Sie fiir A, B > 0, dass VA2 + B— A= Mﬁ ist.
(3 Pkte)

b) Sei a, = v4n? 4 6n + 1 — 2n. Hat die Folge (ay,), einen Grenzwert? Wenn ja, was ist dieser Grenzwert?
(Benutzen Sie Teil a)).
(8 Pkte)

c¢) Es sei f die Funktion
flx)=22" -3z —2.

Finden Sie Zahlen a, b € R, so dass die Funktion f : [a,00) — [b, 00) eine Umkehrfunktion besitzt. Berechnen

Sie diese. (9 Pkte)
Lésung. a) Wir erweitern mit A + v/ A2 + B und erhalten
\/m_A:(\/A2+B—A)(\/A2+B+A)_A2+B—A2 B

VA2 1B+ A T VALIB+A A+VA LD



b) Es gilt
6n+1 6n+1 6

VAR +6n+ 1420 9 143 4 drvon 214+ & + 2 +2

Das strebt aber gegen 3, wenn n — oco.

Qn

¢) Wir rechnen aus, dass

3
=2z --2x-1)=22—--)"—— > ——
fl@) =262 = Se—1) =200 -7 - 2 2 -2
Wihlen wir a := % und b = —%5, so wird f : [a,00) — [b, 00) eine invertierbare Funktion mit Umkehrfunk-
tion
3 y 25
9(y) = 17V 16
Aufgabe 5 (20 Punkte)
Gegeben sei die Funktion
fla) = 2222
z2+1
a) Was ist die 1. Ableitung von f? (7 Pkte)
b) Wieviele lokale Extrema fiir f gibt es und wo ? (6 Pkte)

¢) Was ist das Taylorpolynom 2. Grades fiir f mit Entwicklungspunkt zo =0 ?

(7 Pkte)
Lésung. a) Es gilt mit der Quotientenregel
3(z?+1) - 223z —2
fay = B2
(x2+1)
_ —3x% +4r+ 3
N (2 +1)2
b) Es gilt f’(x) = 0 genau dann, wenn 22 — 3z — 1 = 0, also (z — 2)? = 3. Schreiben wir 24 := % und
Tr_ = %ﬁ, so haben wir

) — g as)(@— )
J'@) ==y

Rechts von x4 ist f/ < 0 und links von z_ ist f' < 0. Auf (x_, 2 ) haben wir dagegen f’ > 0.

Das zeigt, dass f(z_) < f < f(z4) und z_ eine absolute Minimumstelle und z eine absolute Maximumstelle
fur f ist.

¢) Das Taylorpolynom 2. Ordnung ist

Fale) = F(0) + /(O + 55" (0)2?

Es gilt f(0) = =2, f'(0) = 3. Zur Berechnung von f”(0) beachten wir, dass f' = g/h, wenn wir g(z) =
—32% + 4z + 3 und h(x) = (22 +1)%
hg' — gh'
f(z) = T(x)



aber h/(0) = 0, also

Das liefert uns
fa(x) = =2 + 32 + 222

Aufgabe 6 (20 Punkte)
a) Berechnen Sie das Integral

2 —x
e
= d
! /1 l1—e® v

(5 Pkte)

b) Bestimmen Sie zu

z? 43
R =
@) = I s D)
die Partialbruchzerlegung.
(10 Pkte )
¢) Berechnen Sie das Integral
1
-2 2 2z +3
1= d
/0 (x+1 MTESE +x2+3x+4> v

(5 Pkte)

Geben Sie stets den vollstéindigen Losungsweg an. Benutzen Sie bei der Bearbeitung dieser Aufgabe die
Formelsammlung nicht.

Lésung. a) In I arbeiten wir mit Variablensubstitution v := —e™* und finden
—2
€ du 1—e2
I, = =1
! [6—1 1+u n(l—e—l)

b) Der Partialbruchansatz lautet

Rx) = 2 +3 A n B . Cx+D
T+ 1)2@2+32+4) x+1 (@+1)?2 22+3x+4

Das fiihrt auf
Al +1)(2* + 32 +4) + B(2* + 32 +4) + (Cx + D)(x + 1)* = 2% + 3

Wiéhlen wir x = —1, so folgt 2B =4, B = 2.
Dann setzen wir x = 0 und finden

4A+4B+D=3, 4A+D=-5

Mit z := 1 folgt 16A + 8B + 4C + 4D =4, also
4A+2B+C+D =1, 4A+C+ D = -3
Nun setzen wir noch = := —2 ein und erhalten

—2A4+2B-2C+D =7, —2A-2C+D=3



Von der 2. Gleichung ziehen wir die 1. Gleichung ab und finden C' = 2. Fiir A und D ergibt das 4A+ D = -5
und —2A + D = 7. Daraus folgt A = -2, D = 3.

Das liefert
-2 2 2x 4+ 3

x+1+ (x+41)2 +x2+3x+4

R(z) =

¢) Als Stammfunktion fiir R eignet sich

2
F(Qj) :—21n(x—|—1)—x—+1—|—1n(x2+3x+4)

und es folgt
1
/ R(z)de =F(1)— F(0) = —2In2+1+n2=1-1In2
0

Aufgabe 7 (20 Punkte)
Gegeben sei die Kurve a(t) := e*°*t(cos(2t), sin(2t)) fiir ¢ € [0, 27].

a) Wo ist a regulir, also a/(t) # 0 ?
b) Berechnen Sie die Normale an diese Kurve an der Stelle a(m/4).
(10410 Pkte)
Lésung. a) Es gilt (mit e(p) := < Z?jz ) , el(p) = ( _Ciisn(f ) ):
a(t) = e4COSt( ~ dsint - &2t) + 2@(275))
Da é(2t) und €, (2t) stets aufeinander senkrechte Einheitsvektoren sind, ist
()] = Bt (16 sin?(2t) 4+ 4) > 0
so dass « iiberall regulér ist.

b) Es folgt mit e(r/2) — ( ) ) e (n)2) = ( ‘01 ) und sin(rr/4) = cos(r/4) = 1/v/3, dass

O.é(ﬂ_/4):e2\/§(_2\/§( (1’>+2( —01 >):_ze2\/§< \}5)

Die gewiinschte Normale ist dann
N:eW?( ?)HR{( _1/5)
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Aufgabe 8 (20 Punkte)
a) Berechnen Sie fiir die folgende Funktion die linearisierte Funktion L z an der Stelle 0 = (2, —3)

J(wr,wz) = 203e 2

(9 Pkte)
b) Sei g(t,s) := (3t? — 2st — s,—ts + t3) und f(z,y) := 22325—152 Berechnen Sie mit der Kettenregel die
partielle Ableitung (f o g); im Punkte (9, s9) := (=1, 1).
(11 Pkte)
Lésung. a) Es gilt
fw1 = (4{E1 - 4x?)6_312_z%7 fwz = _Gx%e—312—z%

An der Stelle 7° = (2, —3) erhalten wir dann
For(2,-3) = —24€°,  fo,(2,-3) = —24¢°
Das ergibt fiir die linearisierte Funktion

Ly 2,—3) (1, 22) = 8€” — 24e(z1 — 2) — 24e® (2 + 3)

b) Es gilt g(—1,1) = (4,0). Die Kettenregel ergibt, dass

991 dg2

1) = £ 00D 11 4,022(1.1
(Fogr(-11) = L4021+ 1,002 (1)
Es gilt
i )_—4:J52+4xy+2y2 1 )_—2x2—4xy+y2
T T ey T T ee sy
Also ist 61 . . X
fw(4a0):—@=—ﬁa fy(4a0):—@=—3—2

Die Jacobimatrix zu ¢ ist

6t —2s —2t—1 -8 1
Jg_(?)tg—s —t ) Jﬁ(_l’l)_( 2 1)
Das, in die Kettenregel eingesetzt, liefert uns

1 1 7

(fog)t(—l,l) = _1_6 . (—8) — 3—2 = 1_6

Aufgabe 9 (20 Punkte)
Es sei G das Gebiet, das fiir 0 < 2 < 1 zwischen den Graphen der Funktionen f,(z) = z und f,(z) = 2z —2?
eingeschlossen wird.

a) Skizzieren Sie das Gebiet G. (5 Pkte)

1
I= (] —mdG
G[/(%+x2+y)2

b) Berechnen Sie das Integral



unter Angabe des vollstindigen Losungsweges. (15 Pkte)

Lésung. a) Das Gebiet G hat die folgende Gestalt:

0. 6¢

0.4}

b) Wir schreiben

Das innere Integral ist aber

2r—x

x

/2ww dy _ 1
. Graayp Tty

%—i—x—i—ﬁ_ 5422

das fithrt auf

1 1
d 1
I = / 5 i 2—/ 5 dx
0 Z—I—x—l—x 0 Z+2$

1
dx 1.5 L
= ——— —-In(=+2
/0 (x+3)2+1 211(4 @) 0
arctg ( +1)‘1 11 17
SR I
1 1. 17
= arctg(;) - arctg(§) - 5111 5

Aufgabe 10 (20 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung

y" —y" +4y — 4y = —6cost.



Beachten Sie: Die Variable ist .

Lésung. Das charakteristische Polynom der DGL ist P(X) = X3 — X? +4X —4 = (X — 1)(X% + 4) mit
Nullstellen bei 1,25 und —2j. Das ergibt die reellen Basislésungen

up(t) = €', wug(t) = cos(2t), wus(t) = sin(2t)

Die allgemeine Losung der DGL hat die Form
y(t) = Ae' + Bcos(2t) + C'sin(2t) + y, (1)
mit einer partikuldren Losung y,. Fiir diese probieren wir
yp(t) = acost + bsint

und setzen es ein die DGL ein. Wir erhalten mit

y, = —asint +bcost, y, = —acost—bsint, y," =asint—bcost

dann
asint —bcost + acost +bsint — 4asint + 4bcost — 4a cost — 4bsint = —6 cost

Koeffizientenvergleich ergibt
3b—3a = —6, —3a—3b=0

Alsoist a =1, b= —1 und damit y,(t) = cost — sint.



