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Aufgabe 1 (20 Punkte)

a) Losen Sie die Gleichung w? = gj —6 (7 Punkte)

b) Was sind die Losungen der Gleichung 22 + (1 — j)z + 6 = 3;? (9 Punkte)

c) Gesucht ist ein trigonometrisches Polynom der Form p(t) = A cos(2t) + Bsin(3t), so dass

Wie miissen A und B gewé#hlt werden? (4 Punkte)

Lésung.a) Ist v =t+js mit s # 0, so ist eine der Quadratwurzeln aus v gegeben durch wy =

5
jev/|v| —t), wobei e das Vorzeichen von s bedeutet. Hier ist nun v = ij — 6, also |v| = 43,
14 5§

Somit wird w; = . Die andere Quadratwurzel ist —w; .

1—j 5
b) Die quadratische Gleichung ist dquivalent zu (z + Tj)z =3 j — 6 = w?, somit sind die Losungen:

1-j 1-j
le—TJ-i-’wl:?)j, = =125

¢) Die Bedingungen an die Werte von p sind zu dem linearen Gleichungssystem

A
~A-B=1 S +B=-2

Aquivalent. Es folgt A =2, B = —3, also

p(t) = 2 cos(2t) — 3sin(3t)



Aufgabe 2 (20 Punkte)
Gegeben sei die Funktion z(t) := ¢sin(¢) auf [—m, 7] und = werde (27)-periodisch auf ganz R fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie den Graphen von z auf [—, 27]

(5 Pkte)
b) Berechnen Sie die reelle Fourierreihe von ()
(10 Pkte)
¢) Konvergiert diese Reihe punktweise gegen z(t)? (Antwort begriinden)
(5 Pkte)

Lésung . a) Hier ist die Skizze:

OO0 ——a—aa
ONPADNO=NPROON

b) Da x gerade ist, haben wir

(t) ~ “2& + 3 ap cos(kt)
k=1

ay = 1 /7r x(t) cos(kt)dt = 2 /07r x(t) cos(kt)dt

- m

2 [T 2 7T
Es gilt aber ao:,/ tsintdt:f(sint—tcost‘ ) = 2 und
T Jo T 0

2 (7 1 (7 1 m 1
ay = ;/0 tsint costdt = ;/0 tsin(2t)dt = y (sin(2t) — 2t cos(2t)) 0 =73
Fiir k£ > 2 beachten wir, dass

2sint cos(kt) = sin((k + 1)t) — sin((k — 1)t)

und weiter

/tsin((k: +1)t)dt = Sm((k(i‘;;)t) B tcos(]ikJr—i—ll)t)
Das ergibt
s — cos((k —1)m)  cos((k+1)m) _ 2(,1)#1
und damit N .
xz(t) ~1— % cost + szZQ % cos(kt)

¢) Die Fourierreihe von x konvergiert punktweise gegen x, da x iiberall stetig ist und iiberall die rechts-und
linksseitigen Ableitungen existieren.



Aufgabe 3 (20 Punkte)

1

Gegeben sei die Funktion f(x) := TR
x

a) Sei fi(z): Zeigen Sie dann, dass f] = —2x f

T 14a?

b) Zeigen Sie mit den Differenziationssiitzen, dass f'(w) = —= f1 (w)

~ 2
c) Berechnen Sie f;. Dazu benutzen Sie, dass z —— e~ 1#l die Fouriertransformierte —— hat und

wenden die Umkehrformel an. Zur Orientierung: fl(w) = Ce™ ! mit einer Konstanten C.

d) Berechnen Sie damit f.

(148 + 6 + 5 Punkte)
2z

Lésung . a) Klar nach der Quotientenregel: fi(x) = e = =2z f(x).
b) Es gilt mit den Differenziationssétzen
fr=—jaf
und —~ ~
filw) = jwfi(w)
— 1~

Kombinieren wir das mit a) , also zf = —3 f1, folgt

. Y O TS By

fl(w)=—jof(w) = ) 1(w) §Wf1 =- §wf1

. ] PN 2 . N
¢) Sei g(z) := e '*!. Dann ist g(w) = Tro? = 2f1(w), also mit der Umkehrformel fiir g:
w

7 L[ 5 eime el

filw) = ) g(n)e’™dn = ng(—w) = me
d) Es gilt nun mit b)

-~ ™

Fr(w) == Zwe

o~

Auf R folgt durch Integration f(w) =

(w+1)e™™ +C und auf R~ ist f(w) = g(l —w)e” + C. Zusammen
ergibt das

N

~

Fw) =€+ (] + e

~ T > dx T
undC:f(O)—Ez/_oom_gz(),



Aufgabe 4 (20 Punkte)

Gegeben sei das Differenzialgleichungssystem

yp = -1y — 18y, +1
yy = 6y + 10y

mit der Startbedingung y;(0) = y2(0) = 0.
a) Welches lineare Gleichungssystem miissen die Laplacetransformierten Y7 zu y; und Y5 zu yo losen?
b) Berechnen Sie Y7 und Y.

¢) Berechnen Sie daraus die Losungen y; und yo.

Lésung . a) Sei Yi(s) die Laplacetransformierte zu y(t), fir £ = 1,2. Dann gilt
1
SYl(S) = 711Y1(5) — 18}6(8) + ;

sYs(s) = 6Y1(s) + 10Y>5(s)
Das bedeutet

(s + 11)Yi(s) + 18Ya(s) = é
—6Y1(s) + (s — 10)Ya(s) = 0

b) Mit der Cramerschen Regel folgt

< §E§ ) N s<<s+11><sl— 10) + 108) < "y 8115131 > ( ; ) - ﬁ ( ' )

Aus 52 +s5—2=(s—1)(s+2) folgt jetzt

s—10 6

Yils) = s(s—1)(s+2)’

¢) Wir machen einen Partialbruchansatz fiir beide Funktionen.

A, B C
Ak Be o Gk

Y, —_ k=12
k(s) s s—1 s+ 27 )
Wir finden
A1 = lim SYl(S) = 57 AQ = lim S}/Q(S) =-3
s—0 s—0
B, = lim(s — 1)Y1(s) =3, By = lim(s — 1)Ya(s) =2
s—1 s—1
Cy = lim (s+2)Yi(s) = -2, Cy = lim(s+ 2)Ya(s) =1
s—>—2 s—2
und damit 5 3 5 5 5 1
Y = —-—— = — Y - —
1(5) s s—1 542’ 2(s) S+8—1+S+2

Nun miissen wir nur noch riicktransformieren und erhalten

y1(t) =5 — 3e! —2e72, Yo(t) = =3 + 2¢' + e~ 2



