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Aufgabe 1 (20 Punkte)
a) Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung

w® = 2792
und geben Sie die Losungen in kartesischer Form an. Skizzieren Sie die Losungen in der komplexen Ebene.

b) Gegeben sei das trigonometrische Polynom dritten Grades p(t) = Aelt + Be= 2t + Ce* Bestimmen Sie
die Koeffizienten A, B und C so, dass

p(r) = —4, p/(g) =1-2j, p'(r)=15

erfillt ist.

Lésung.a) Die Zahl wy = 3e77/6 155t die Gleichung. Wihlen wir dann ¢ = _1%3‘\/5, so sind auch we = (w;
und w3 = (?w; Losungen zur Gleichung. Nun ist aber

wi = 3(cos(r/6) + jsin(x/6)) = > (VB + j)

wp= I (5 =SB
ws = g(_l%"ﬁﬁ(ﬁﬂ) =-3j
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b) Wir stellen ein lineares Gleichungssystem auf:

—-A+B-C =p(n) =—4
—A+2jB+3C =p'(n/2) =1-2j
A—4B+9C =p'(r) =15

Subtrahieren wir die 2. Gleichung von der 1. Gleichung und addieren die 3. Gleichung zur 1. Gleichung, folgt

(1-2j)B—4C =—5+2j, —3B+8C =11

Woraus folgt B = —1,C = 1. Damit erhalten wir A = 2. Das gesuchte Polynom ist nun

p(t) = 27t — 72t 4 3¢

Aufgabe 2 (20 Punkte)
Gegeben sei die Funktion
0 ,fir 0<t<Z
xz(t) =< cos(t—m) , fir § <t<
0 ,fir SF<t<2m

x(t) werde (27)-periodisch auf ganz R fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie die Funktion auf [-27, 27].

b) Berechnen Sie die Koeffizienten der Fourierreihe von z(t) in reeller Form. Fassen Sie Ihre Ergebnisse so
weit wie moglich zusammen. Geben Sie dabei den vollstindigen Losungsweg an.

¢) Berechnen Sie aus den Koeffizienten in reeller Form die Koeffizienten bei der Darstellung in komplexer
Form.

Lésung .

a) Der Graph von x sieht so aus:
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b) Es gilt

1 32 1 sw/2
a; = 7T/ﬁ/2 cos? (t)dt = ﬂ(t—I— cost sint) 2 T3



Fiir £ > 2 ist wegen
1
cost cos(kt) = 5(005((1@ + 1)) 4+ cos((k — 1)t))

37/2
/ cos(t) cos(kt)dt

—Tag = /2
1 37/2
= 3 /ﬂ/2 ((cos((k + 1)t) + cos((k — 1)t) ))dt
= S O D) s D)+ 5 (6 - D)~ (k- 1)

Nun ist aber

sin(g(k + 1)) = sin(g(k —1)m+3m) = sin(g(k —r+m)=— sin(g(k —1)m),

sin(%(k + rm) = sin(%(k —Dr+4m)=— sin(%(k — 1))

" sin(%(k — ) = sin(%(k — D+ (k= 1)m) = (—1)F sin(%(k — 1))
Also ist
= (%(kl— ) 27T(k:1+ 1)> (Sm(g(k ~bm) - Sin(%(k ~ )
- <27r(k1— N 27r(k1+ 1)> (1= (=D Sm(%(k —Dm) = % % Sm(%(k — )
Da a(t) gerade ist, haben wir b, = 2 [*7/% cos(t) sin(kt)dt = 0 fiir alle k.

¢) Fiir die komplexen Fourierkoeffizienten ¢, gilt 2¢, = ag — jbr = ax. Also ist ¢ = %ak.

Aufgabe 3 (20 Punkte)
a) Gegeben sei die Funktion
et fir —-1<t<0
z(t)=< 1—-t ,fir 0<t<1
0 ,fir t¢[-1,1]

a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte von z(t). Geben Sie dabei den vollstindigen Losungsweg an und
beachten Sie die notigen Fallunterscheidungen.

b) Bestimmen aus dem Ergebnis zu a) mit Hilfe geeigneter Korrespondenzen und Rechenregeln die Fourier-
transformierte von
1+2t ,fir -1/2<t<0
2(t) = et fir 0<t<1/2
0 ,fir t¢[-1/2,1/2]

Lésung.a) Es gilt fir w #0
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Fiir w = 0 haben wir

0 1 1 1
X(O):/le—tdt+/0 (1—75)@#:@_14_5:6_5

b) Die Funktion Z(t) ist mit z(t) durch Z(t) = x(—2t) verkniipft. Die Dilatationsregel sagt nun, dass .ZZ(w) =
1
5%(—w /2).

Aufgabe 4 (20 Punkte)
Bestimmen Sie mit Hilfe der Laplacetransformation die Losung des Anfangswertproblems

2 (t) + 2x(t) = f(t), z(0=0, 2'(0)=0,

0 ,fir t<0
fy=<¢ t ,fir 0<t<1

wobei

1, fir t>1

Liosung . Ist X (s) = Zx(s), so liefert die Laplacetransformation des obigen AWP: (s + 2)X (z) = Zf(s),

also
La(s) = X(s) = 'f;i(‘;) - %

Das ergibt uns fiir ¢ < 0, dass z(t) = 0, fiir 0 < ¢t < 1, dass

Z(f *sin(tV/2))

I ,
z(t) = ﬁ/o f(s)sin((t — s)V2)ds

t
0

I A B . . ution o = { s
= 7 /o ssin((t — s)V2)ds = / (t — o) sin(v/20)do (mit der Substitution o :=1¢—s)

= t/o sin(vV20)do — /0 o sin(v20)do
4 t 1.
= E(l — cos(V2t)) — ( -7 cos(V2t) + 3 sm(\@t))
t 1 .
= 753 sin(V/2t)
und fiir ¢ > 1
1 t
z(t) = /0 ssin((t — s)V2)ds + /1 sin((t — s)v/2)ds
_sin(V2(t — 1)) + V2 cos(V2(t — 1)) — sin(v/2t) n 1 — cos(v2(t — 1)))
= 5 7

sin(v/2(t — 1)) — sin(v/2t) n 1
2
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