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Aufgabe 1 (20 Punkte)
a) Berechnen Sie alle 3. Wurzeln aus —1 in kartesischen Koordinaten.

b) Sei w = —9—465. Dann ist z; = 3 —2j eine 3. Wurzel aus w. Berechnen Sie die beiden anderen 3. Wurzeln
aus w.

c) Schreiben Sie f(t) := cos? 2t sin 3t als reelles trigonometrisches Polynom.

Lésung.a) Es ist (—1)3 = —1. Die anderen beiden 3. Wurzeln aus -1 sind e™/3 = cos T + jsin § = 11

und e~ ™/3 = cos g — jsing = 172—L/§

b) Die gesuchten 3. Wurzeln sind aufler z; noch

2y = —(AEIV3 +Qj*/g)(?, —2j) = -3-2V3+j(2-3V3)
und )
= _(1_73\/3)(3 —2j) = —3+2V3+j(2+3V3)

3jt__—3j

” und sin(3t) = % und setzen das ein in f. Es entsteht dann

¢) Wir schreiben cos(2t) = #

) = 20t 4 =2t 2 €3jt,'673jt
2 27

(e4jt + 924 e—4jt)(63jt _ €—3jt)
8j
¢TIt 4 9eHt 4 =it ot 98It _ =it
8j
( — sint + 2sin(3t) + sin(?t))

] =



Aufgabe 2 (20 Punkte)

Es sei
(t) = 1—t ,wenn 0<t<1
- 1, wemn 1<t<2
eine mit Periode T' = 2 auf ganz R fortgesetzte Funktion.

a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion z(t) auf [-2, 2].

b) Berechnen Sie die reelle Fourierreihe von x.

¢) Fiir jedes to € (0, 2) berechnen Sie den Grenzwert der Fourierreihe von z in #.

Lésung .

a) Der Graph von z sieht so aus:

1/2

1 [? ,
c = —/ x(t)e ™ dt
2 Jo
, L/t 1 1 11, 1
Nun ist aber fiir k £ 0
. 11—t . J . 11—t . 1 .
1—¢ _]ﬂ'ktdt — Jrmkt J / ]Trktdt — jrkt Jrmkt
/( Je T * k) € Tk € (ﬂk)ze
und damit
L , 1 2
2 = / (1 —t)e 7™kt at + —/ e IR gt
0 21
1—-t _. 1 . 1 j ) 2
— : —jmkt —jmkt _J —jmkt
<] Tk (ﬂ'k)Qe ) ’0 ok 1
I (—1)* +j1’ (=D* _ _j1+(71)k 1—(—=1)*
7k (k)2 2k 2k (k)2

Die reelle Fourierreihe von x lautet somit

L+ (=1)F

Py sin(mkt)

I = 1—(=1)k
r = 5 +;WCOS(TH{¢) +

c) Da |ex| < % fiir alle k # 0 und , konvergiert die Fourierreihe von x an allen Stellen tp, in denen x stetig
ist, gegen z(to). Es bleibt die Stelle tg = 1 zu untersuchen.



Wir priifen die Dini-Bedingung nach. Fiir positives s < 1 ist

x(l—l—s)—i—x(l—s)—Qm*(l):%—i—l—(l—s)—%zs

e(14s)te(los)=2e.(1) 5 0,1]

S

also integrabel. Die Fourierreihe von x konvergiert in 0 gegen x,(1) = i.
Aufgabe 3 (20 Punkte)

a) Sei g(x) = cosx, wenn |z| < 7/2 und g(x) := 0, wenn |z| > m/2.

Angenommen, eine absolut integrable stetige Funktion f : R — R erfiille f: g. Berechnen Sie f.

(Hinweis: Man kann benutzen, dass cosw cos(wzx) = %(cos((l + 2)w) + cos((1 — x)w)) ist. )

b) Kann man dann die Funktion f aus den Werten f(%), n € Z mit dem Abtastsatz rekonstruieren?

Lésung.Zu a) Da f und f: g absolut integrabel und f stetig ist, liefert die Umkehrformel

1 > B
f@) = 5o [ gl)ends
L™ cosfe) costen)
= — cos(w) cos(wx)dw
21 —7/2

1 /2 /2
- (/_W/z cos((1 + z)w)dw + /_F/2 cos((1 — ;L')w)dw>

1 /2
= - (1 yigs sin((1 4+ z)w) + — . sin((1 — x)w)) Ly wemn 2241
_ 1 1 (A+or 1 (-2
N 27T(1+:csm( 2 )+17zsm( D) )

1 1 T 1 -
= 5 (1 o5+ cos(7))

11 T
= S a2 cos(7)

Mit der Regel von De L’Hospital folgt noch
Z1_>rnl “ 4’ zi>n—11 v 4

b) Da f in [-A., Ac] bandbegrenzt ist mit Ao = 7/2, kann man f aus den Werten f(%) rekonstruieren, denn
5 = 27na, wenn a := ﬁ. Dann ist aber a < % =1
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Aufgabe 4 (20 Punkte)
Gegeben sei das folgende DGL-System:
y1 = “byi+6y2+1
Yy = —3y1+4y2

zu den Startbedingungen y;(0) = 3, y2(0) = 1.
a) Bestimmen Sie dazu die Laplacetransformierten Y7, Y2 zu den Lésungen y1, ys.
b) Durch Riicktransformation berechnen Sie daraus y; und ys.

Lésung.a) Durch Laplacetransformation gehen y; und yo in Funktionen Y7, Y5 iiber, welche das lineare
Gleichungssystem



sY1—3 = —5Y;+6Yy+1

sYo —1 = =3Y1+4Y,
erfiillen. Eine Umformung fithrt auf
(s+5)Y1—6Y, = 3+1
Y1+ (s—4)Y, = 1

Die 1. Gleichung multiplizieren wir mit s — 4 und die 2. Gleichung mit 6. Dann addieren wir beides und
finden

(s +5)(s — 4) + 18)Yi(s) = (3 + %)(574)+6:35— g _5= 2(352%5*4)
also

352 —5s—4
Yi(s) = 22— 72
1(s) s(s24+s—2

Zur Berechnung von Y3 subtrahieren wir vom 3-fachen der 1. Gleichung das (s + 5)-fache der 2. Gleichung
und finden

3 2 _4s5-3
(—18—(5—4)(s+5))}/2(s):4+§_3:_%
also -
§°—4s5—-3
Y- -
2(s) s(s?24+s—2)

b) Es gilt s2 4+ s —2 = (s — 1)(s + 2). Der Partialbruchansatz fiir Y7 muss lauten
g

Y—A—|— B n C
1_5 s—1 s4+2

Es folgt A = lims_,0 sY1(s) =2 und B = lims1(s—1)Y31(s) = =2 und C = lim,—, _2(s+2)Y31(s) = 3 also ist
2 2 + 3
s s—1 s4+2

und somit
y1(t) =2 — 2e’ + 3%

Entsprechend probieren wir
A B’ c’

Ya(s) = =
2(s) s + s—1 s+2
und finden ebenso A’ = %,B’ =-20C" = %, also
3 2 3
YVols) = — _
T BT
was auf 3 3
ya(t) = 3 2¢e! + 56_%

fiihrt.



