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Aufgabe 1 (20 Punkte)
a) Berechnen Sie die Quadratwurzeln aus w := —% — 7 in kartesischen Koordinaten.

b) Losen Sie damit die quadratische Gleichung 22 — z 4+ j + 1 = 0.

¢) Die Schwingungen f(t) = sin(t + §) und g(t) = cos(t — %) werden zu der Resultanten h(t) = f(t) +g(t) =
Asin(2t + 0). iiberlagert. Berechnen Sie die Amplitude A.

Lésung . a) Wir probieren als Quadratwurzel a + jb, so dass (a + jb)? = —% — j gilt. Aufteilen in Real-und
Imaginérteil liefert

3
az_b22_17 2ab = -1

L

FEinsetzen von b = —=- in die ersten Gleichung ergibt

2a
1 3 3
a2—r“2:—1, alsoa4—|—1a2:1
und damit (a? + 2)? = (2)2, was fiir a = 1 erfiillt ist. Daraus erhalten wir b = —1 folgt. Die gesuchten

Quadratwurzeln sind dann % —j und —% + 4.

b) Die quadratische Gleichung z? — z + j + 1 = 0 ist mit (z — 1) = —3 — j &quivalent, also sind z; =
14+1—j=1-jund 2 =3—(}—j) = die gesuchten Losungen.
c¢) Es ist
h(t) = Im(e/79%) 4 Re(e/t775%)

= Im (ejt“% —|—jejt—j§)

= Im/(e (ej% —|—ej3?ﬂ))

= Asin(t+9),
wobei . .

A% = 7% 4|2 =24 2cos(n/4) =2+ V2

und damit

A=1/2+V2



Aufgabe 2 (20 Punkte)
Es sei z(t) die Funktion mit dem Graphen
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a) Berechnen Sie die reelle Fourierreihe von x.

NE]

b) Fiir jedes t € (—m, 7] berechnen Sie den Grenzwert der Fourierreihe von x.

Lésung . a) Fiir ganzzahliges k sei
1 3 /2

= tye Ik dt
Ch = o i x(t)e
Dann ist
1 7T/2
Co — ) tdt =0
™ J_n/2
und fiir £ #0
/2 )
e, = / te Ikt qt
—m/2
) ™ /2
= J te IR - —/ e Ikt
k —7/2 —m/2
] om/2
= % (WCOS(%) %eﬂkt 77/2)
J wk 25 . wk
= Ewcos(7)—ﬁ81 ( 5 )
also

Fiir die reelle Fourierreihe von x folgt nun

S (=2 Tm ) sin(kt) = %Z (—% cos(%) + % sin(”—;)) sin(kt)

k=1 k=1

SIS

Tr =

b) Da [cx| < 2 fiir alle k # 0, konvergiert die Fourierreihe von z an der Stelle ¢ gegen x(t), wenn = an dieser
Stelle stetig ist. Zu betrachten bleiben noch die Stellen +7/2, wo x unstetig ist. Die Dini-Bedingung ist an
beiden Stellen erfiillt, denn es gilt

x(x£m/2+ 8) + x(£7/2 — 5) — 2z, (£7/2)

S

fiir alle 0 < s < 1/10. Das ergibt, dass die Fourierreihe von z in £7/2 gegen x.(£7/2) = £n/4 konvergiert.

Aufgabe 3 (20 Punkte)
a) Gegeben sei die Funktion g(w) mit dem Graphen
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Berechnen Sie eine absolut integrable Funktion f: R — R mit f: g.

Hinweis: Dazu denken Sie an die Fourier-Umkehrformel.

b) Angenommen, von der Funktion f werden die Werte f(37n/8) fiir n € Z abgetastet. Kann man dann die
Funktion f daraus komplett rekonstruieren? (Begriinden Sie Thre Antwort).

Lésung . Die Funktion g ist absolut integrabel und stetig. Ist f absolut integrabel und stetig, so folgt aus
f =g, dass sich f aus der Umkehrformel zuriick gewinnen ldsst. Es gilt dann

1) = 5 [ e

:% .

Nun gilt g(w) =1 fiir 0 <w <1 und g(w) =2 —w fir 1 <w <2 und g(w) =0, wenn w > 2. Da g gerade
ist, folgt

2
rf(z) = /Og(w)cos(xw)dw

1 2
- /Ocos(xw)dw—i—/l (2 — w) cos(zw)dw

_ sinz 4o sin(2z) — sin

2
—/ w cos(zw)dw
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_ 2sin(2z) —sinz  w sin(aw) ‘2 n /2 sin(zw)
1

dw
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1 x

cos z — cos(2x)
2
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Da die Funktion f(z) = cosz—cos(22) gtetig und absolut integrabel auf ganz R ist, folgt f = g.

Tx?

= - anwendbar und erlaubt eine positive Antwort.

b) Das Abtasttheorem ist mit A\, = 2 und a := % < % X

Aufgabe 4 (20 Punkte)

Gegeben sei das folgende DGL-System:

Yy, = 16y; —30y2 + 2
ys = Yy1+17y2+1



zu den Startbedingungen y1(0) = 2, y2(0) = —1.
a) Bestimmen Sie dazu die Laplacetransformierten Y7, Ys zu den Losungen y1, yo.
b) Berechnen Sie zu
% 2s > —5%+ 7546
_ Y- - rere
2(s) s(s? —5s+6)

die Laplace-Riicktransformierten.

Lésung.a) Durch Laplacetransformation gehen y; und yo in Funktionen Y7, Y, iiber, welche das lineare
Gleichungssystem

sY1—2 = 16Y; —30Ys+ 2

sYa+1 = OV +17Ys + ¢
erfiillen. Eine Umformung fithrt auf

(s—16)Y1 +30Y; = 242

W+ (s—17)Y, = —1+1

Die 1. Gleichung multiplizieren wir mit s — 17. Von dem Resultat subtrahieren wir das 30-Fache der 2.
Gleichung. So entsteht
64 2s%—2s—64

((s = 16)(s — 17) + 270)Yi(s) = (2 + %)(s— 17) + 30 — 3_30 LI

also
252 — 25 — 64

s(s? — 33s + 542)

Yi(s) =

Zur Berechnung von Y5 multiplizieren wir Gleichung 1 mit 9 und Gleichung 2 mit s — 16. Dann addieren wir
beides und finden:
18 1 2 —s?4+35s+2

((s = 16)(s — 17) +270)Ya(s) = 18 + s +(-1+ g)(s —16)=—-s+35+ 5= .

also
—s2 4+ 355+ 2

s(s? — 33s + 542)

Ya(s) =

b) Es gilt s2 — 5546 = (s — 2)(s — 3). Der Partialbruchansatz fiir ¥; muss lauten

~ A B
Y =
T2 + 5s—3
Es folgt A =lims_,2(s —2)Y1(s) = —4 und B = lims_,3(s — 3)Y1(s) = 6, also ist
~ 4 6
Yl(s)__s—2+s—3

und somit
71(t) = —4e* 4 6>

Entsprechend probieren wir
~ A B’ c’
Yao(s) = —
2(s) s+s—2+s—3

und finden ebenso A’ =1,B’ = —8,C’ = 6, also

~ 1 8 6
Ya(s) = - —

s s—2 s—3




was auf
To(t) = 1 — 8e?! + 6e3!

fithrt.



