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Aufgabe 1 (20 Punkte)
a) Stellen Sie die Funktion f(t) = sin®t + 2 cos?t als trigonometrisches Polynom dar.

b) Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung
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Berechnen Sie dabei die Quadratwurzeln aus j in kartesischen Koordinaten.
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Lésung. a) Wir schreiben sint = <—%— und cost = <—— und setzen dies ein:
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b) Ist z eine Losung, so folgt
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Aber rechts steht nichts Anderes als ¢/7/3. Wir wihlen also
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und finden die Losungen
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Aufgabe 2 (20 Punkte)
Es sei (t) = t, wenn t € (=%, §) und x(t) = 0, wenn t € (—m, 7]\ (=%, 5). Diese Funktion denken wir uns
zu einer (27)-periodischen Funktion auf ganz R fortgesetzt.

a) Berechnen Sie die reelle Fourierreihe von z.

b) Fiir jedes ¢t € (—m, 7] berechnen Sie den Grenzwert der Fourierreihe von x.

Lésung. a) Da x ungerade ist, haben wir

ap, = 1 /7r x(t) cos(nt)dt = 0



fiir alle n > 0. Es geniigt daher, die Koeflizienten

by, = 1 /7T x(t) sin(nt)dt
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zu berechnen. Da nun z(t) sin(nt) gerade ist und auBerhalb (—m/2, 7/2) verschwindet, folgt
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Das fiithrt auf

bn = *ﬁ COS(7) —+ W SIH(—)
und
(t) ~ i “Los(™™y 4+ 2 gin(™™Y ) sin(nt)
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b) Da die komplexen Fourierkoeffizienten ¢ = fgbn durch |¢f| < 3/n abzuschétzen sind, konvergiert

obige Fourierreihe fiir alle die tg € (—m, 7] gegen x(tg), in denen x stetig ist. Das sind alle tg € (—m, 7] \
{—7/2, w/2}. Bei tg = —n/2 und ¢y = 7/2 konvergiert sie, da die Dini-Bedingung fiir = erfiillt ist, gegen
1x(—m/2 +) = —n/4 bzw. gegen sx(m/2 —) = 7/4.

Dini-Bedingung bei —/2:

x(t—m/2)+x(—t —7/2) — (—7/2) _ t—7m/24m/2 _
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endlich.
Dini-Bedingung bei 7/2:

r(t+7n/2)+a(-t+m/2)—7/2 —t+7w/2-7/2 .

t t
fiir t > 0 Also ist auch

/5 ’x(t +7/2) + :c(t—t +7/2) =72 s
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endlich.
Aufgabe 3 (20 Punkte)

a) Es sei fi(t) :=¢ fiir |t| <1 und f1(¢) = 0 sonst. Berechnen Sie dann die Fouriertransformierte f; zu fy.



b) Angenommen, eine stetige und absolut integrable Funktion f : R — R erfiille die Integralgleichung
/ flz—t)e ltlat = e

bl) Was ist dann die Fouriertransformierte fvon f?
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Dabei beachten Sie: Die Fouriertransformierte zu e=*" ist \/re~ /4, die Fouriertransformierte zu e~ ist
2

1+w?”

b2) Was ist f selbst?

Hinweis: Dazu denken Sie an den Faltungssatz und die Differenziationssétze.

Lésung. a) Zunichst beachten wir, dass fiir w # 0 gilt
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Aus der Definition errechnen wir

filw) = F(1)=F(-1)
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Weiter ist f1(0) = f_ll tdt = 0.

b1) Schreiben wir g(t) = e~ I*l, und h(z) = 6_12, so ist die gegebene Integralgleichung gerade

fxg=h
Durch Fouriertransformation wird daraus R R
fg=nh
Da nun g(w) = 7%z, haben wir
~ 1 2. 1
Flw) = =S5 hw) = VA eR)e

b2) Es gilt
Flw) = 5 (Rw) +0%h() = 5 (Rw) - 7))

Das bedeutet, da keine 2 verschiedenen Funktionen dieselbe Fouriertransformierte haben kénnen

1 1 2
fla)=5(h~ h")(z)) = PiCan dz?)e™"
Aufgabe 4 (20 Punkte)
Gegeben sei das folgende DGL-System:
yi = 13y —15y2 +1
yh = 9y —1ly2 —1

zu den Startbedingungen y;(0) = y2(0) = 1.



a) Bestimmen Sie dazu die Laplacetransformierten Y7, Ys zu den Lésungen y1, yo.
Zur Orientierung: Es muss herauskommen:

s2 —3s+ 26 52 —5s+ 22

Mo = oery YT e oeTo)

b) Durch Riicktransformation berechnen Sie daraus y; und ys.

Losung . Es gilt

SYlfl == 13Y1715}/2+1/S

sYo—1 = 9Y7 —11Y5—1/s
also

(—134+8)Y1+15Y; = 141/s

91+ (s+11)Ye = 1-1/s

Wir multiplizieren die 1. Gleichung mit s + 11 und die 2. Gleichung mit 15. Dann subtrahieren wir beide
voneinander. Es folgt dann

(s + 11)(s — 13) + 135)Y; = (1 + %)(s 1) — 15(1 — %)

oder )
26 -3 26
(52—25—8)5/125—34——:i

s s

Zusammen mit s2 — 25 — 8 = (s — 4)(s + 2) folgt

5?2 —3s+ 26
Yi(s) = ———F———
)= 5659
Zur Berechnung von Y, multiplizieren wir die erste Gleichung mit 9 und die zweite mit s — 13 und addieren
beide. Dann wird

((s 4 11)(s — 13) + 135)Y = 9(1 + %) +(s—13)(1— %)

oder )
22 — 22
(s —4)(s +2Va=s -5+ = = %

Damit ist
s2 —5s+22

Y0 = o6

b) Zuerst bestimmen wir Partialbruchdarstellung von Y; und Ys. Es gilt
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Y1 = —
! S +s—4+5+2
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Y, = 22
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Also
yl(t) = Al =+ B1€4t 4+ 0167%
yg(t) = Ay + B2€4t + 026_2t
Es gilt nun
13 5
A1:SY1(S) 70:717 B11(574)Y1(S) :Z, 01:(S+2)Y1(S) 72:3
und entsprechend
A= sva(s)| =— B s—avas)| =3 = s+2ms)| =3
2*525820* 1 2 =S8 25524*47 2 =S 253:—27




Dies liefert

13 5
yi(t) = 7 + Z€4t + 3¢~ %
11 3
yg(t):f—+—€4t+3€72t
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