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Aufgabe 4. Berechnen Sie das Integral
∫ +∞
−∞

sin2 x
x2

dx.

Hinweis: Betrachten Sie das Integral
∫
∂G(r,R)

e2iz−1
z2

dz für r → 0 und R → +∞,

wobei G(r, R) = {z ∈ C : r < |z| < R und Im(z) > 0} und verwenden Sie den
Integralsatz von Cauchy.

Lösung:

Auf der reellen Achse ist z = x, also:

e2iz − 1

z2
=

(
cosx+ i sinx

)2 − 1

x2
=

cos2 x+ 2i cosx sinx− sin2 x− 1

x2

= −2 · sin2 x

x2
+ 2i · cosx sinx

x2
,

wobei wir den Satz von Pythagoras, cos2 x+sin2 x = 1 verwendet haben. Parametrisiert
man die reelle Achse mit z = γ(x) = x, γ′(x) = 1, so folgt dz = γ′(x)dx = dx, und
es ergibt sich:∫ +∞

−∞

sin2 x

x2
dx = −1
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e2iz − 1

z2

)
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e2iz − 1

z2
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∫ +∞

−∞

e2iz − 1

z2
dz(2)

Nach dem Integralsatz von Cauchy ist∫
∂G(r,R)

e2iz − 1

z2
dz = 0(3)

für alle 0 < r < R < +∞. Es bezeichne γr den inneren Halbkreis von ∂G(r, R) und
ΓR den äußeren, beide seien gegen den Uhrzeigersinn orientiert. Für y = Im z ≥ 0
gilt

|e2iz| = |e2i(x+iy)| = |e2ix| · |e−2y| = |e−2y| ≤ 1

und damit∣∣∣∣∫
ΓR

e2iz − 1

z2
dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
ΓR

∣∣∣∣e2iz − 1

z2

∣∣∣∣ dz ≤ ∫
ΓR

2dz

R2
=

2

R2

[
z
]−R
R

=
−4

R
−→ 0

für R→ +∞. Aus (3) folgt also:∫ +∞

−∞

e2iz − 1

z2
dz = lim

r→0

∫
γr

e2iz − 1

z2
dz(4)



Um dies zu berechnen, bedenken wir, dass die ganze Funktion e2iz auf ganz C in die
Potenzreihe

e2iz =
∑
k≥0

(2iz)k

k!
= 1 + 2iz − 2z2 − 8i

z3

3!
+ ...

entwickelt werden kann. Da diese Reihe auf C lokal gleichmäßig konvergiert, ver-
tauschen unendliche Summe und Integration:∫

γr

e2iz − 1

z2
dz =

∫
γr

∑
k≥1

(2iz)k−2

k!
dz =

∑
k≥1

∫
γr

(2iz)k−2

k!
dz

Da der Integrand für k ≥ 2 beschränkt ist, verschwindet das Integral für r → 0.
Relevant ist in diesem Grenzprozeß nur der Integrand für k = 1. Es folgt:

lim
r→0

∫
γr

e2iz − 1

z2
dz = lim

r→0

∫
γr

2i

z
dz = lim

r→0
2i

∫
γr

dz

z
= lim

r→0
2i · πi = −2π.

Kombinieren wir dies mit (1) und (4), so ist das Integral berechnet als:∫ +∞

−∞

sin2 x

x2
dx = −1

2
Re lim

r→0

∫
γr

e2iz − 1

z2
dz = π.
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