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Aufgabe 1. Sei f : G — C eine holomorphe Funktion, so dass Re f oder Im f
konstant ist. Zeigen Sie: f ist konstant.

Aufgabe 2. Sei f: G — C eine Funktion auf einem beschrankten Gebiet G.

a) Es gebe zu jedem C' > 0 ein § > 0, so dass |f(z)| > C fir alle z € G mit
dist(z,0G) < 4. Zeigen Sie: f ist nicht holomorph.

b) f sei holomorph und es gebe zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so dass | f(z)| < € fur alle
z € G mit dist(z,0G) < ). Zeigen Sie: f = 0.

Aufgabe 3. Zeigen Sie am Beispiel der Funktion cos z, dass das Maximumprinzip
nicht fiir unbeschrénkte Gebiete gilt.

Aufgabe 4. Es seien f und g zwei ganze Funktionen mit |f(z)| < |g(2)| fir alle
z € C. Zeigen Sie: es gibt eine Konstante A € C so dass f = A - g.

Aufgabe 5. Sei f eine ganze transzendente Funktion (also kein Polynom) und
wo € C fest gewdhlt. Wir nehmen an, es existieren Konstanten R > 0 und € > 0 so
dass | f(2z) — wp| > € fiir alle z mit |z| > R.

a) Zeigen Sie: f hat auf der Menge Dg(0) nur endlich viele wy-Stellen.

b) Es seien by, ..., b, die wy-Stellen von f mit Vielfachheiten ny, ..., n,. Zeigen Sie:

. f(z) —wo
9 = T by

ist eine ganze Funktion ohne Nullstellen.

c) Zeigen Sie: es existiert eine Konstante C' > 0 mit
[1/9(z)] < C [z fiwr |2 > R,

und folgern Sie, dass 1/¢ konstant ist. Damit ist aber auch g konstant und f ein
Polynom im Widerspruch zu den Annahmen.

Aufgabe 6. Verwenden Sie Aufgabe 5, um Folgendes zu zeigen:

a) Sei f eine ganze transzendente Funktion. Dann gibt es zu jedem wy € C eine
Folge {z;}; in C mit lim;_, |2;| = 0o und lim;_,o f(z;) = wo.

b) Sei f eine ganze Funktion und es gebe n € N und Konstanten M, R > 0 so dass
|f(2)] > M - |2z|" fiir |2| > R. Dann ist f ein Polynom vom Grad > n.
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