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Bitte beachten Sie, dass alle Losungen ausreichend zu begriinden sind!

Aufgabe 1
a) Wann heifit eine Matrix invertierbar?
b) Geben Sie zwei dquivalente Charakterisierung von Invertierbarkeit an.
c) Geben Sie alle verschiedenen Arten von Elementarmatrizen an.
)

d

Zeigen Sie, dass eine Matrix genau dann invertierbar ist, wenn sie ein Produkt von
Elementarmatrizen ist.

Aufgabe 2

a) Bestimmen Sie eine Zerlegung in Transpositionen der folgenden Permutationen.

_(t2345678 . (1234567
781435267 "™ \2371546)

b) Bestimmen Sie das Signum von o und 7.

c) Bestimmen Sie die zugehorigen Permutationsmatrizen P, und P, sowie deren

Determinanten.
Aufgabe 3
Betrachten Sie die folgenden reellen Matrizen:
- 5411 1100
A= , B = , CcC=10 110
2 1 0010 111 2
00 01

a) Bestimmen Sie det(A2018).
b) Bestimmen Sie B~! und (!B - B)~L.
¢) Bestimmen Sie det(*C - C) und det(C -tO).

Aufgabe 4
Gegeben seien die Vektoren vy, vo,v3 € R? mit
1 0 1
0 0 -1
v = 0 , V9 = 1 , V3 = 1
1 1 1
0 1 1



Ferner sei U = Spann({v1, va, v3}) der Untervektorraum, der von diesen Vektoren erzeugt
wird.

a) Zeigen Sie, dass die Vektoren vy, vy, v3 eine Basis von U bilden.
b) Ergiinzen Sie die Vektoren v1, vz, v3 zu einer Basis von R,
c) Bestimmen Sie einen zweidimensionalen Untervektoraum U; mit dim(U NU;) = 0.
)

d) Bestimmen Sie einen zweidimensionalen Untervektoraum Us mit dim(U NUsz) = 1.

Aufgabe 5
Sei Ay € R34 in Abhingigkeit von A € R gegeben durch
1 2 1
Ay=[ 1 X 1
-1 0 1-2X

a) Bestimmen Sie in Abhingigkeit von A\ das Bild und den Kern der Matrix Aj.

1
b) Bestimmen Sie fir b= | 0 | die Losungsmenge Ly, ; des linearen Gleichungssys-
-1
tems Ay - x = b in Abhéngigkeit von A.

c¢) Gibt es einen Vektor ¢ € R3 und A € R, so dass La, . = (7 Falls ja, geben Sie
einen solchen Vektor an.

Aufgabe 6
Betrachten Sie fiir z € R die Matrix
1 T x? anl
a1 1 T a2
Alz) = 2"2 2t 1 : e R™*"
T 22 1

Zeigen Sie, dass det(A(z)) = (1 — ™)1 ist.

Aufgabe 7

a) SeilU; ={f € M(R,R) | f(z) = —f(—=) fiir alle x € R} und Up = {f € M(R,R) |
f(x) = f(—z) fir alle x € R}. Zeigen Sie, dass Uy und U, Untervektorrdume von
M (R, R) sind.

b) Zeigen Sie, dass M (R,R) = U; + Uz und Uy N Uy = {0}.

c) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : M(N,R) — M (N,R) mit ¢(f)(n) = f(n+ 1)
fir f € M(N,R) und n € N linear ist. Entscheiden Sie, ob ¢ injektiv, surjektiv
oder bijektiv ist.



Aufgabe 8
Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen.

a) Es gibt endlich viele Untervektorraume Uy, Us, ..., U, ; R3 des R3 mit
n
R = J U
i=1
b) Es gibt eine Matrix A € R?*2 mit A? + Ey = 0.
c) Die Menge
{A = (aij) € GLp(R) | a;; =0 fiir i > j und a;; = 1 fiir alle 1 <4,j <n}
bildet eine Untergruppe von (GL,(R), ).

d) Seien A, B € R™*". Wenn A - B = 0, dann gilt auch B- A = 0.

Aufgabe 9
Betrachten Sie die lineare Abbildung f : R? — R3 mit

. 3x1 + 322 -
f(<x1>):: 2m1 — a9 | fiir ( 1) e R2.
2 —5x1 + 3x9

a) Bestimmen Sie fir A = {ej,e2} und B = {ej,eq,e3} die darstellende Matrix
Mg (/).

b) Zeigen Sie, dass

Basen von R2 bzw. R? sind.

c) Bestimmen Sie die darstellenden Matrizen M4z, (f), M (idg2) und ME (idgs).

Aufgabe 10
Betrachten Sie die Untervektorraume
T 2 1 0
4 1 -2
Ui = 2] cpe | 221 = x9,223 = x4 p und Us = Spann , ,
T3 -1 -1 -1
Ty -2 -1 0

a) Bestimmen Sie eine Basis von U; und U,
b) Bestimmen Sie eine Basis von U; N Uy und U; + Us.

c¢) Bestimmen Sie eine lineare Abbildung f : R* — R?* mit Kern(f) = Uz und
Bild(f) = U.



Aufgabe 11

Gibt es R-lineare Abbildungen f : R3 — R3 mit f(a;) = b; fiir i = 1,2, 3, wobei a; und
b; wie folgt gegeben sind? Falls ja, geben sie eine Matrix A € R3*3 mit f(v) = A - v fiir
alle v € R? an.

1 1 1 1 2 1
(i)a1: 1 , A2 = 1 , a3 = 0 ,b1: 1 ,b2: 1 ,b3: 0 .
0 1 1 0 2 -1
1 1 4 1 0 3
(ii)a1: 1 , g = 3 , ag = 6 71)1: 0 ,bQZ 1 ,b3: 1].
1 -1 2 0 1 1



