Losungsskizze zur Probeklausur Lineare Algebra I

Losung Aufgabe 1

a) Eine Matrix A € K"™*" heifit invertierbar, wenn es eine Matrix B € K™*" mit

A-B=B.A=E, gibt.

b) Eine Matrix A € K™*" ist genau dann invertierbar, wenn

a) det(A) #0
b) Rang(A) =n
c) Kern(A) = {0}

c¢) Siehe Vorlesungsmitschrift.

d) Sei A=Fy----- F,, ein Produkt von Elementarmatrizen F;. Wir wissen, dass Ele-

mentarmatrizen invertierbar sind. Also ist A als Produkt invertierbarer Matrizen
ebenso invertierbar.

Sei nun A eine invertierbare Matrix. Wir konnen A mittels elementaren Zeilenoper-
ationen in seine reduzierte Zeilenstufenform A’ {iberfithren. Es gilt n = Rang(A) =
Rang(A’). Nach Definition der reduzierten Zeilenstufenform muss A’ = F,, gelten.
Da wir A" aus A durch elementare Zeilenumformungen erhalten, so gilt A’ = E,, =
Fy-- - F,,- A fir die Elementarmatrizen F;, welche zu den elementaren Zeilenopera-
tionen korrespondieren. Da Elementarmatrizen invertierbar sind und ihre Inversen
wieder Elementarmatrizen sind, folgern wir, dass A ein Produkt von Elementar-
matrizen ist.

Losung Aufgabe 2

a) Bestimmen Sie eine Zerlegung in Transpositionen der folgenden Permutationen.
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o= 0_18087076062034 und T = 0_120_230_370_760_64.
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b) Es gilt sgn(c) = (—1)® = —1 und sgn(7) = (-1)° = —1.

c) Es gilt det(P,) = sgn(o). Also det(P,) = —1 und ebenso det(P;) = —1. Auerdem

haben wir
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Losung Aufgabe 3

a) Bs gilt det(A4) = —1 und damit det(A?°18) = det(A)%018 = (—1)2018 = 1 nach dem
Determinantenmultiplikationssatz.

b) Wir benutzen den Gauss-Algorithmus
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000 10001 000100 0 1
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Wir erhalten somit
-2 1 -1 -1
o2 o2 o2 2
Bo=10 0 1 o
0o 0 0 1
Damit ergibt sich
-2 1 -1 -1\ /-2 3 00
t 1 1t py—1 1t p—1 52 3 3 1 =00
“-1_p-lipy-l_p-lirp—-NH_| 2 72 2 2 2
(BB =508 =557 0 0 1 0 —1%10
0 0 0 1 -1 3 01
Also gilt
7 -3 -1 -1
o3 3 b
(BB):—1%10
-1 5 0 1

c¢) Nach Aufgabe 3a) auf Blatt 12 gilt Rang(‘C - C) < Rang(C) < 3. Also gilt det(*C -

C) = 0. Damit hat ‘C - C € R** Rang echt kleiner als 4 und ist somit nicht
invertierbar. Es gilt

2
c-tc=11
2

NN =

2
2
7
Somit gilt det(C - 'C) = 13.

Losung Aufgabe 4

a) Da vy, v2,v3 per Definition ein Erzeugendensystem von U bilden, so reicht es zu
zeigen, dass diese Vektoren linear unabhéingig sind. Seien A1, Ao, A3 € R mit A\jv; +
Aovg + Azvg = 0. Es gelten also insbesondere die Gleichungen

e\ +XA3=0



° —/\3 =0
e X+ A3 =0.
Aus der zweiten Gleichung folgt A3 = 0. Aus der ersten und dritten Gleichungen

folgern wir \; = Ao = 0 ist. Die Vektoren sind also linear unabhéngig.

b) Wir behaupten, dass die Vektoren vy, ve,v3, €4, €5 linear unabhiingig sind. Seien
ALy .-y A5 € R mit Moy + Agvg + Agv3 + Aeg + Aes = 0. Wie in Teil b) gelten nun
insbesondere die Gleichungen

e M\ +X3=0
L] —)\3:0
e Mo+ A3=0

aus denen wir wiederum Ay = A9 = A3 = 0 folgern koénnen. Aus der vierten und
fiinften Gleichung folgeren wir damit direkt, dass Ay = A5 = 0 sein muss. Da die
Vektoren vy, v2, v3, €4, €5 linear unabhingig sind und dim(R®) = 5 ist, so bilden sie
bereits eine Basis.

c) Wegen Teil b) kénnen wir Uy = (e4, e5) wéhlen.

d) Wegen Teil b) kénnen wir Uy = (v3, e4) wéhlen.

Losung Aufgabe 5

Wir benutzen den Gauss-Algorithmus und nehmen zunéchst A # 2 an.

1 2 1 1 1 2 1 1
Ax|y=[1 A 1 0] —=(0ox-2 o |1
-1 0 1-x |-1 0 2 2-Xx |0
12 1 1 121 1 100 [p(\)
M2 lo1 0 L= (o1 o0 A12>—>01012,
02 2-X |0 00 1 |53 00 1 |55
wobei p(\) :zl—l—%—(/\fz)z.Fﬁr)\:Qgilt
121 |1
(A2]0) = [0 0 0 |-1
020 |0

a) Fiir A # 2 gilt also Kern(4,) = {0} und somit Bild(A,) = R3. Fiir A = 2 gilt

1
Kern(Az)) = Spann(| 0 |). Ferner erzeugen die Spalten der Matrix A das Bild
—1
1 2
und es gilt somit Bild(Az) = Spann(| 1 |, |2 |).
-1 0

p(A)
b) Fiir A # 2 gilt La, 5 = Spann(| 75 |) und fiir A = 2 gilt La,; = 0.
2

A—2



c) Ja. Nach Teil b) gilt etwa Ly, = 0.

Losung Aufgabe 6
Betrachten Sie fiir z € R die Matrix

1 x x? a1l
a1 1 T a2
Alz) =22 2t 1 : € R*n
T 22 1

Zeigen Sie, dass det(A(z)) = (1 — 2™)" ! ist. Fiir i = n — 1,...,1 tue folgendes: Sub-
trahiere das z-fache der i-te Spalte von der (i + 1)-ten Spalte. Wir erhalten die Matrix

vl 1 —gn 0 0

Somit ergibt sich det(A(x)) = det(A4'(z)) = (1 —2™)" L.

Losung Aufgabe 7

a) Zunéchst stellen wir fest, dass die Nullfunktion 0 : R — R,z + 0 in U; und Uy
liegt.

e Seien f,g € Uy und A € R. Fiir z € R gilt (f + g)(z) = f(x) + g(x) =
—f(=2) —g(=z) = =(f(=2) + 9(-2)) = =(f + g)(—x) und somit f +g € U1.
Fir A € R gilt (Af)(x) = Mf(x) = A(—f(—2)) = —(A\f)(—x) und somit
Af e Us.

e Seien f,g € Uy und A € R. Fiir z € R gilt (f + g)(x) = f(z) + g(z) =
f(=z)+g(=2z) = (f+9g)(—x) und somit f+g € Us. Fiir A € R gilt (\f)(x) =
A(x) = Af(—z) = (Af)(—z) und somit \f € U,.

b) Sei f € M(R,R) beliebig. Definiere g : R — R und h : R — R durch

o0y = O IED gy SO+ ID
Wegen
ey = AR @) @)= fen)

gilt h € Us. Aulerdem gilt




und daher g + h = f. Wir erhalten somit M (R,R) = U; + Us.

Sei nun f € U; NUs. Fir x € R gilt dann f(z) = f(—z) = —f(z) und somit
2f(z) =0, also f = 0. Mit anderen Worten U; N Uy = {0}.

¢) e Seien f,g € M(N,R) und A € R. Dann gilt
o(f +9)(n) = (f+9)(n+1) = fln+1)+g(n+1)=e(f)(n) +¢(g)(n)
also o(f + g) = (f) + ¢(g)(n). AuBerdem gilt
(Ae)(f)(n) = (A)(n+1) = Af(n+1) = Xp(f)(n)

also @(Af) = Ap(f). Somit ist die Abbildung ¢ linear.

o Esist
Kern(y) = {f € M(N,R) | f(n) =0 fiir alle n > 0}.

Sei e : N — R mit e(n) = 0 fiir n > 0 und e(0) = 1. Dann gilt Kern(y) =
Spann({e}). Also ist ¢ nicht injektiv.

e Fiir f € M(N,R) beliebig definieren wir g(n) := f(n — 1) fir n > 0 und
g(0) = 0. Damit gilt p(g)(n) = g(n+1) = f(n). Also gilt ¢(g) = f und somit
ist ¢ surjektiv.

Lésung Aufgabe 8
Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen.

a) Diese Aussage ist falsch. Zunichst zeigen wir dazu folgende Hilfsaussage:
Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum, n > 1. Dann gibt es unendlich viele Un-
tervektorrdume der Dimension n — 1.
Beweis: Da V isomorph zu R" ist, konnen wir ohne Einschriankung V = R"™ an-
nehmen. Sei 0 # A € R!*". Dann definiert Kern(A) einen Untervektorraum von
R"™ der Dimension n — 1.

Fiir Matrizen 0 # A, B € R'*" gilt nun Kern(A) = Kern(B) genau dann, wenn
A = AB fiir ein A € R\ {0}. Dies folgt aus folgender Uberlegung: Seien 0 #
A, B € R mit Kern(A) = Kern(B) und z € V \ Kern(A). Dann ist Bx, Az €
R und wir finden A € R mit ABx = Az. Dann stimmen aber AB und A auf
Spann({z})+ Kern(A) = R" iiberein. Somit also AB = A. Die andere Richtung ist
trivial.

Da nun n > 2 ist, gibt es unendlich viele Matrizen A € R™™ mit A;; = 1, die
unterschiedliche Kerne haben. Dies beweist die Aussage.

Nehmen wir nun an, dass es Untervektorraume Uy, Us,...,U, g R? des R? mit
n
R = Ui
i=1

gibt. Sei U ein Untervektorraum der Dimension 2 des R? mit U # U; fiir alle
i=1,...,n. Also ist U/ := UNU; ein echter Untervektorraum von U. Wir kénnen

also .
v=JU;
i=1



schreiben. Nun finden wir einen Untervektorraum U’ von U der Dimension 1 mit
U’ # U!. Also ist U' N U] ein echter Untervektorraum von U’ und daher U' N U] =
{0}. Wir erhalten somit den Widerspruch U" = {0}.

b) Es gilt
0 -1\* (-1 o0
1 0 ~\0 -1/

U:={A=(a;;) € GL,(R) | a;; =0 fiir ¢ > j und a;; = 1 fiir alle 1 <i,5 < n}.

c) Sei

Wir behaupten, dass U eine Untergruppe von GL, (R) ist.
Es gilt offensichtlich F,, € GL,(R). Seien A, B € U. Nach Blatt 10 Aufgabe 1
sind A - B und A~! obere Dreicksmatrizen. Wir miissen also nur noch (A-B)y =
(A=Y =1 fiir s = 1,...,n zeigen. Da A und B obere Dreiecksmatrizen sind, so
gilt (A-B)y = Ay -Bii=1-1=1. Wegen A- A~! = E, gilt auch 1 = (E,); =
(A- A1) = Au(A ™) = (A Y.
.. 0 1 1 0\ .
d) Fir A = (0 O) und B = <0 0> gilt A-B=0,aber B-A=A#0.
Losung Aufgabe 9
Betrachten Sie die lineare Abbildung f : R? — R3 mit

- 3x1 + 322 .
f(< 1))2 211 — 22 fiir < 1) e R2.

T2 —5x1 4 3x9 T2
3 3

a) Bsgilt Ma(f)=1{ 2 -1
-5 3

b) Die Vekoren G) ) <;) sind offensichtlich kein Vielfaches voneinander und daher
linear unabhiingig. Wegen |A’| = dim(R?) bilden die Vektoren aus A’ daher eine

1 0 0
Basis des R%. Man sieht auBerdem schnell ein, dass die Vektoren [0 ], 1],]0
0 1 1

linear unabhiingig sind. Wegen |B’| = dim(R?) bilden die Vektoren aus B’ daher
eine Basis des R3.

c) Esgilt e =2 <1> - <;) und ey = — <1) + (;) Somit erhalt man

. 2 -1
M;;‘,(ldRz):<_1 1)

1 0 0 0
Esgiltegr=|0],ea=[1] —10] und eg = | 0|. Also erhalten wir

0 1 1 1

1 0 0

ME (idgs) =0 1 0

0 -1 1



Nun gilt

. 6 1 0 0
f(<1>)= 1 |=6-{0]+1]-3-{0
-2 0 1 1

und

Damit ergibt sich

Lésung Aufgabe 10

a) Es gilt
T 1 0
. 2:E1 . 2 0
Uy = 25 | 1,23 € R 3} = Spann NER
2£U3 0 2
2 1 0
. 4 1 — .
Wir bemerken, dass — 1 +2-] =121 Also ist
—2 -1 0
2 1
4 1
U; = Spann R
-2 —1
2 1
b) Es gilt sicherlich _41 € Uy, aber _11 ¢ Uj. Somit ist dim(U; N Usz) > 1.
-2 -1
Andererseits ist Uy N Uz ein echter Untervektorraum von Us. Also dim(U; NUs) <

2
dim(Uz) = 2. Somit ist dim(U; N Usz) = 1 und U; N Uz = Spann( :11 )
—1

Nach der Dimensionsformel fiir Untervektorrdume gilt dim(U; + Uz) = 3. Ander-
erseits gilt

1 0 2 1 1 0

2 0 4 1 2 0
U14Uy = Spann ol il =i 2 = Spann ol 111

0 2 —2 -1 0 2



2
wobeli die letzte Gleichheit aus _4 € U N U, folgt.

1
—2
2 1
c) Die Vektoren ey, eg, _41 , _11 bilden eine Basis von R*. Wir kénnen daher
-2 -1
eine lineare Abbildung f : R* — R* mit
1 0 2 1
2 0 4 1
f(el)_ 0 af(e2)_ 1 af( -1 )_07 undf( -1 )_0
0 2 —2 -1

definieren. Diese Abbildung hat offensichtlich die geforderten Eigenschaften.

Losung Aufgabe 11

(i) Es gilt e = a1 — ag + as, ea = a2 — as, e3 = —ay + ag. Somit bilden die Vektoren
a1, as, az eine Basis des R? und geméif Vorlesung kénnen wir eine lineare Abbildung
f:R3 — R3 mit f(a;) = b; fiir i = 1,2,3 definieren. Es gilt nun

0
o f(e1) = f(a1) — f(a2) + f(az) =by —ba+b3=| 0
-3
1
o fle2) = flag) — flag) =ba—b3= |1
3

1
o f(e3) = —f(ar) + faz) = by +ba = | 0
2

Fir

S

Il
W = =
N O =

gilt also f(v) = A-w.

(ii) Wir beachten, dass 3-a; +as = ag, aber auch 3-b; +bs = b3. Wir ergéinzen ay, as mit
e1 zu einer Basis des R?. Nach Vorlesung kénnen wir nun eine lineare Abbildung
f:R® = R3 durch f(a1) = b1, f(ag) = by und f(e1) = 0 definieren. Wir beachten,
dass f(az) = 3 f(a1) + f(a2) = 3 - b1 + ba = bs. Also erfiillt f die geforderten
Bedingungen. Weiterhin gilt es = i(al +az—2e1) und e3 = %al — %(12 — %61. Somit
erhalten wir

[ ] f(el) = O
1

o flea) =gbi+ =71
1



o fles) =3by — 1bo =

Fir

gilt also f(v) = A-w.



