Lineare Algebra IT (WS 2017)
Probeklausur

PD Dr. Jiirgen Miiller, M.Sc. Lucas Ruhstorfer

Aufgabe 1: Grofiter gemeinsamer Teiler. (24242 Punkte)
Es seien

f=X"+X?+X+1€Q[X] und g:=X>+1€Q[X].

a) Man bestimme ggT(f, g) C Q[X].

b) Fiir ein Element d € ggT(f, g) gebe man Bézout-Koeffizienten a,b € Q[X]
mit af +bg = d an.

c) Man schreibe f als Produkt irreduzibler Polynome.

Aufgabe 2: Diagonalisierbarkeit. (242 Punkte)
Man untersuche die Matrix

0
0
-1

0 1
A= 0 0| € K***
0 0

auf Diagonalisierbarkeit, und gebe gegebenenfalls eine zu A dhnliche Diagonal-
matrix D € K3*3 und eine Transformationsmatrix P € GL3(K) mit P~ AP =
D an, und zwar

a) fiir den Korper K = R,
b) fiir den Kérper K = C.

Aufgabe 3: Jordan-Normalform. (242424242 Punkte)
Fiir die Matrix
0 0 O 1
|10 -1 -1 Axd
A= 01 2 ol¢€ C
00 0 1

a) Man bestimme das charakteristische Polynom von A.

b) Man bestimme die Eigenwerte von A, sowie ihre zugehérigen algebraischen
und geometrischen Vielfachheiten.

c) Man gebe C-Basen der Eigenrdume und Hauptrdume von A an.

d) Man bestimme die Jordan-Normalform J von A, und gebe eine Trans-
formationsmatrix P mit P~ AP = J an.

e) Man bestimme das Minimalpolynom von A. Ist A diagonalisierbar?



Aufgabe 4: Ahnlichkeit. (4 Punkte)
Es sei K ein Kérper. Man untersuche die folgenden Matrizen A1, ..., A, € K4*4
paarweise auf Ahnlichkeit:

0 0 0O 0 0 0O
0 0 0O 0 0 0O
A=1y 1 0 o0 AT 10 0 of
0 0 0 0 1 0 0 0
[0 0 0 0] [0 0 0 O]
00 00 00 00
=11 00 0 MTlo1 00
0 1 0 0f 1 0 0 0]
Aufgabe 5: Orthonormalbasen. (242 Punkte)

Es sei V := R3*! versehen mit dem Standardskalarprodukt. AuBerdem sei U :=
(v1,v2)r <V, wobei

1 0
vy = [—1 und vy := | 1
0 -1

a) Man bestimme die zu [v1, v3] gehérende Gram-Schmidt-Basis fiir U.
b) Man bestimme U, und gebe eine Orthonormalbasis fiir U+ an.
Aufgabe 6: Skalarprodukte. (4 Punkte)

Es sei V ein Euklidischer R-Vektorraum. Man zeige: Jede orthogonale Teilmenge
von V' \ {0} ist R-linear unahéngig.




