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Losung zu Aufgabe 1

a) Eine Abbildung det : K"*" — K heiit Determinante, wenn Sie linear in jeder
Zeile, alternierend und normiert ist.

b) Eine n x n-Permutationsmatrix ist eine n x n Matrix mit der Eigenschaft, dass in
jeder Spalte und jeder Zeile immer genau ein Eintrag gleich 1 ist und alle anderen
Eintrage gleich Null sind.

c) Fir o € S, gilt det(P,) = sgn(o).
d) Wegen o = 71 9 0 734 gilt
sgn(o) = sgn(72) -sgn(rza) = (—1) - (=1) = 1.

Da 7 ein 5-Zykel ist, so gilt sgn(7) = (1)1 = 1. Somit folgt det(P,) = det(P;) =
1 nach Aufgabenteil c).

Losung zu Aufgabe 2
Sei X = <a b) eine invertierbare 2 x 2 Matrix. Dann gilt X! = adl—bc ( d _b>
c

d —c a
geméf der Cramerschen Regel.
Aus diesen Voriiberlegungen schlieBen wir A=! = <_21 _11> Mithilfe der Rechen-
regeln fiir Blockmatrizen folgt dann weiterhin
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Die Spalten s1, s, s3 der Matrix B sind linear abhéngig, da s; 4+ sy = s3 gilt. Somit
ist die Matrix B nicht invertierbar. Da D keine quadratische Matrix ist, so ist D nicht
invertierbar.

Losung zu Aufgabe 3
Seien v1,v2,v3,v4 € V vier Vektoren. Da B eine Basis von V ist, gibt es Skalare \; ; € K

4
mit v; = Z Aijbj. Seien p; € K mit
j=1

4
Z V5 = 0.
i=1



Dies ist dquivalent zu
4 4
> (S0
j=1 \i=1

Da die Vektoren b1, bo, b3, by eine Basis von V bilden, also insbesondere linear unabhéngig

sind, so folgt
4

> Xijp; =0 fiiralle j =1,...,4.
i=1
Dies ist dquivalent zum linearen Gleichungsystem A -y = 0, wobei A = (\;;);; und
= ().
Somit gilt: Die Vektoren wvq,...,v4 sind genau dann linear unabhéngig, wenn das
Gleichungsystem A - u = 0 nur die triviale Losung hat.

a) Wir setzen vy = by +ba, vo = by + b3, v3 = b3+ by und vg = by + b;. Damit erhalten
wir

A=

O =

0
1
1

_= =0 O
_ o O =

0 0

Wegen det(A) = 0 hat das lineare Gleichungssystem A -y = 0 eine nichttriviale
Losung. Also ist die Menge L1 von Vektoren linear abhéngig.

b) Durch analoges Vorgehen wie in Teil a) erhalten wir

1
0
1
1

e )

1
1
0
1

O~ = R

Wegen det(A) # 0 hat das lineare Gleichungssystem A -y = 0 nur die triviale
Losung. Also ist die Menge Lo von Vektoren linear unabhéngig.

c) Wegen |L3| =5 > 4 = dim(V) sind die Vektoren in L3 linear abhéingig.

Losung zu Aufgabe 4
Wir betrachten das erweiterte lineare Gleichungssystem

1 1 37 5|33
(Alb)=|[2 -1 11 1]12
-5 4 4 2|-3

Durch elementare Zeilenumformungen erhélt man

1 0 16 2|15
0 1 21 3|18
0 0 0 00

a) Da die Zeilenstufenform von A zwei Stufen hat, gilt rang(A) = 2.



b)

Durch Einsetzen der Variablen erhalt man

15 — 1623 — 224
LA,b _ 18 — 21:63 — 31’4 3,24 € R
T3
T4

als Losungsmenge des Gleichungssystems.

Der Untervektorraum Bild(f4) ist gerade der Untervektorraum, der von den Spal-
ten der Matrix A erzeugt wird. Es gilt dim(Bild(f4)) = rang(A4) = 2.

1 1

Die Vektoren 2 und | —1 | sind offensichtlich linear unabhangig. Daher
-5 4

bilden diese bereits eine Basis von Bild(f4).

Fiir einen Vektor ¢ € R3 gilt L4, = () genau dann, wenn ¢ ¢ Bild(f4) =
1 1 1

({ 2 ],1-1]/) Esgilt | 0| ¢ Bild(fa), da die Gleichung
-5 4 0
1 1 1
Ol =XM1 2 | +X-[-1
0 -5 4
1
direkt einen Widerspruch erzeugt. Somit gilt Ly, =0 firc= | 0
0
1 1
Wir haben bereits in Teil ¢) argumentiert, dass die Vektoren [ 2 | und | —1
-5 4

eine Basis des Untervektorraums bilden, der von den Spalten der Matrix A erzeugt
wird.



