Losungshinweise zur Klausur Lineare Algebra II

Aufgabe 1

Es ist U = {((1,1,0,0),(1,0,—1,1)) und U+ = ((0,0,1,1),(1,—1,1,0)). Durch das Gram-Schmidt
Verfahren erhilt man U+ = <L2(0,0, 1,1), ﬁ(z, —2,1,-1)).

Aufgabe 2

a) Bsist b(x,y) = 2t Ay, fiir alle ,y € R3, wobei
1 0 2
A=10 1 0
2 01

Damit ist b gemafl Vorlesung eine Bilinearform. Da A symmetrisch ist, so ist b eine symmetrische
Bilinearform.

b) Zunéchst gilt x4 = (X —1)(X 4+ 1)(X — 3) fiir das charakteristische Polynom von A. Man sieht:
Eig(A,1) = ((0,1,0)), Eig(A,—1) = ((1,0,—-1)) und Eig(A4,3) = ((1,0,1)). Wir definieren
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Es ist T7'AT = diag(1, —1,3). Wenn wir S = T - diag(1, 1%) setzen, so erhalten wir S'AS =

diag(1,—1,1). Die gesuchte Basis ist B = ((0, 1,0), (%,0\7/—%), (%,O, %))

c) Da A sowohl positive also auch negative Eigenwerte hat, so ist b indefinit.
Aufgabe 3

a) Die Matrix A ist unitdr und damit diagonalisierbar.

b) Es gilt xp = X3. Damit ist 0 # B nilpotent und somit nicht diagonalisierbar.
Aufgabe 4

a) xa=(X=5)(X+1)+9) (X +2)(X —4)+8)) = X(X —2)3.

b) Es ist Eig(A,0) = ((0,0,2,—1)) und Eig(A4,2) = ((-3,1,0,0),(0,0,1,—1)).

c¢) Wir haben Eig(4,0) = H(A4,0). Esist H(4,2) = Kern((A—2FE,)?) = ((1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0, 1, —1)).
Damit folgt

J(2,2) 0 0
Ja = 0 J(1,2)
0 0 J(1,0)
Wir definieren
1 0 0 0
01 0 0
=190 1 2
00 -1 -1



Wir haben

-1 -3
0 1
A—-2F =
( 3) 0 0
0 0
Indem wir also
-3 -1 0 0 -3 -1 0 0
1 0O 0 O 1 0 0 0
T=Tly o 10|l o o 1 2
0 0 0 1 0 0 -1 -1
setzen, erhalten wir
21 0 0
0 2 0O
71 _
T AT = 0 0 2 0
0 00 O

d) Das Minimalpolynom von A ist durch ps = X(X — 2)? gegeben.
Aufgabe 5

a) Esist 0= (f2+2f+idy)o(f2—2f+idy) = (f +idy) o (f —idy)? Somit ist us ein Teiler von
(X +1)2(X —1)2. Damit sind —1 und 1 mégliche Eigenwerte von f. Die Jordansche Normalform
von f kann Jordanblocke der Grofie 1 und 2 (jeweils zu beiden moglichen Eigenwerten) haben.

b) Da Rang(f —idy) = 4, also dimEig(f,1) = 1 ist, so gibt es einen Jordanblocke zum Eigenwert 1.
Analog sieht man ein, dass es zwei Blocke zum Eigenwert —1 geben muss. Daher sind folgende
zwei Jordansche Normalformen von f moglich:

J(2,-1) 0 0 J(2,-1) 0 0
0 J(2,-1) 0 oder 0 J(1,-1) 0
0 0 J(1,1) 0 0 J(2,1)

Aufgabe 6

a) Diese Aussage ist wahr: Sei x € V ein Eigenvektor von f zum Eigenwert \. Dann gilt f2(z) =
f(f(@) = f(Az) = Mf(z) = Na.
b) Diese Aussage ist wahr: Es gibt eine Basis B, so dass Mp(f) eine Diagonalmatrix mit Eintrdgen

aus {—1,1} ist. Folglich gilt Mp(f?) = Mp(f)* = Egim(v). Dies zeigt, dass f? = idy ist.

c) Diese Aussage ist falsch. Die Abbildung f : K2*? — K2*2 z s (8 é) - x ist nicht diagonal-
isierbar, aber f2 = Oy ist offensichtlich diagonalisierbar.

d) Diese Aussage ist wahr: Es ist (v,w) = v Aw, wobei A = diag(1,2,...,n). Da A offensichtlich
symmetrisch und positiv definit ist, so ist (, ) ein Skalarprodukt auf R™.

Aufgabe 7

a) Dies folgt direkt aus der Bilinearitat von ( , ) und der Linearitédt von f.



b) Seien (z,y) € V x V und (2/,y') € V x V mit z — 2/ € Kern(f) und y — ¢y’ € Kern(f). Dann

gilt f(z) = f(2') und f(y) = f(y'). Folglich ist {f(x), f(y)) = (f(2'), f(¢/)). Dies zeigt, dass die
Abbildung s wohldefiniert ist. Nun ist offensichtlich, dass s eine symmetrische Bilinearform auf

V/Kern(f) definiert.

Es ist (f(x), f(z)) > 0 und (f(z), f(z)) = 0 genau dann wenn f(z) = 0. Daher ist s ein
Skalarprodukt auf V/Kern(f).



