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Algebra und Zahlentheorie []
Ubungsblatt 9

Aufgabe 9.1. Sei d € N eine positive quadratfreie Zahl, d.h. n =
p1 - pe - - - pr mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;. Sei n € N eine
positive natiirliche Zahl. Wir bezeichnen mit ¥/d € R die eindeutige
positive reelle Nullstelle des Polynoms X" — d € R[X] und mit Q[/d]
den kleinsten Unterring von R, der Q und +/d enthilt. Zeigen Sie,
dass die folgende Abbildung wohldefiniert und ein Isomorphismus von
Korpern ist

QIX]/(X" —d) = Q[Vd], Fw f(Vd).

Aufgabe 9.2. Sei d € N eine quadratfreie Zahl. Setze o = v/d.

(1) X3 — d ist irreduzibel in Q[X].

(2) Setze K := Q[a]. Dann X3 —d = (X —a)(X?2+aX +a?) ist eine
Faktorisierung in irreduzible Polynome in K[X]|. (Hinweis: Um
zu zeigen, dass X?+aX +o? € K[X] irreduzibel ist, berechnen
Sie die Nullstellen (p-g-Formel) und beachten Sie K C R.)

(3) Setze L := K[Y]/(Y? + aY + o?). Zeigen Sie, dass L eine Kor-
pererweiterung vom Grad 6 iiber Q ist, also [L : Q] = 6.

(4) Zeigen Sie, dass X® — d in L[X] in Linearfaktoren zerfillt, d.h.
es gibt B,y € L mit X3 —d = (X —a)(X — B)(X — 7).

(5) Zeigen Sie, dass es folgende Ringisomorphismen gibt

QX)/(X?—d) 2K, K[X]/(X*?—d) =K xL,
LIX]/(X?—d) = LxLx L.

Aufgabe 9.3. Sei F5 = Z/5Z der Korper mit 5 Elementen.
(1) Zeigen Sie, dass X? + X + 1 € F5[X] irreduzibel ist.
(2) Zeigen Sie, dass Fio5 := F5[X]/(X?+ X +1) ein Korper mit 125
Elementen ist.
(3) Seia = X € Fiy5 die Restklasse von X. Wir wissen, dass 1, o, o
eine F5-Basis von [F195 ist. Geben Sie die folgenden Elemente von
125 als eine Fs-Linearkombination dieser Basis an

(1+a)-(*—4), 1+ @2+a)"

Aufgabe 9.4. Sei p € N eine Primzahl und L/K eine endliche Kor-
pererweiterung vom Grad p. Zeigen Sie, dass fiir jedes a € L\ K gilt
L = Kla] und dass das Minimalpolynom von « iiber K Grad p hat.
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