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Ubungsblatt 7

Aufgabe 7.1. Zeigen Sie, dass in einem faktoriellen Ring jedes irre-
duzible Element auch prim ist.

Aufgabe 7.2. Sei F3 := Z/37Z der Korper mit drei Elementen. Fiir
a € 7 schreiben wir a = a 4+ 3Z € ;3 fiir seine Restklasse. Gegeben
seien die beiden Polynome in F5[X]

f=X"+X34+X?+1, g=X"+X3+X -1
(1) Berechnen Sie ggT(f,g) € F3[X]. (Hinweis: Euklidischer Algo-
rithmus. )
(2) Ist ggT(f, g) irreduzibel in F3[X]?
(3) Ist F5[X]/(f, g) ein Korper? Begriinden Sie Thre Antwort.
(4) Wie viele Elemente hat F3[X]/(f, g)?

Aufgabe 7.3. Sei R ein faktorieller Ring und K = Frac(R) sein Quoti-
entenkorper. Sei P C R ein Reprisentantensystem von Primelementen
von R und p € P ein Primelement. Sei v, : K — ZU{oo} die Abbildung
aus der Vorlesung, die gegeben ist durch v,(0) = oo und fiir u,v € R*
und natiirliche Zahlen n,, 7, € No, ¢ € P, (alle bis auf endlich viele

— 0)
v (_u HQEP qnq> =n, —7T
p - ''p p

v qu'P q?“q
(1) Zeigen Sie, dass R, == {x € K | vp(x) > 0} ein Unterring von
K ist. (Hinweis: Benutzen Sie die Eigenschaften von v, aus der
Vorlesung.)
(2) Zeigen Sie, dass [\,cp Rp) = R, wobei wir R mit seinem Bild
in K identifizieren, also mit {$ € K | a € R}.

Aufgabe 7.4. (1) Sei a € Q eine rationale Zahl. Wir nehmen an,
es gibt ein normiertes Polynom f € Z[X] mit Koeffizienten in
den ganzen Zahlen, so dass f(a) = 0. Zeigen Sie, dass dann
a € 7Z gelten muss. (Hinweis: Gauk Lemma.)

(2) Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass (1) im Allgemeinen falsch
ist, wenn f nicht normiert ist.
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