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Ubungsblatt 4

Aufgabe 4.1. Sei R ein Integrititsbereich und Frac(R) sein Quotien-
ten Korper. Aus der Vorlesung wissen wir, dass

i: R — Frac(R), aw i(a):= 71,

ein injektiver Ringhomomorphismus ist. Zeigen Sie, dass ¢ folgende Ei-
genschaft besitzt: Sei K ein Korper und ¢ : R — K ein injektiver
Ringhomomorphismus. Dann gibt es genau einen Homomorphismus
von Korpern, ¢ : Frac(R) — K, der ¢(i(a)) = p(a) fir alle a € R
erfiillt.

(Hinweis: Zeigen Sie, dass ¢($) = ¢(a)p(b)~! die einzige Losung ist.)

Aufgabe 4.2. Welche der folgenden Ideale sind gleich, welche sind
ineinander enthalten?
(1) n Z: (2,3), Z, (5), (7), (10,15)
(2) In Z[a]: (2,2), (22), (9, 4x), (22 + %), (52° +2%), (5(a> +2%))
(3) In Qe (2.2), (22), (9z,4x), (a® +2%), (52% +2%), (5(x? + %))

Aufgabe 4.3. Aus der Vorlesung wissen wir, dass Z/7Z ein Ring
ist. Fiir a € Z bezeichnen wir mit a = a + 7Z € Z/7Z die von a
reprisentierte Linksnebenklasse. Wir wissen auferdem, dass Z/77Z =
{0, 41, £2, £3}.

(1) Zeigen Sie, fiir jedes a € {£1,£2,4+3} gibt esein b € {£1, £2, +3},
dass @-b = 1 erfiillt und bestimmen Sie dieses b explizit. Schlie-
fsen, Sie dass Z/7Z ein Korper ist.

(2) Finden Sie alle ¢ € {0, +£1, 42,43} mit ¢ € {a* | a € Z/TZ}.

Aufgabe 4.4. Sei R ein Ring und R[X] der Polynomring in einer
Variablen X mit Koeffizienten in R. Seib € R. Sei f(X) =Y 1" ja; X" €
R[X], dann bezeichnen wir mit f(b) das folgende Element aus R

F0) =" ab' = anb" + an_1b""' + .. arb + aq.
i=0
(1) Zeigen Sie, dass ¢, : R[X] — R, f(X) — f(b) ein surjektiver
Ringhomomorphismus ist.
(2) Sei (X —b) C R[X] das von X — b erzeugte Ideal. Zeigen Sie,
dass X' — b’ € (X —b) fiir alle ¢ > 1.
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(3) Zeigen Sie, dass Ker(¢,) = (X —b).
(Hinweis: Fiir die Inklusion “C”, beachten Sie: Falls f(X) €
Ker(e), dann f(X) = f(X) — f(b) und benutzen Sie (2)).)
(4) Schlieken Sie, dass es einen Ringisomorphismus

&: RIX]/(X —b) = R
gibt, der &, (W) — £(b) erfiillt, wobei
F(X) = f(X)+ (X —b) € RIX]/(X — )

die von f(X) représentierte Linksnebenklasse bezeichnet.
(Hinweis: §2, Korollar 33.)



