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Aufgabe 2.1. Sei Q die Menge der rationalen Zahlen und GLy(Q) die
Gruppe der invertierbaren (2 x 2)-Matrizen mit Koeffizienten in Q.

(1) Zeigen Sie, dass die Abbildung

det : GL(Q) — Q\ {0}, (‘é Z>|—>ad—bc

ein Gruppenhomomorphismus ist.

(2) Setze SLo(Q) := Ker(det). Zeigen Sie, dass SL2(Q) eine normale
Untergruppe von GLy(Q) ist.

(3) Zeigen Sie, dass es einen Isomorphismus

det : GLy(Q)/SL2(Q) = Q '\ {0}
gibt, der eindeutig bestimmt ist durch

det(m(A)) = det(A), fiir alle A € GLy(Q).

Hierbei ist 7 : GL2(Q) — GL2(Q)/SL2(Q) die Restklassenab-
bildung, also m(A) = A - SLy(Q).

Aufgabe 2.2. (1) Zeigen Sie, dass Ry = {0,1,2,3,4,5,6} und Ry =
{7,—6,16,10, —10, —2, 27} Reprisentantensysteme von Z/7Z sind.
(2) Ist n € Z eine ganze Zahl, so schreiben wir im Folgenden 7 =
n+ 77 € Z)77Z. Wir schreiben

§+T:fl, g+(—12>2f2, m+ 000253, ﬁﬁ-ﬁ:fz;
Bestimmen Sie die Werte von xz1,...,x4 € Ry, die die obigen

Gleichungen erfiillen. Ebenso mit Rj.
Aufgabe 2.3. Sei (G, -, ¢) eine Gruppe. Zeigen Sie, dass
(97 h) ’ (gla h/) = (g ’ gla h - h/)
auf der Menge G x G := {(¢,h) | g € G,h € G} die Struktur einer
Gruppe definiert mit (e, e) als neutralem Element.

Aufgabe 2.4. Seien GG und G5 die beiden Gruppen mit vier Elementen
aus Aufgabe 1.1. Zeigen Sie, dass eine dieser beiden Gruppen zyklisch
ist und somit isomorph zu Z/4Z. Zeigen Sie, dass die andere Gruppe
isomorph zu Z/27Z x Z/2Z ist (versechen mit der Gruppenstruktur aus

Aufgabe [2.3).
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