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Ubungsblatt 11

Aufgabe 11.1. (1) Zeigen Sie, dass es unendliche viele Primzahlen
in Z gibt. (Hinweis: Sonst gibt es nur endlich viele Primzahlen
Pis---,Dn. Zeigen Sie, dass dann a = py - - - p, + 1 keine Einheit
in Z ist und finden Sie einen Widerspruch.)

(2) Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dass es unendlich viele normierte
irreduzible Polynome in K[X] gibt. (Hinweis: Gleicher Ansatz
wie in (1).)

(3) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Schlieften Sie aus
(2), dass K unendlich viele Elemente hat.

Aufgabe 11.2. Beschreiben Sie in den folgenden Beispielen alle K-
Homomorphismen von L in den algebraischen Abschluss K von K (“be-
schreiben” eines K-Homomorphismus’ ¢ : L — K bedeutet hier, eine
Basis von L/K zu finden und deren Bild unter o anzugeben):

(1) K = Q, L = Q[v2 + V/3]. (Hinweis: In der Vorlesung haben
wir gesehen, dass f = X* —10X? 4 1 das Minimalpolynom von
V2 + /3 iiber Q ist. Zeigen Sie zuerst, dass +/2 + /3 alle
Nullstellen von f sind.)

(2) K = F3(T) = Frac(F3[T)), L = K[X]/(X® —T), wobei F3 der
Korper mit drei Elementen ist. (Aus der Vorlesung (Eisenstein-
Kriterium) wissen wir bereits, dass X? — T irreduzibel und L
somit ein Korper ist.)

Aufgabe 11.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Cha-
rakteristik p > 0.
(1) Sei p =0 oder p > 0 und ggT(p,n) = 1. Zeigen Sie, p,(K) :=
{a € K | @™ = 1} ist eine zyklische Untergruppe von K* mit
genau n-Elemente. (Hinweis: Zur Bestimmung der Kardinalitét
von i, (K) zeigen Sie zuerst, dass f = X" — 1 separabel ist.)
(2) Sei p > 0. Zeigen Sie p,(K) = {1}, fiir alle r > 0.

Aufgabe 11.4. Sei F3 der Koérper mit drei Elementen.
(1) Zeigen Sie, dass f = X%+ 1 und g = X? — X — 1 irreduzibel in
F3[X] sind.
(2) Zeigen Sie, dass K := F3[X]/(f) und L := F3[X]/(g) Korper
mit jeweils 9 Elementen sind.
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(3) Aus der Vorlesung wissen wir, dass es einen Koérperisomor-
phismus K = L gibt. Geben Sie einen solchen Isomorphismus
an. (Hinweis: Denken Sie daran, dass ein F3-Homomorphismus
F3[X] — L eindeutig durch sein Bild von X bestimmt ist.)



