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Algebra und Zahlentheorie i
Ubungsblatt 10

Die folgenden Aufgaben 10.1 — 10.7 kénnten dhnlich zu méglichen
Klausuraufgaben sein. Die Punkte, die man in einer Klausur fiir die
Losung bekdme sind in der Klammer hinter der Aufgabe angegeben.
Achtung: Sowohl die Anzahl als auch die Art der Aufgaben kénnen
in der Klausur deutlich von den Beispielaufgaben hier abweichen. Ins-
besondere, da sich sicherlich 2 - 3 Aufgaben auf den Stoff beziehen
werden, den wir nach den Weihnachtsferien besprechen. In einer 90 mi-
niitigen Klausur (wir der unsrigen), gibe es wohl nur 5 Aufgaben, hier
10.2 - 10.4 und entweder 10.1 oder 10.7 und entweder 10.5 oder 10.6.

Aufgabe 10.1 (5 Punkte). Sei (G, -) eine Gruppe, p € N eine Primzahl
und ¢ € G\ {1} mit (? = 1. Zeigen Sie, dass die kleinste Untergruppe
von G, die ¢ enthélt genau p Elemente hat.

Aufgabe 10.2 (5 Punkte). Finden Sie alle ganzen Zahlen a € Z, die
folgende Bedingungen erfiillen

a=2mod4 und a=3modb und a=4mod9
und begriinden Sie Thr Ergebnis.

Aufgabe 10.3 (4+5=9 Punkte). Sei F3 = Z/3Z der Koérper mit 3
Elementen.
(1) Konstruieren Sie einen Korper Fo, der ein 2-dimensionaler Fs-
Vektorraum ist, also 9 Elemente hat.
(2) Zeigen Sie, dass die multiplikative Gruppe Fg zyklisch ist, in-
dem Sie einen Erzeuger angeben.

Aufgabe 10.4 (5+4=9 Punkte). Gegeben seien die beiden Polynome
in Q[X]
f=X'+X?-2 g¢g=X>+2X>-X-2.
(1) Berechnen Sie (nachvollziehbar) ggT(f, g).
(2) Sei R =Q[X]/(ggT(f,9))- Ist R ein Korper? Ist R integer? Was
ist die Dimension von R als Q-Vektorraum? Begriinden Sie Thre
Antwort.

Aufgabe 10.5 (1+2+3+5=11 Punkte). Sei K := Q[v/2, v/5] der kleins-
te Teilkorper der reellen Zahlen R, der Q, v/2 und v/5 enthilt.
(1) Zeigen Sie [K : Q[v/2]] = 2.
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(2) Zeigen Sie [K : Q] = 4.
(3) Zeigen Sie Q[v2 + V5] = K.
(4) Berechnen Sie das Minimalpolynom von V2 + /5.

Aufgabe 10.6 (1+2+1+2+1+41+2= 10 Punkte). Sei ¢ € C eine pri-
mitive dritte Einheitswurzel, d.h. {1,(,¢?} sind alle Nullstellen von
X3 —1inC.
(1) Geben Sie das Minimalpolynom f € Q[X] von ( iiber Q an.

2) Zeigen Sie, dass (,(* € C\ R.
3) Geben Sie das Minimalpolynom g € Q[X] von +/2 {iber Q an.
) Zeigen Sie, dass g genau eine Nullstelle in K = Q[v/2] hat.

) Zeigen Sie, dass f auch irreduzibel ist als Element in K[X].

) Sei L = Q[v/2,¢]. Berechnen Sie den Grad [L : Q.

) Zeigen Sie, dass L der kleinste Unterkorper von C ist, der alle

Nullstellen von g enthélt.
(8) *(Zusatzaufgabe) Zeigen Sie, L = Q[X,Y]/(f(X),g(Y)).

Aufgabe 10.7 (5 Punkte). Sei Q ein algebraischer Abschluss von Q.
Zeigen Sie, dass Q/Q keine endliche Korpererweiterung ist.
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Insgesamt gibt es also 54 Punkte, sicherlich bestanden hétte man
mit 27 Punkten.
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Die folgende Aufgabe ist zum Spafs tiber die Feiertage. Eine solche
Aufgabe kidime nicht in der Klausur vor. (Und sie gehort auch nicht
zum zu bearbeitenden Teil des Ubungszettels.)

Aufgabe 10.8. Sei |—| : Q — Qs> der Absolutbetrag. Zur Erinnerung
eine Folge (an)nen € [ —; Q, heift Cauchy Folge, wenn es fiir alle
N > 1 ein ng > 1 gibt mit |a, — a,| < =, fiir alle n, m > no. Die Folge
(@n)nen heifst Nullfolge wenn es fiir alle N > 1 ein ng > 1 gibt, so dass
|a,| < +, fiir alle n > ng.
(1) Zeigen Sie R = {(an)neny Cauchy Folge in Q} ist ein Unterring
des Produktrings [[)~, Q.
(2) Sei m = {(a,)nen Nullfolge in Q}. Zeigen Sie, dass m C R ein
maximales Ideal ist.
(3) Zur Erinnerung aus Analysis: R ist vollstédndig, d. h. jede Cauchy
Folge konvergiert und jedes Element in R ist der Grenzwert ei-
ner Cauchy Folge in Q. Benutzen Sie das, um zu zeigen:

R—=R, (an)neny+— lim a,
n—o0

ist ein Ringhomomorphismus und induziert einen Isomorphis-
mus von Korpern

R/m = R.

Mit etwas mehr Arbeit kann man auch direkt eine Norm auf R/m
definieren und zeigen, dass R/m ein normierter, vollstandiger und total
geordneter Korper ist. Es gibt also eine Méglichkeit die reellen Zahlen
zu konstruieren.



