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1 Einleitung

Dieses Handout dient dem Zweck, den Inhalten des gleichnamigen Seminar-
vortrags besser folgen zu koénnen.

2 Grundlegendes zur Risikotheorie

Wir werden zunéchst auf das sogenannte "Kollektive Modell" der Risikotheo-
rie eingehen, um den Vortrag anwendungsbezogen zu halten und die darauf
folgenden mathematischen Erwigungen zu Begriinden.

Das "Individuelle Modell" ist ein sehr intuitives Modell, es betrachtet ein
Risiko in Form eines abgeschlossenen Versicherungsvertrages als eine nicht-
negative Zufallsvariable X. Nimmt diese einen Wert an, ist ein Schaden ent-
standen. Um alle Policen (Versicherungsvertrige) abbilden zu kénnen wer-
den diese in einem Portfolio P = { X}, : k = 1, ..., n} zusammengefasst. Dabei

ist n die Anzahl der abgeschlossenen Policen. Betrachtet wird nun der Ge-

samtschaden als die ,zusammengesetzte Summenvariable" S, = >~ Xj. Von
k=1
praktischen Interesse, zum Beispiel zur Berechnung der der nétigen Riick-

stellungen einer Versicherung fiir das Portfolio ist nun die Verteilung von .S,
sowie deren Mittelwert und Varianz.

Das "Kollektive Modell" 144t nun n nicht mehr fest, sondern betrachtet auch
die Anzahl der eingetretenen Schiden als zuféllig und ersetzt es durch die
Zufallsvariable N. Somit muss sich auch die Interpretation der Risiken X}
andern. Nimmt X nun einen Wert an, wird das nun nicht mehr als in An-
spruchnahme der k-ten Police gewertet, sondern als der k-te wirklich aufge-
tretene Schaden.




Zusammenfassend:

X}, Risiko mit Schwereverteilung Fj,
N Schadenzahl mit Haufigkeitverteilung Q
Sy Gesamtschaden mit Zusammengesetzter Verteilung G

Voraussetzungen:

Die Schadenzahl N sein auf dem W-Raum (Ro, p(Rg)) definiert, somit miis-
sen wir, um Definitionsschwierigkeiten zu vermeiden von einem unendlichen
Portfolio P = { X} : k € X} ausgehen. Alle Risiken X}, seien auf demselben
W-Raum (2,3, P) definiert und gleich verteilt, setze F' := F;. Desweiteren
seien NV, X1, X5, ... stochastisch unabhéngig.

Satz 1 Verteilungs der Gesamtschadens
Der Gesamtschaden Sy (zusammengesetzte Summenvariable) eines oben be-
schriebenen Portfolios P hat die folgende Verteilungsfunktion

G= iP(N = k)F** (1)

k=0

Satz 2 Fouriertransformierte des Gesamtschadens
Es sei P ein oben beschriebenes Portfolio, dann ist die Fouriertransformierte
des Gesamtschadens:

Doy (t) = On(Px, (1) VE2=0 (2)

Mit Oy := E(t) momenterzeugende Funktion von N

ausserdem gilt:

EW (Sy) = EW(N)EW (X;)

und
VAR(Sy) = VAR(N)(EW (X1))* + EW(N)VAR(X;)



3 Numerische Ansatze

Wir werden nun drei Methoden diskutieren, wie man mittels Formeln 1 bzw
2 die Verteilung GG des Gesamtschadens Sy bestimmen kann.

3.1 Ein "naiver" Ansatz

Die Idee dieses Ansatzes ist es, die Verteilung des Gesamtschadens mit Formel
1 zu berechnen, indem man die Schwereverteilung diskretisiert und dadurch
die k-te Faltungspotenz rekursiv berechnen kann.

Die Schwereverteilung F' soll auf dem Gitter h - Ry = {0, h,2h,3h, ...} dis-
kretisiert werden mit Dichte A > 0. Das erreicht man, indem F' durch die
diskrete Verteilung F" = {f), ;}jen, ersetzt wird. Fiir die Wahl von f gibt es
verschiedene Ansétze, hier zwei Beispiele:

Moglichkeiten fiir die Diskretisierungsfunktion:

Rundungs-Methode

fnj=F(h+2%) — F(jh—1)

Einschliessungs-Methode

fuy = F((G +1)h) = F(jh)
fry = F(Gh) = F((7 = 1h)

Es ist klar, dass wenn man das Gitter immer enger macht (h — 0), die
diskrete Schwereverteilung F'* schwach gegen F' und die diskrete Verteilung
des Gesamtschadens G” schwach gegen GG konvergieren.

Berechnung der diskreten k-ten Faltungspotenz

1, wenn j =0und n =0
k=10, wenn j =0 und n € N
S o £, wenn j >0
= P(Sy =mn) =32 P(N = k)f:* (Formel 1) berechenbar.



3.2 Die Panjer Rekursion

Eine zweite Moglichkeit den Gesamtschaden zu bestimmen ist mittels der
Panjer Rekursion. Dazu verwenden wir folgende, weit verbreitete Notation:

qx := P(N = k) (Héufigkeitsverteilung)
fr == P(X; = k) (Schwereverteilung)
gr = P(Sy = k) (Verteilung des Gesamtschadens)

Die Panjer Rekursion ist allerdings nur bei ganz bestimmten Schadenszahlen
N anwendbar. Haufigkeitsverteilungen, fiir die die folgende Rekursion gilt
sind in der Panjer Klasse.

Satz 3 Anwendbarkeit der Panjer Rekursion
Fiir eine Haufigkeitsverteilung N gilt:

N ist entweder poissonverteilt oder binomialverteilt oder negativbinomial-
verteilt oder P(N=0)=1.

<~

Ja,b e Rsd g = (a+ %)qk_l fir k>1

(benutze den Startwert py = On(0))

Satz 4 Der Panjer Algorithmus
Falls die Haufigkeitsverteilung in der Panjer Klasse liegt und das Portfolio P
nur Werte auf einem Gitter h % Ny hat, gilt zur Berechnung der Verteilung
des Gesamtschadens die Rekursion:

n

1 bj
— - S > 1
In 1_afOZ(a+n)fjgn]n_

j=1

(mit Startwert go = On(fo))



3.3 Ein FFT basierter Algorithmus

Im folgenden werden wir die Verteilung des Gesamtschadens durch Formel 2
berechnen:

CI)SN(t) = EW(@“SN) = 6]\[(@){1 (t)) Vit Z 0

Allerdings ist die explizite Berechnung der Verteilung des Gesamtschadens
von Sy mittels Fouriertransformation nur moglich, wenn die Verteilungs
Funktion von X sehr einfach aussieht (z.B. stiickweise linear). Im Folgenden
betarchten wir deshalb wieder das diskretisierte Problem.

Diskrete Fourier Transformation (DFT)
Nehme einen Vektor f := (fo, ..., fri_1) € R™ mit m eR
Berechne deren diskrete Fouriertransformierte f ( fo, ey fm—1)
diese ist
m—1
-~ i2mjk
fi=) frem
k=0

umgekehrt ist es moglich die f; wieder zuriick zu gewinnen durch:

-~ 7,271']]9
fi= f

MS

1
m
k=0

Grundgeriist des Algorithmus

1. Stelle aus den gegebenen Daten den Vektor f € R™ auf

2. Berechne die DFT ]?E R

3. Wende die momenterzeugende Funktion von N darauf an und interpre-
tiere sie als DFT Oy (f) =: g

4. Berechne die Inverse DFT um ¢ als eine Approximation der Verteilung
des Gesamtschadens zu erhalten



Fehleranalyse
Fiir die Approximation gilt die folgende Fehlerschranke:

m—1 00 00 o)
Z‘g;n gnl| = Zgn_G,N(l)an"i‘O((Z f’n)Q)
n=0 n=m n=m n=m

Somit ist der Gesamtfehler klein, wenn m gross ist.

Der Fehler ist Null, wenn Z;.n:_ol fi=1

Um den sogenannten aliasing Fehler zu reduzieren. wendet man einen Kipp-
Operator (tilting Operator) auf f an bevor man den Algorithmus startet:

E(f) = (e f})j=0...m1

dies kann man am Schluf durch Anwendung von E_,(f) einfach wieder zu-
riicktransformieren, weil gilt:

G(F) = E_(G(E.(F))

da der Kippoperator mit der Faltungsoperation vertraglich ist.

3.4 Vergleich der Algorithmen

Tabelle 1: Algorithmenvergleich

Naiver Algorithmus | Panjer Algorithmus FFT
Lauftzeit O(n?) O(n?) O(nlog(n))
Komplexitat komplex leicht leicht
Fehlerschranke nein ja ja
Erweiterbarkeit - ja -
Anwendbarkeit universell beschrénkt universell
Effizienz niedrig hoch sehr hoch




4 Anhang

Implementiertes Beispiel: Quellcode

2. -|function [ gl,g2,93 ] = FP{ lambda, alpha,beta, h,m,teta )

2 ﬁ,%Be:ech:et die diskrete Verteilung des Gesamtschadens bei einer
3 . fpoissonverteilten Schadenszahl und paretoverteilten Risiken.
4 $gl ist durch FFT bestimmt

5 $g2 durch FFI mit tilt Operator teta

L] IF%g3 durch Panjer Rekursion

=

g - hold off

9

14 % FFT ohne tilting Parameter

i M f=pareto(alpha, beta,h,m):

R fh=fft (£}

13 = gh=exp (lankda* (fh-one=s (1,m) "))

1e — gl={m" (-1) ) *i£ft {gh):

TS5

14 % FFT mit tilting Parameter

B = f=pareto(alpha, beta,h,m):

LR = f=exp (-teta* (D:m-1) ') . *E;

G2 T fh=fft (f}):

20 — gh=exp {lambda* (fh-ones {1,m} "} ) :

23 g=(m" (-1} ) *iffc (gh):

22 = gZ2=exp (teta* (0:m-1} ") .*g;

23

24 % Panjer Algorithmus a=0 b=lambda

P f=pareto(alpha, beta,h,m);

26 — g3=ones(m,1l});

2= g3(l,1l)=exp(—-lambda);

28— | for n=1:m-1

28— g3 (n+l,l)==sum(((lambda* (1:n)"').,/ (ones(n,1)*n)) .*E£(2:n+1,1) .*g3 (n:-1:1,1)
3 = end



Ubersicht: Panjer Rekursion

Binomial (:)pk(l - _‘g.‘))""“"c I% p(].%-i-pl) (1 = P)" (P.T + (1 — P))u TP np(l - p)
Ak
Poisson e‘AF 0 X e B.\{z—l) X X
w T +F) P \ri-p)r(-p)
Negative r ok _ _ r r p
Binomial | Ll ]_"(1-) P (1 P) L—p (1 p)(r‘ 1) P (1 - 1‘(1 - P)) p p?

Quelle:Wikipedia



