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Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Aufgabe 1. (2 + 2 = 4 Punkte) Sei n ∈ N und sei ϕ : An+1
k \ {0} → Pn

k

definiert durch ϕ((x0, . . . , xn)) = [x0 : . . . : xn]. Zeigen Sie:

a) ϕ ist ein Morphismus von Varietäten.

b) Ist Y ⊂ Pn
k Zariski-abgeschlossen, Y = V+(I), für ein homogenes Ideal

I ⊂ k[X0, . . . , Xn], so ist ϕ−1(V ) ∪ {0} = V (I) ⊂ An+1
k .

Aufgabe 2. (2 + 2 + 2 = 6 Punkte) Sei R =
⊕

i∈N0
Ri ein graduierter Ring.

a) Sei I ⊂ R ein homogenes Ideal. Zeigen Sie, dass I genau dann ein
Primideal ist, wenn für alle homogenen Elemente f, g ∈ R gilt:

fg ∈ I ⇒ f ∈ I oder g ∈ I.

b) Sei P ⊂ R ein Primideal und sei P ∗ ⊂ R das von den homogenen
Elementen von P erzeugte Ideal. Zeigen Sie, dass P ∗ prim ist.
(Hinweis. Seien f =

∑r
i=0 fi, g =

∑s
j=0 gj ⊂ R mit fg ∈ P ∗. Betrachten

Sie den jeweils höchsten Index i bzw. j mit fi 6∈ P ∗ bzw. gj 6∈ P ∗.)

c) Sei I ⊂ R ein homogenes Ideal. Zeigen Sie, dass die minimalen I um-
fassenden Primideale homogen sind.



Aufgabe 3. (2 + 2 = 4 Punkte) Betrachten Sie die Abbildung ϕ : P1
k → P3

k,
gegeben durch ϕ([x0 : x1]) = [x3

0 : x2
0x1 : x0x

2
1 : x3

1]. Sei C ⊂ P3
k das Bild von

ϕ. Zeigen Sie:

a) ϕ ist wohldefiniert.

b) Es ist C = V+(I), wobei I = (X0X3−X1X2, X
2
1−X0X2, X

2
2−X1X3) ⊂

k[X0, X1, X2, X3].

c) Es ist I(C) = I.


