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Algebraische Geometrie

4. Übungsblatt

Sei stets k ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Aufgabe 1: (2 + 4 + 2 = 8 Punkte) Es seien X0, . . . , Xm bzw. Y0, . . . , Yn

homogene Koordinaten des Pm
k bzw. Pn

k , und Zi,j , (i, j) ∈ {0, . . . ,m} ×
{0, . . . , n} seien homogene Koordinaten des Pmn+m+n

k = P(m+1)(n+1)−1
k . Wir

betrachten den Morphismus

ϕ : Pm
k ×Pn

k → Pmn+m+n
k , ([x0 : . . . : xm], [y0 : . . . : yn]) 7→ [z0,0 : . . . : zm,n],

wobei zi,j = xi · zj ist.

(a) Zeigen Sie, daß ϕ wohldefiniert und injektiv ist.

(b) Zeigen Sie, daß ϕ eine abgeschlossene Einbettung ist.

(c) Beweisen Sie, daß das Produkt projektiver Varietäten wieder projektiv
ist.

Aufgabe 2: (2 + 2 + 3 = 7 Punkte) Seien X,Y Varietäten über k und
f, g : Y → X Morphismen.

(a) Sei X separiert. Zeigen Sie, daß die Menge {y ∈ Y | f(y) = g(y)} ⊆ Y
abgeschlossen ist.

(b) Sei Y irreduzibel, X separiert und U ⊆ Y eine offene Teilmenge, so
daß f|U = g|U . Zeigen Sie, daß f = g.

(c) Zeigen Sie, daß für separiertes X und affine offene U, V ⊆ X auch
U ∩ V ⊆ X affin ist.

Aufgabe 3: (4 + 4 = 8 Punkte)

(a) Sei C eine Kategorie, in der Faserprodukte existieren. Seien A,B,C,X
Objekte von C und α : A → B, β : B → C und f : X → C Morphis-
men. Zeigen Sie, daß das Faserprodukt (X ×C B) ×B A (wobei das
äußere Faserprodukt bezüglich der Projektion p2 : X ×C B → B und
α gebildet wird) und das Faserprodukt X×CA (bezüglich f und β◦α)
isomorph sind.
Tipp: Blatt 3, Aufgabe 5.



(b) Seien f : X → Y, g : Z → Y Morphismen von Varietäten über k,
und sei f separiert. Zeigen Sie, daß die Projektion p1 : Z ×Y X → Z
separiert ist.


