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Aufgabe 1. (4 Punkte) Seien m,n ∈ N natürliche Zahlen. Zeigen Sie, dass
die Gruppe Z/mZ×Z/nZ genau dann zyklisch ist, wenn m und n teilerfremd
sind.

Aufgabe 2. (4 Punkte) Sei G eine Gruppe. Das Zentrum von G ist die
Menge Z(G) = {g ∈ G | gx = xg für alle x ∈ G}. Zeige Sie, dass Z(G) ⊂ G
ein abelscher Normalteiler ist.

Aufgabe 3. (4 Punkte) Betrachten Sie die Gruppen Z = (Z,+) ⊂ Q =
(Q,+). Zeigen Sie:

i) Jedes Element in der Faktorgruppe Q/Z ist von endlicher Ordnung.

ii) Zu jeder natürlichen Zahl n ∈ N existiert genau eine Untergruppe der
Ordnung n in Q/Z und diese ist zyklisch.

Aufgabe 4. (4 Punkte) Sei G eine Gruppe.

i) Sei U ⊂ G eine Teilmenge, die unter G-Konjugation abgeschlossen ist;
d.h. für alle u ∈ U und für alle g ∈ G gelte gug−1 ∈ U. Zeigen Sie, dass
die von U erzeugte Untergruppe 〈U〉 ein Normalteiler in G ist.

ii) Betrachten Sie nun den Spezialfall U = {ghg−1h−1 | g, h ∈ G}. Die
von U erzeugte Untergruppe G′ heißt Kommutatoruntergruppe von G.
Zeigen Sie:



a) G′ ist ein Normalteiler in G.

b) G/G′ ist abelsch.

c) Ist N ⊂ G ein Normalteiler, so ist G/N genau dann abelsch, wenn
N ⊃ G′ gilt.


