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1. Ubungsblatt zur Linearen Algebra 11

Aufgabe 1:

1. Zeigen Sie, dass die Permutation o € S,,, die i ganz nach vorne schiebt ohne die Reihenfolge
der iibrigen Elemente zu éndern, genau ¢ — 1 Fehlstdnde und folglich das Signum sgn(o) =
(=1)=! hat.

2. Beweisen Sie, dass die symmetrische Gruppe S,, fiir n > 2 von der Transposition 7 der
Elemente 1 und 2 und der “zyklischen Vertauschung” o :i—i+1fiirl <i<nundn—1
erzeugt wird.

Aufgabe 2:
Fiir A € M(n x n; K) und fiir ¢ = 1, ..., n bezeichne s; := Z?Zl aj; die i-te Spaltensumme. Zeigen
Sie:

1. Ist s; = 0 fiir alle ¢, dann ist det(A) = 0.

2. Ist s; = 1 fur alle 4, dann ist det(4A — E,,) = 0. Finden Sie ein Beispiel fiir diesen Fall mit
det(A) = 1.

Aufgabe 3:
Es seien A, B,C, D € M(n x n; K) quadratische Matrizen. Ferner sei D invertierbar und C mit D
vertauschbar, d.h. es gelte C'D = DC. Zeigen Sie, dass dann

A B :
det ( c D > = det(AD — BC) gilt.

Bemerkung: Sind die Voraussetzungen nicht erfillt, so gilt diese Formel fiir n > 2 im Allgemeinen
nicht. Wer Lust hat, kann sich ein Gegenbeispiel tiberlegen.

Aufgabe 4:
Es sei V ein K-Vektorraum mit Basis A = (vq,...,v4) und W ein K-Vektorraum mit Basis
B = (w1, ws, ws). Die lineare Abbildung f: V — W sei gegeben durch die Matrix

3 -2 1 0
Mg(fy= -1 0 4 2
5 1 -3 -1

Betrachten Sie nun die Vektoren v] = vq — vg,v5 = vy + v3,05 = —v3 + 2v4,vy = vg und wj =

w1 + we, wh = we, wh = ws + wy. Zeigen Sie, dass A’ = (v],...,v}) eine Basis von V und B’ =
’

(w}, wh, wh) eine Basis von W ist und bestimmen Sie die Matrix Mz, (f) von f beziigich dieser

neuen Basen.



Aufgabe 5:
Essein = (n1,...,n,) € N[ ygund N =n; +...+n,. Wir kénnen N x N Matrizen in der folgenden
Form schreiben

A A .0 An

Agp Axp ... Aoy
A= . . .

Arl Ar2 .o Arr

mit A;; € M(n; x nj; K) fir alle 1 < 4,5 <r. Es sei P, C M(N x N; K) die Menge aller oberen
“Block-Dreiecksmatrizen” A = (A;;)7 ;—; mit A;; = 0 fiir alle Paare i > j, die zusitzlich die
Eigenschaft A;; € GL(n;; K) fiir all 1 < ¢ < r erfiillen, d.h.

Ay A ... ... A4
0 Agy ... ... Ay,
0 0o ... 0 A,

1. Zeigen Sie, dass Py eine Untergruppe von GL(N; K) ist.

2. Zeigen Sie weiterhin, dass die beiden Teilmengen

Ly, = {AeP;|A;=0Vi<j} “Block-Diagonalmatrizen”,
Us = {A€Ps|Ay=E, V1<i<r}

Untergruppen von Py sind und dass aus A € Uy, sowie B € L schlieSlich BAB~! € U, folgt.

3. Wir bezeichnen die Menge Uz x Lz zusammen mit der Verkniipfung
(Un % Ln)* > (A4, B), (A, B')) — (4, B) - (A, B') i= (ABA'B~", BB') € Uy X Ln,

welche nach Teil 2 wohldefiniert ist, als das “semidirekte Produkt” Uy x L; von Lz mit Uj.
Zeigen Sie, dass Uy X Lz eine Gruppe ist, und konstruieren Sie einen Gruppenisomorphismus
von Uﬁ, X Lﬁ auf Pﬁ,

Bemerkung: Man nennt Ly eine Levi- Untergruppe von Pr und den Isomorphisms Uz X Lz = Py
eine Levi-Zerleqgung von Pj.

Abgabe bis Montag den 02.11.15 um 10:00 Uhr (s.t.) in den Postkisten der Ubungsleiter auf D.13
Aktuelles und Ubungsbldtter unter http://www2.math.uni-wuppertal.de/~meinhard/la2.html



